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《引力 理论 和 引力 效应 》 一 书 自 1990 年 出 版 以 来 有 华 受 到 诸多 谈 者 的 欢迎 , 出 
版 不 到 两 年 时 间 便 已 售 完 , 不 少 读者 希望 再 版 . 本 书 在 对 《引力 理论 和 引力 效应 》 进 
行 修改 的 基础 上 增加 了 广义 相对 论 近 年 来 的 新 成 果 和 新 进展 . TARH, 天 于 
黑洞 量子 化 的 部 分 内 容 (黑洞 的 面积 量子 化 、 质 量 量子 化 和 电筒 量子 化 ) 以 及 宇宙 
学 的 部 分 内 容 (宇宙 暴 胀 的 机 制 、 圈 量子 宇宙 和 大 爆炸 的 量子 特性 ) 未 做 详细 阐述 ， 
有 兴趣 的 读者 可 分 别 参阅 《经 典 黑洞 和 量子 黑洞 》( 王 永久 , 2008) 和 《经 典 衬 宙 和 
量子 宇宙 》( 王 永久 , 2010). 

1687 F, 牛顿 创立 了 第 一 个 引力 理论 , 这 是 人 类 对 目 然 界 普 过 存在 的 力 一 一 
引力 的 认识 的 第 一 次 升华 . 牛顿 引力 理论 首次 揭 开 了 行星 运动 之 谜 , 奇迹 般 地 预言 
了 两 个 行星 (GEEMR EE) 的 存在 并 被 天 文 观测 所 证 实 , 从 此 牛顿 的 名 字 省 满 
ERR. 直至 20 世纪 初 , 这 一 理论 是 人 们 普遍 接受 的 、 唯 一 正确 的 引力 理论 . 随 看 人 
类 智慧 的 发 展 , 牛顿 引力 理论 的 困难 日 益 引 起 学 者 们 的 重视 : 它 无 法 解释 天 文学 家 
观测 到 的 事实 一 一 水星 近日 点 的 移动 , 无 法 解释 物体 的 引力 质量 为 何等 于 惯性 质 


牛顿 引力 理论 无 法 用 来 研究 宇宙 . 用 牛顿 引力 理论 研究 宇宙 会 导致 着 名 的 纽 
& (Newman) SEXE. 

1916 年 , 爱 因 斯 坦 以 全 新 的 观点 创 立 了 新 的 引力 理论 三 义 相对 论 , 这 是 
人 类 对 引力 认识 的 第 二 次 升华 . 爱 因 斯 坦 引 力 理论 将 时 - 空 几 何 和 引力 场 统 为 一 体 ， 
以 其 简洁 的 逻辑 和 优美 的 结构 令 学 者 们 叹服 甚至 陶醉 . 它 圆 满 地 解决 了 牛顿 引力 理 
论 的 困难 , 并 将 牛顿 引力 理论 纳入 自己 的 特殊 情况 ( 弦 场 近似 )， 

爱 因 斯 坦 引 力 理论 的 建立 , 第 一 次 为 宇宙 学 提供 了 动力 学 基础 , 使 宇宙 学 成 为 
一 门 定 量 的 科学 . 爱 因 斯 坦 的 引力 场 方程 可 以 用 于 宇宙 , 作为 罕 宙 泪 化 的 动力 学 方 
Fe. 因此 , 应 用 广义 相对 论 , 可 以 根据 宇宙 的 现在 研究 宇宙 的 过 去 和 未 来 . 

引力 理论 的 发 展 在 很 大 程度 上 取决 于 爱 因 斯 坦 场 方程 的 严格 解 及 其 物理 解释 . 
本 书 第 一 部 分 以 场 方程 的 严格 解 为 中 心 论述 广义 相对 论 的 基本 内 容 , 给 出 了 爱 因 斯 
坦 引力 场 方程 的 数 十 个 严格 解 的 推导 过 程 和 诸 种 生成 解 技 术 ; 系统 地 叙述 了 广义 相 
对 论 流 体 动力 学 ; 阐述 了 黑洞 的 时 空 理 论 、 经 典 黑 洞 热 力学 、 黑 洞 燃 的 量子 修正 和 
黑洞 的 量子 效应 

大 爆炸 宇宙 学 成 功 地 解释 了 自 t = 10°? 秒 ( 轻 核 形成 ) Rt = 10 年 (现在 ) 
宇宙 潮 化 阶段 的 观测 事实 . 其 中 包括 元 素 的 起 源 ( 氨 丰 度 测 量 )、 星系 光谱 的 宇宙 学 


ii- 前 言 


红 移 、3K 微波 背景 辐射 、 星 系 计 数 、 宇 宙 大 尺度 的 均匀 各 问 同 性 等 . FEA R 
射 的 观测 两 次 获得 诺 贝 尔 物 理学 奖 (1978 F, 2006 年 ), 就 是 因为 它们 支持 了 大 爆 
炸 宇 宙 模 型 . 由 于 大 焊 炸 宇宙 模型 普遍 为 人 们 所 接受 , 故 称 其 为 标准 宇宙 模型 . 然 
而 标准 宇宙 模型 仍 有 它 的 困难 , 就 是 在 t= 10-10 秒 这 一 极 早期 演化 阶段 中 的 四 个 
问题 : 奇 点 问题、 视界 问题 、 平 直 性 问题 和 磁 单 极 问题 . 本 书 第 七 篇 阐述 了 宇宙 的 
IKE. 这 一 理论 解决 了 上 述 四 个 问题 中 的 后 三 个 . 它 已 经 把 我 们 市 到 上 = 10-°° 
秒 的 宇宙 极 早 期 , 已 接近 宇宙 的 开端 . 我 们 可 以 把 加 入 了 坎 胀 理论 的 大 爆炸 宇宙 模 
型 称 为 新 的 标准 宇宙 模型 . 标准 宇宙 模型 原来 的 四 个 困难 问题 还 剩 下 一 个 , 即 宇宙 
HIREA (宇宙 的 创 生 ) 问题 , 这 是 本 书 第 八 篇 (量子 宇宙 学 ) 的 内 容 . 

广义 相对 论 宇 宙 学 是 建立 在 爱 因 斯 坦 引 力 理论 基础 上 的 . 严格 地 说 , 量子 宇宙 
学 应 该 建立 在 量子 引力 理论 的 基础 上 . 然而 , 至 今 尚 未 建立 一 个 令 人 满意 的 量子 引 
力 理论 . 尽管 如 此 ， 人 们 仍然 可 以 根据 已 经 了 解 到 的 量子 引力 的 某 些 特征 , 去 寻找 
各 种 途径 , 尝试 解决 量子 宇宙 学 的 主要 问题 一 一 宇宙 的 创 生 问题 . 20 世纪 末 , 哈 
特 (Hartle). 44% (Hawking)、 维 林 金 (Vilenkin) 等 提出 , 用 宇宙 波 函 数 来 描述 宇 
宙 的 量子 状态 , 宇宙 动 力学 方程 即 惠 勒 - 德 维特 方程 . 这 样 , RB ES NIRA 
件 , 便 可 定量 地 研究 宇宙 的 创 生 问题 了 . 本 书 第 八 篇 阐述 了 了 哈 特 - 逢 金 的 量子 宇宙 学 
理论 . 

由 引力 场 方程 和 场 源 物质 及 试验 粒子 的 运动 方程 , 可 以 引出 许多 新 的 推论 , 其 
中 有 一 些 具 有 明显 的 物理 意义 . 这 些 推 论 是 牛顿 力学 中 所 没有 的 , RAT MAT 
引力 效应 . 本 书 第 十 篇 收集 了 141 种 广义 相对 论 引 力 效应 . 除了 和 几 个 经 典 实验 相 
对 应 的 引力 效应 以 外 , 还 有 更 多 的 引力 效应 不 能 为 目前 的 实验 所 检验 . 随 看 观测 技 
术 、 引 力 辐射 探测 技术 和 空间 技术 的 发 展 , 太阳 系 不 再 是 检验 引力 理论 的 唯一 场所 ， 
这 一 点 已 经 越 来 越 明 显 . 可 望 在 今后 的 10 FA, 有 更 多 的 引力 效应 为 新 的 实验 所 

全 书包 括 绪 论 、 广义 相 对 论 基础 、 一 些 特殊 形式 的 引力 场 、 广 义 相 对 论 流体 动 
iH. RIDE. OAS es. SRK. BFS. Brans-Dicke 理论 
ARF J MERES FU es, FE 37 EE 230 节 ， 

(EG 5 SAE PEA PAR BS BS RE BES A BSR AK E ps 
SFR RAR (美国 )、 两 次 中 国 图 书 奖 和 一 次 教育 部 科技 进步 奖 ; 在 几 种 相关 杂 
志 上 发 表 过 一 些 文章 (Phys.Rev.D 47 fs, Ap.J.Lett. 3 fa, Ap.J. 3 fa, JCAP 3 f, 
Nucl. Phys. B 21 篇 , JHEP 9 fa, Phys. Lett. A&B 32 篇 , 《中 国 科 学 》4 fa), 加 上 
诺 多 国内 外 同行 学 者 的 原始 论文 , 其 中 部 分 相关 内 容 经 补充 推 寻 和 加 工整 理 已 号 入 
BrP. 
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1905 F, 爱 因 斯 坦 历史 性 地 突破 了 经 典 物 理学 框架 , 创立 了 狭义 相对 论 , 完整 
地 建立 了 相对 论 运动 学 、 相 对 论 动力 学 和 相对 论 电 动力 学 . 本 篇 力求 系统 地 痢 述 四 
维 形式 的 狭义 相对 论 , 为 读者 能 够 顺利 地 进入 广义 相对 论 做 必要 的 知识 准备 . 


第 1 章 广 义 洛 伦 兹 变换 
1.1 非 本 征 欧 氏 空间 


锋 义 相对 论 的 基本 原理 之 一 是 光速 不 变 原 理 . 
对 于 任意 一 个 党 伦 北 (Lorentz) 变换 , RIRA 
ds* = dt? — dz? — dy? — dz” (1.1.1) 
是 一 个 不 变量 ; 对 于 光 信 号 有 
ds* = 0. (1.1.2) 
我 们 这 里 取 的 度 规 符 号 为 (+-->). 
不 变量 (1.1.1) 给 出 一 个 欧 几 里 得 空间 ( 欧 氏 空间 ). 这 里 应 注意 , d? 不 一 定 是 
正定 的 . 因此 , aX AB) Pe RA ARK eT) ( 非 本 征 欧 氏 空间 ). 


1.2 PY R 
1. 附 标 
在 相对 论 中 , 采用 的 坐标 有 时 不 都 是 实 的 , 如 
tt =g, 7 =Yy, r? =z, qf =i, (1.2.1) 
或 者 写成 
rt, u=1,2,3,4. (1.2.2) 
有 时 选取 坐标 都 是 实 的 , 如 : 
T=7, ZX =y, =z, =c, (1.2.3) 
或 者 写成 
zr”, p=1,2,3,0. (1.2.4) 
2. 取 和 惯例 


右 在 同一 项 中 有 上 下 一 对 附 标 相同 , 则 意味 看 取 和 |: 
A, BY = A,B + A2B? + A3B° + ApB°, pw = 1,2,3,0, 
A;B’ ~ A,B! + A» B? + A3 BË, 2 = 1,2,3. 


以 下 凡 和 希 脂 字 母 作 为 附 标 , 其 取 值 为 1,2,3,0 或 1,2,3,4; 凡 拉 本 字母 作为 附 标 ， 
其 取 值 为 1.2.3. 
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3. KE 
在 三 维 空间 中 , 矢量 记 为 A. 该 矢量 以 分 量 表 示 可 号 为 


或 者 与 成 
A’, i=1,2,3. 


A’ = Ag, A’ = Ay, A? 一 Az, A? — Act 或 A* — Aict; 


或 者 与 成 
A”, =1,2,3,0( 或 1,2,3,4). 


应 注意 , 四 维 矢量 的 前 三 个 分 量 不 一 定 是 三 维和 天 量 的 三 个 分 量 , 例如 , 坐标 微分 


四 维 矢量 det 的 前 三 个 分 量 dri 是 三 维 矢量 的 分 量 . 但 是 四 维 速度 矢量 ur = 2 
的 前 三 个 分 量 w = Ù 就 不 是 三 维 速度 矢量 vi = 9 的 分 量 ， 换 名 话说 , wx = 


(vi, vt) 不 构成 四 维 天 量 . 


1.3 狭义 相对 论 中 线 元 的 表示 式 


1. 选用 虚 坐 标 
He? 
r! =iz, z*=iy, 2? =iz, x* =ct, (1.3.1) 
则 线 元 (1.1.1) 可 表示 为 椭圆 形式 : 
ds? = 》 (dz”)?, w=1,2,3,4. (1.3.2) 


rv 


这 是 四 维 欧 氏 空间 中 的 线 元 (直线 正 交 系 ). 
如 果 直 线 正 交 坐 标 轴 以 四 个 单位 矢量 e, 表示 之 , WA 


er .ev 一， 当 u £n; 
e'e, =1, p=; (1.3.3) 


ds = edz”. (1.3.4) 


1.3 ”狭义 相对 论 中 线 元 的 表示 式 “5. 


按 (1.3.4), ds .ds = ds? 恰 为 (1.3.2). 


SAE (1.3.3) 可 写 为 
e, Cy = Ouv- (1.3.5) 
这 样 , (1.3.2) 可 表示 为 
ds* = g,,dx"dz", (1.3.6) 
Juv = Op (1.3.7) 
由 (1.3.7) 可 以 得 到 
An E Ju Å” = A". (1.3.8) 


上 式 表明 , 在 直线 正 交 坐标 系 中 , 协 变 矢量 和 逆 变 天 量 没 有 区 分 的 必要 . 
很 容易 得 到 两 个 矢量 的 标量 积 和 天 量 模 的 表示 式 : 


A-B = gwAr*B’= > A*Br", (1.3.9) 
u 


|A|* = gu A" A” = 


N (AF. (1.3.10) 


A-B=g9p„A"B"=-Y AYB*, (1.3.15) 


|A?| = gu A" AY = -X (AHY. (1.3.16) 
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2. 选用 实 坐 标 
T=7, T=Yy, 7 =z, zx =ct, (1.3.17) 
则 线 元 (1.1.1) 表示 为 
ds* = (dx’)? — > (dz2)2， (1.3.18) 
此 时 ds? 为 双 曲线 型 , 符号 为 (+ — — -). 它 对 应 于 以 基 矢 量 系 e„(u = 1,2,3,0) 
表征 的 直线 坐标 系 . 可 将 ds BA 
ds = e dz”, (1.3.19) 


于 是 标 积 ds .ds 具有 形式 


eo = 1l, e5 =—1, p=1,2,3. (1.3.20) 
上 面 的 条 件 可 与 为 
€p ey = Nw; (1.3.21) 
—1 0 
nu] = 加 
0 +1 


(1.3.21) 与 实 坐标 相对 应 , 此 时 线 元 ds? 的 表示 式 为 (1.3.18) 式 . 如 果 将 (1.3.18) 与 
(1.3.6) 比较 , 则 得 到 


Quv = uv. (1.3.22) 
此 时 我 们 有 
An = Juv Å” = Nu A”, (1.3.23) 
即 
Ay = Np AY = -p AY = —A?, (1.3.24) 


Ao = nyA” = do A“ = AP. (1.3.25) 


1.5 四维 欧 氏 空间 的 运动 群 了: 


选用 实 坐 标 时 , 二 天 量 的 标量 积 和 秋 量 的 模 表 示 为 
A- B= gA"BY = —A°B® — > AP BP, (1.3.26) 


Al? = gu A“ AY = (A°)? — 》 (4P). (1.3.27) 


P 


由 (1.3.10). (1.3.16) 和 (1.3.27) 可 见 , 任意 非 零 实 天 量 的 模 平 方 不 一 定 是 正 的 . 
即 狭义 相对 论 中 的 四 维 空间 是 非 本 征 的 欧 几 里 得 空间 . 
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Ri 4 的 模 平方 大 于 、 小 于 或 等 于 零 , 对 应 地 称 此 矢量 为 类 时、 类 空 或 各 辣 
同性 矢量 . 

选择 实 坐 标 . 在 与 (1.3.22) 对 应 的 正 交 坐标 系 中 , 根据 (1.3.27), 我 们 有 三 种 情 
M: 


|A|? = gu AÀ” A” = (A°)? 一 2A) (1.4.1) 


NIM 


如 果 》 (4?)? = (A°)?, 则 它 是 各 向 同性 的 . 


对 于 质点 的 运动 ,w < c ds? > 0, 故 知 质 反 时 迹 的 切线 方 辣 一 一 
Yas DOSER Ae. 即 质 点 时 迹 位 于 特征 锥 面 ds? = 0 之 内 . Z 
ds? = 0 的 粒子 的 时 迹 对 应 于 光线 (v = c). 即 光 子 的 时 迹 


O 
位 于 特征 锥 面 上 . LN 
特征 锥 面 ds? = 0 把 四 维 空间 分 为 两 部 分 . 第 一 部 (ds? > 0) 


对 应 于 特征 曲面 的 内 部 , 包含 所 有 的 类 时 矢量 . 这 区 域 又 包含 1-1 
两 部 分 一 一 原点 上 方 和 原点 下 方 alin” F KA PK). 在 Ff 

区 域 中 , 所 有 四 维 类 时 矢量 的 分 量 L 都 是 正 的 . 这 是 未 来 区 域 . 相反 , 已 区 为 过 去 
区 域 . 第 二 部 分 (ds? = 0) 为 光子 迹 区 域 . 第 三 部 分 (ds? < 0) 对 应 于 特征 锥 面 的 外 
部 , 包含 所 有 四 维 类 空 矢 量 . 与 原点 比较 , 这 是 无 因果 关系 的 区 域 (图 1-1). 


1.5 四 维 欧 氏 空间 的 运动 群 


设 两 个 坐标 系 都 满足 正 交 条 件 (1.3.7), (1.3.13) 或 (1.3.22), 我 们 寻求 不 改变 长 
度 单位 的 坐标 变换 . 
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SK FA ke A be, 正 交 条 件 具有 形式 Juv = Ò uv 或 Juv 一 —6,v, ds? 表示 为 (1.3.2) 
或 (1.3.11). 此 时 应 满足 条 件 


> (dz*)? = > (dz). (1.5.1) 


H H 


如 果 采 用 实 坐 标 (2° = —ct), 则 有 归 一 化 条 件 gj, = nu - ds? 的 形式 由 下 式 确定 : 


ds? = (dx°)? — > (dx?)?. 


对 于 上 述 坐 标 变换 , 此 式 仍 然 保持 不 变 ; 
(dz?)? — > “(da?)? = (de)? — > (dr?)?. (1.5.2) 


这 一 个 变性 对 应 一 变换 群 一 一 欧 几 里 得 (或 非 本 征 欧 几 里 得 ) 四 维 空间 的 运动 群 
这 个 群 包括 位 移 


rH = g" +a”, a’ = const. (1.5.3) 


此 时 有 
dz” = da". (1.5.4) 


欧 氏 空间 或 非 本 征 欧 氏 空间 的 线性 正 交 变换 具有 形式 


e, 一 Qirer， en 一 a” ey, (1.5.5a) 
r+ = QH TD， Tr = QT . (1.5.5b) 

式 中 
a’ ay = af ax = dy. (1.5.6) 


要 使 变换 后 的 坐标 系 仍然 是 正 交 的 , 其 充分 且 必 要 条 件 是 


gu = Ep Cy = (Cn: Cv) = Ip, (1.5.7) 
KAWE 
Qj Ip» = A) Jup: (1.5.8) 
如 果 轴 的 正 交 条 件 是 gu = 6 或 guv = 一 6jw, 则 由 (1.5.8) A 
a, = ak . (1.5.9) 
这 时 , 与 (1.5.6) 和 (1.5.9) 相对 应 , 对 于 变换 (1.5.5), 我 们 有 
N abah, = Oy. (1.5.10) 
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WO FAH NY TEAS RAE Quv = uv, 则 由 (1. 9. 8) 得 


/ 
al, = qi ay = a? , ab = —aġ, ay =a}. (1.5.11) 


【注意 】 如 果 设 ct = ict, 则 a?, Mal 将 是 实 的 , 而 af, 和 af, 是 纯 虚 的 . 此 时 


由 (1.5.10) 有 
1) =1-) (ay)? >1. (1.5.12) 


如 果 设 2° = ct, WJ af, 和 ap 是 实 的 . 此 时 由 (1.5.6) 和 (1.5.11) 有 
(1.5.13) 


(1.5.14) 
(1.5.15) 
考虑 a, > 1( 或 o > 1) 对 变换 (1.5.5) 的 限制 , 它 构 成 一 个 群 . 这 就 是 说 , 如 果 上 


述 条 件 成 立 , 当 变 换 zr 一 r, 然后 rt 一 ri 时 , 则 变换 zr ri 一 定 按 同 样 形 
式 进 行 , BD 


gh age’, r= at, 2”, (1.5.16) 
g” = aË TO (1.5.17) 

式 中 /1 it / 
ay =a), a5 (1.5.18) 


一 定 和 aM, WR at’ 具有 相同 形式 为 了 使 变换 (1.5.16) 构成 一 个 群 , 还 应 引入 和 恒 
等 变换 ， 以 限制 系数 a0,, 使 满足 不 等 式 al, > 1. 这 一 不 等 式 表 明 , 所 研究 的 这 一 类 
线性 正 交 变换 保持 矢量 (A? > 0) 的 分 量 40 的 符号 不 变 . 显然 , 在 伽利略 变换 中 这 
FEEDER. 特别 应 该 强调 的 是 , 如 果 在 伽利略 系 中 采用 实 坐 标 , MRE dz 总 
是 类 时 的 (对 于 质点 ), 因为 v <c, d2 > 0. 由 于 在 未 来 区 域内 dr? 的 符号 是 正 的 
所 以 当 一 个 伽利略 系 变 到 另 一 个 伽利略 系 时 dx? 总 保持 是 正 的 . BLA, 在 所 有 
具有 物理 意义 的 伽利略 系 中 , 时 间 的 增长 都 具有 相同 的 方 同 . 

式 (1.5.5) 表明 时 间 和 空间 坐标 起 着 相同 的 作用 , 但 是 与 不 等 式 al, > 0 相 联 
R, 暗含 看 时 间 不 可 道 性 的 假定 . 


1.6 广义 和 狭义 洛 伦 效 变换 


在 1.5 节 中 我 们 已 经 看 到 , 四 维 欧 氏 空间 的 运动 群 保持 ds? 的 形式 不 变 . 上 述 
线性 正 交 变换 间 的 等 效 性 以 及 (根据 条 件 a6, > 1) 时 间 流 逝 方 同 的 等 效 性 都 由 此 
得 出 . 这 个 群 确定 了 广义 洛 伦 兹 变换 . 
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应 该 指出 , 如 果 相 对 于 坐标 轴 , 速度 的 方向 是 任意 的 , 那么 所 有 无 旋转 的 洛 伦 
效 变 换 不 构成 群 . 一 般 地 , 两 个 无 旋转 的 洛 伦 兹 变换 51 一 So 一 53 确定 一 个 党 伦 
效 变 换 51 一 S3, 但 它 已 经 不 一 定 再 是 无 旋转 的 洛 伦 效 变换 了 , 一 般 情 况 下 会 出 现 
旋转 . 例如 , Sı 一 So 和 S2 一 S3 由 v12 = —vz, v23 = 一 v32 确定 ; 则 与 Dvs1 = 一 vi3 
相对 应 已 有 旋转 . 

广义 洛 伦 效 变换 由 三 个 变换 组 合 而 成 : 绕 空 间 轴 原点 的 纯 空 间 转 动 , 空间 坐标 
RARE DAN EEA SR AE D). 

AEAEE ARAE DOE FT m ERRE v 沿 一 对 坐标 轴 时 的 
特殊 情况 . 

实际 上 , 借助 于 四 个 变量 可 以 使 s KA Ss 系 的 空间 坐标 原点 重合 , 且 使 它们 的 
时 间 原 点 重合 ; 再 借助 于 一 个 空间 轴 旋 转 , 可 使 Oz 与 Or 轴 和 v 重合 , 骨 将 s' 系 
绕 Ox! 轴 旋 转 , 即 可 使 Oy 轴 平 行 于 Oy! FH. Oz; 轴 平 行 于 Oz FH. 这 样 便 过 渡 到 
狭义 洛 伦 效 变换 的 情况 . 


厂 义 洛 伦 兹 变换 由 下 式 确定 : 
e, = a’ el, e, = ayn, (1.6.1a) 
ZL 一 ao r” = at z”. (1.6.1b) 
式 中 
af, ay = aas = on (1.6.2) 


与 限制 条 件 a? gov = ag gup FARR. 
采用 实 坐 标 , gj, = nu, 上述 限 制 条 件 给 出 


p _ aP 
Gy pv 一 Gy 'Mup> 


(1.6.3) 


(a )? — > ,ad as = 1, a? ap 一 >》 ai, ag = 0. (1.6.4) 


与 本 节 开 头 所 说 的 过 程 相反 , 可 以 由 狭义 洛 伦 效 变换 过 小 到 厂 义 治 伦 效 变换 . 
由 z+ RA z4% AACR, 在 一 般 情 况 下 有 


0 
gP = Dtr + Div? (Se v) 一 l (1.6.5) 
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10 __ 
”二 万 有 Re (1.6.6) 
式 中 
v=(v?), 2=(a), z" = (2,ct), (1.6.7) 
Up = —V’, v’ = S_(v?)?, (1.6.8) 
£V = N oao" = —T Vr, 
1 
a = VEZ —1. (1.6.9) 
FIT D 由 下 式 确 定 (J SCTE REAR): 
) a t 
Dr =r+v “a (r v) 一 ATA (1.6.10) 
由 于 dt 不 是 不 变量 , 所 以 v = ASH, 代替 它 的 是 四 
维 矢 量 w = 他. 它 的 空间 分 量 和 时 间 分 量 分 别 为 
pd d dt 
P= ae ds oA (1.6.11) 
o dz? dt 1 
考虑 到 (1.6.11), 可 将 (1.6.5) 和 (1.6.6) BA 
gP = Dtr? — Dotu’ fa (- 了) Z Ur 十 ao} ) (1.6.12) 
x) = zuo + Pup. (1.6.13) 
用 ot 表示 空间 转动 系数 D, 我 们 有 
Dtr’ = aP x4. (1.6.14) 
将 (1.6.14) 与 (1.6.12). (1.6.13), (1.5.5b) 比较 得 到 
a? =a, =a,—a G E) Qr4 Ug = ay 一 apuu (1.6.15) 
a? = 一 Qp， = 一 Qr 人 L ) a? = 一 00, = —Up. (1.6.16) 


. 12. 


写成 矩阵 形式 为 


Bh 
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any, GA G —u 
lor 2 _7 3 7 2 
py Cr Y2 Cr Y2 Cr /2 —u 
ja; | — 1 > 3 3 (1.6.17) 
Cr Y3 Cr /3 ar Y3 一 以 
—aiu™ —a?u™ 一 QU u’ 
ayi ar apyg apu" 
2 _ T 2 T 2a T T 
yy _ ar Y1 Ar /2 Cr Y3 Aru 
[av 3 p 3 ~ 3 5 r (1.6.18) 
ar Y1 Cr Y2 Cr /3 aru 
ul u? u’ u? 
r r a 7 p 
Yp = 0, + 2 U. (1.6.19) 
az = 07 (1.6.20) 
, q Q 
az = Qy = OF + aU (1.6.21) 
1 
_ 0’ _ _ i). 
ay = Qo = J1— Be ug; (1.6.22) 
p' 0 p (1.6.23) 
Aan = —-a,, = — = —U', oHe 
° ó c\/1 — p? 
p 
0 _ p_ U _ aP 
a, =—-a, = —— n = uF, 1.6.24) 
P ° c\/1 — 8? | 
WW Ww w 
1 2 3 2 
—u 
oz = 2 2 h (1.6.25a) 
1 2 3 3 
Y3 Y3 y3 zu 
-ul u? 43 0 
1 y y uw 
1 2 .3 22 
y Y2 Y2 Ya u 
avl=] 1 2。 a 3 (1.6.25b) 
B BY B U 
ul u? uf u? 


(1.6.26) 
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在 这 种 情况 下 ,(1.6.21)~(1.6.24) 中 不 为 零 的 系数 为 


1 

İ İ 2 2 3 3 

ali = Qa; -+ A a> = Qz = Q03 = ay = 1, 
i — 6? 

1’ 0 b 0’ 1 8 

Qo 一 — ai; = 一 Vi a1 一 — aq: = 一 ， (1.6.27) 
1 一 GB? | /1 — GB? 
aa 一 ae, = | 
/1 — B2 


A (1.6.27) 中 各 系数 的 值 与 通常 直接 由 狭义 党 伦 效 变换 得 到 的 完全 一 致 , 令 6 = 
thd, 上 式 为 
chp 0 0 —shy 
0 10 0 


[ar ] = (1.6.28) 
a 0 01 O 


—sh@ 0 0 cho 


ch 0 0 sho 
lay] = ye 10 9 (1.6.29) 
0 0 1 0 
shọ 0 0 cho 


如 果 我 们 采用 虚 坐 标 (z4 = ict), 并 设 tany = ib, 则 与 式 (1.6.28) 和 (1.6.29) 
对 应 地 有 


[av ] = (1.6.30) 
f 0 01 0 


一 SinW 0 0 cosy 
cosy 0 0 —siny 
0 1 0 0 


Cm = 。 (1.6.31) 
w 0 01 0 


siny 0 0 cosy 


作为 例子 , 我 们 讨论 矢量 AY 和 张 量 T 的 变换 . 
选用 实 坐标 , 由 逆 变 分 量 和 协 变 分 量 的 变换 式 


Alt =a AY, Al =a% AL, (1.6.32) 
对 于 逆 变 分 量 , 得 到 


A? = a? A? + a? A° = ary, A* 一 aPu™ A®, (1.6.33a) 


14. 
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A” =al AP +a! Ao = — X uP AP + u? AP; (1.6.33b) 


/ 0 
0 = ab, Ap + ap Ao = uP Ap + u° Ao. 


对 于 无 转动 的 情况 , 由 ag = 69, 得 到 


(1.6.37) 


(1.6.40) 


(1.6.41) 


1.6 广义 和 狭义 洛 伦 兹 变换 


如 果 选 用 虚 坐 标 , 则 由 (1.6.30) 和 (1.6.31) 得 到 


4i 


> 
D 
aN 

is 


All — A! — A2 Als — 43 


| | 
Q Q 
u N 


Al = A tiba, = Ad, Al, = As, 


) 


i 
_ | 
Q 
tS 


| 
| 
Q 
NO 


逆 变 换 式 为 


~ 
| 

= 

~ 
小 


pao 
| 

Q 

NO 


At = ——_ . 


i 
| 
Q 
N 


~ 
Ca 
D 
N 
= 


| e 
jew DQ 
N N 


对 于 二 阶 张 量 , 由 变换 式 
Pe = of aT, T= o, 
得 到 二 阶 逆 变 张 量 的 变换 式 为 


Yq’ / o / ./ 
‘PI — —(qgP al — aPa? TS (pP nal -nPI r0 
T -一 5 (ar Qa. Asar \T (ap A; A. A \T 


Oo 
/ Ay’ Tbo 9 


T =~ (ak! ad! — aba )T™ + (a8 at — at a 7", 
Rp 
TP? 一 amom ir -7 zl — B Jur (uT + ue) 
十 了 num 一 Tu" 
TVp0 一 ap Tu Tm 4 My, T 


一 zl — B?)u™ ured” 
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(1.6.42) 


(1.6.43) 


(1.6.44) 


(1.6.45) 


(1.6.46) 


(1.6.47a) 


(1.6.47b) 


(1.6.48a) 


(1.6.48b) 
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二 阶 协 变 张 量 的 变换 式 为 


1 
' r 83 S oT r _0 0 rr 
tpg = 5 Ap’ ag — Ap Ag )Trs + (Ap Aq — Ap Aq )Tro, 


BU 


Q n 
Ti = 》 aPal[Trs — zl — B*)(Tpntts — Tenur )u 


— (Trous — Tsour)], 
p 0 一 > aP [u Tps + wu To + U” UurTmo 
Q 
一 a 一 B?)u-u™u’Tmol- 
当 变 换 无 转动 时 有 
Tvpa =T” — zl — B?)u,(u!T?” — WPT!) 


qO, P pO, .q 
+P ur — Tu’, 


T’? =T” u; + TP wo + zl — B?)uPu,-T”’. 


a 3 
Tpa =Tpg 一 ga — Bu? (ugTps — upTas) 


+ (UpT 90 一 UgT po), 


Pp 
对 于 狭义 洛 伦 兹 变换 有 
u=u = E u? = u? = 0, 
于 是 我 们 得 到 
Tila 一 一 = | pi2s p2s 
0p — TP Æ pio T°. Dp of jl 
以 及 
T! _ Lig + Blog TY。 — Tz3, 


] 
0 0 
= 9 (ao Avy — ay ay )Trs + (a, Qo: a Cy! ag ) Tro, 


r Q rT 
T'o =Tyru” + Tu? + ae — B*)u" UpT ro. 


(1.6.49a) 


(1.6.49b) 


(1.6.50a) 


(1.6.50b) 


(1.6.51a) 
(1.6.51b) 


(1.6.52a) 
(1.6.52b) 


(1.6.53) 


(1.6.54) 
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Ti, = 2 =, h=, p1 (1.6.55) 


设 惯 性 系 S 相对 于 惯性 系 S 的 速度 为 v. 一 质点 相对 于 S 和 OS! 的 速度 分 别 
dz da’ 


y 
N v= =w PET 
由 线 元 的 表示 式 
(1.6.56) 
得 到 
(1.6.57) 
式 中 
(1.6.58) 
由 上 式 解 出 
dt’ 
FH) YS TE KARR 
gh = at z”, Tr = ah, r” (1.6.60) 
可 与 出 矢量 x 的 时 间 分 量 和 空间 分 量 的 变换 式 
g? = a? x9 + aP x°, r? = ax 4 + ax”, (1.6.61a) 
r’ = a? xP +a? 7°, 2° = ap!” + ay’; (1.6.61b) 
由 此 得 
dr" dt’ 0’ yP 0’ dx? dt 0 y'P 0 
dro 一 dt = ay P + ao ; 7/0 一 dt! 一 Op + Qo’, (1.6.62a) 
dr’? vI ' dz? yd 
do 一 Q4 十 ah , 4/0 = ag 一 十 ap,. (1.6.62b) 
由 上 二 式 得 到 
/ p 
dt — a? “ + ag 一 (1.6.63) 
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(1.6.64) 
(1.6.65) 
一 (1.6.66) 
(1.6.67) 
(1.6.68) 
(1.6.69) 
v =V'’=—-D'!V=-D"Q», (1.6.70) 
AP OV! 是 S 系 相 对 于 S 系 的 速度 . 
在 这 种 情况 下 , 由 (1.6.63) 得 到 
2 = — vp Dw ow oP 444 
?eVi-B ceVi-PB cvV1- 历 7 
1 
a0 = 一 (1.6.71) 
由 (1.6.64) 得 到 
P 一 vP = u? = -D tu? = —aPu!, (1.6.72) 
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ud p 
一 = —aP,. (1.6.73) 


a 


将 (1.6. 72) FRA (1.6.69), 将 (1.6.68) FRA (1.6.73), 我 们 求 得 


, U 

ag — = Ogu", (1.6.74) 

ud 
ad = —u?. (1.6.75) 

C 

解 方程 (1.6.74) 和 (1.6.75) 得 到 
ag = o8 + SaPv"v? (1.6.76) 
q ~q y2 T ) .O. 
Q 

ag = 0G 十 30rv V . (1.6.77) 


很 容易 验证 ，(1.6.76) 和 (1.6.77) 满足 方程 (1.6.74) 和 (1.6.75). 将 (1.6.76) 代入 
(1.6.74), 得 到 
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本 章 玉 用 的 坐标 均 为 实 坐 标 


C=2, =Y, “=z, T =ct. (2.0.1) 


在 非 本 征 四 维 欧 几 里 得 空间 中 , 采用 直线 坐标 轴 ， 其 单位 天 量 为 en(eo, €1, €2, €3); 
度 规 张 量 为 


Juv 一 (ep À ev ) = uv, (2.0.2) 
式 中 
1 0 0 0 
0 -l 0 0 
n= | (2.0.3) 
0 0 0 一 | 
四 维 线 元 具有 形式 


ds? = c*dt? — dx? — dy? — dz” = (dz’)* — S (dzz)2 (2.0.4) 
p 


2.1 四 维 速度 天 量 
三 维 空间 中 质点 速度 的 分 量 


PpP -” 2.1.1 
7 = (2.1.1) 


不 构成 四 维和 天 量 的 空间 分 量 , 因为 dt 不 是 标量 . AE (2.1.1), 我 们 引入 四 维 天 量 


2.1 ”四维 速度 矢量 . 21 - 


可 以 得 到 
dt 1 
TENE (2.1.4) 
„dP l de 
u=- JAI di (2.1.5) 
将 (2.1.4) 和 (2.1.5) 式 写 为 空间 分 量 和 时 间 分 量 的 形式 
ur = To Re (2.1.6a) 
yo = 2.1.6b 
J-P “oe 
由 (2.1.6) 可 知 有 
1 一 2 (w/o) 
uu, = (u?) — wy =— p = 1. (2.1.7) 


FRATERNA. 设 一 质点 相对 于 惯性 系 S 的 速度 为 v. MAW 
四 维 速度 为 ut = 一 一 _ 其 空间 分 量 和 时 间 分 量 分 别 以 (2.1.6a) 和 (2.1.6b) 表示 . 当 
由 惯性 系 5 交换 到 惯性 系 S’ 时 , WERE wr 将 按 下 式 变换 : 


ut = att ‘= ak uf + ak ul. (2.1.8) 
逆 变 换 为 
ut = apu” = ap uT 十 atu’. (2.1.9) 


全 / p l 
2 = gr’ _____ + a? , (2.1.10a) 
y’? q y2 y2 
ca 一 一 cjl- -5 l- -5 
c? C C 
f q / 
L = al c 十 a? l : (2.1.10b) 
/2 q 2 0 2 
Uv Uv U 
c? C C 
p /q 1 
— = g?, — H a? , (2.1.11a) 
y2 q y’? y’2 
c4/1 — — C 一 — 一 — 
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i 9 1 
一 Qu - 十 any 。 (2.1.11b) 
y? y!2 y’? 
] 一 z2 c4/1 一 C2 ] 一 2 
(2.1.12) 
/ q / 
y'P a 2 十 ap 
C 
C g’ V 0’ 
Qo c 十 ao 
yd 
jp Ag — +49 
一 = 一 人 一 一 (2.1.14) 
C 0 ¥ 0 


前 一 节 我 们 得 到 了 广义 洛 伦 兹 变换 下 (a! 和 a”, 是 变换 系数 ), 质点 三 维 速度 
的 变换 式 


v = v (v, a”), (2.2.1) 
v = v(v', a; (2.2.2) 


在 特殊 情况 下 , 当 惯 性 系 S RS! 是 质点 的 本 征 系 So 时 , 系数 o% 和 av, 便 确 
ÆT SI So RS’ 向 5o 的 变换 . Bp 


由 (2.2.1) 和 (2.2.2) 可 以 确定 系数 a 和 at, 与 两 个 参考 系 相 对 速度 V 之 间 
的 关系 . 这 一 工作 在 前 一 节 中 已 经 做 过 了 . 我 们 得 到 


2.2) 广义 速度 合成 公式 


式 中 的 广义 洛 伦 北 变换 
| FAB (1.6.68)~ 
将 (2.2.1) 代入 (2.2.2), 得 到 eT 


q 
v’? 7 ary — — a” u’ 
C uP 
Saar 
7 C 
Ig 
sanr t" 
p ene +e 
C uP 
> aul — +u’ 
了 C 
式 中 
yr = 6h 4 4/1 — GB? 
D D z2 (1— y1 -— p06)v uP” 
= 5 4 (1—/1—- 8*)V"V? 
uU2 /IT — 62 


uP C 
”1 
C2 
d 
pP 
P pog Ea A 
C c | 二 V? VIA) I 


P 
Sip tu) yI- 
p (ret 
C 1+5 
C2 


(2.2.5) 
(2.2.6) 


(2.2.7) 


(2.2.8) 


(2.2.9) 
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(2.2.12) 


(2.2.13) 


在 更 特殊 的 情况 下 , 当 S RA S 系 的 坐标 轴 对 应 平行 , 且 相 对 速度 方 问 治 Ox 
PB, 上 式 便 退 化 为 通常 狭义 相对 论 中 的 速度 合成 公式 


Ur — ) U 一 
] 一 P y. ” ] 一 Po, 
C C 
y! = UY =F p”. (2.2.14) 
1+ Pi 
v +V v V1— 8? 
Ur = B i Uy = B 
l + 一 vy 1+ 一 Vx 
C C 
U/ = vin ew as (2.2.15) 
l+ 一 Vz 
C 
2.3 速度 天 量 的 大 小 和 方 回 
将 变换 系数 的 表示 式 (1.6.17) 和 (1.6.18) 代入 (2.1.12), 得 到 
-5> — +u? = (2.3.1) 


2.3 ”速度 天 量 的 大 小 和 方 问 


我 们 限于 讨论 无 转动 的 情况 . 这 时 上 式 可 写 为 


(2.3.2) 
由 此 可 得 
1 +) 
2 c2 1 — 8? 
aara 
j ( a; 7 (2.3.3) 
解 之 得 
( E y!2 
2 eh =z ) (= 6) 
(ety 。 T vy (2.3.4a) 
c? 
(1-5 
yl? = e? 1 一 z) 0-6) 
, (2.3.4b) 


以 9 表示 v Al Oz FAW 不 
slows. y oh Ye FA, 以 9' 表示 v 和 Oz! PARKA. 对 于 所 讨论 的 特 


tang’ = vy + ve 
vl 
; | (2.3.5) 
Y / 
sing’ = y 1%: , 
将 (2.3.5). ( “atta wana i 
3.5). (2.3.6) 和 关于 0 的 类 k 
a= 
似 表示 式 代 入 (2.3.4) 得 
y!2 2 
2 + V4 +2 V cos?’ 一 (Lane) 
uV 2 
€ + zz COS 2 aa 
v? + VŽ vv 
n + 2vV cos0 一 (z sind) 
一， (2.3.8) 
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适当 选择 坐标 轴 , 使 v' 在 rOy 平面 内 , 即 v= 0. 此 时 由 (2.2.15) 可 知 v, = 0, 
BD v 也 在 rOy 平面 内 . 
比较 (2.3.5)、(2.3.6) 和 变换 式 (2.2.14), 我 们 得 到 


ang — — WwV1- B _ vvi- sind (2.3.9) 
VW vi—V ucos0-Y i | 
/1 02 
v sinb = v, = = 
] — -v, 
C 
v' cos6’ = 一 > . (2.3.10) 
1 — —v, 
C 
由 (2.3.9) 得 到 
/1 一 [2Sj 
tan@’ = vee (2.3.11) 
cos § — 5 
由 (2.3.10) 得 到 
,/1 — 82 gj 
sin 0” = — oan (2.3.12a) 
(1 + 7 cos 6 — 8? sin20 
V 
cos = — iv (2.3.12b) 
Of V XV 1/2 E 
€ + Pe cos 9 — 8? im? 
由 (2.3.10) 直接 得 到 
2(1 — 9 2_ y2 
yr? = Cyl = BY) + ( 2 ) (2.3.13) 
(=e) 
C L 
Bp 
5 1/2 
f + — 2V cos — B? sin’ 
UV =U - Bo (2.3.14) 
1 一 T cos 0 
上 式 还 可 改写 为 
Be > 1/2 
(£ — COS o) — (1 — 8#) ina 
v =v (2.3.15) 
] 一 py cos ĝ 
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同样 , 可 以 将 v 用 w 和 0/ 表示 出 来 


V2 9 1/2 
1+ 7) + 一 cos — B? sin 76’ 
v= v———— py (2.3.16) 
1 + — cos 0’ 


C 


24 多 普 勒 效应 


充 一 平面 波 在 折射 系数 为 n 的 介质 中 传播 , 波 阵 面 与 zOy CHER. 波 相 对 
于 5 系 和 S' 系 的 相 速 度 分 别 为 v Mu. 两 个 惯性 系 之 间 的 相对 速度 为 w 其 方向 
HE Ox $. 

KERZ) t = t = 0, 两 参考 系 坐 标 轴 对 应 重合 ， 此 时 波 阵 面目 O ARER 
(图 1-2) 


y yf 
P 
A \ TT 
O O 
图 1-2 


在 9 系 中 计算 , 经 过 时 间 to 后 , 波 阵 面 传播 的 距离 为 


uto = xz cos 0 + ysin l, 


9 为 u Al c HRA, 或 写成 


to = zcos@ + ysin (2.4.1) 
u 
至 时 刻 t, 到 达观 察 者 P(z,y) 的 波 数 为 
v(t — to) = y € 一 Eost gaan) . (2.4.2) 
在 S 系 中 计算 , 在 对 应 时 间 间 陋 内 到 达 Pr, y) 的 波 数 为 
v (t — to) =v" (: 一 zest tynt) . (2.4.3) 
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在 对 应 时 间 间 隔 内 , 通过 观察 者 P 的 波 数 应 该 相等 , 即 这 一 波 数 不 可 能 依赖 于 
参考 系 的 选择 . 于 是 我 们 得 到 


y (1 7 eee) _y (y E nee | (2.4.4) 
将 狭义 洛 伦 北 变 换 式 代入 上 式 , 得 到 
, Vv Vv cosé > 4 
ny er uA (2-4.5) 
7 v cos? _ Bv = vcosé (2.4.6) 
u’ e1- 8 ur/1 — 82 E 
y’ sine _ sine (2.4.7) 
由 上 二 式 可 得 
(2.4.8) 
(2.4.9) 
(2.4.10) 
(2.4.11) 
这 些 关 系 式 表征 相对 论 多 普 勒 效应 和 交行 差 现象 . 
有 趣 的 是 , MRK 
oss, (2.4.12) 


则 式 (2.4.8) 和 (2.4.11) 分 别 与 质点 速度 合成 的 式 (2.3.11) 和 (2.3.15) 相合 , 即 平 面 
波 相 速度 u 的 变换 可 以 从 粒子 随 动 波 所 具有 的 速度 v = c/w 的 变换 式 得 到 . 这 一 
性 质 使 我 们 可 以 用 相对 论 形式 表征 波 和 粒子 之 间 的 关系 : 每 一 个 具有 恒定 速度 v 
的 粒子 都 伴随 有 一 个 相 速 度 等 于 u = 2/0 的 平面 波 . 这 样 , 该 平面 波 的 波长 为 

u ch h 


入 二 一 


V ve mec 
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这 里 , 与 德 布 多 意 关 系 相对 应 , 我 们 议和 粒子 的 能 量 为 e = hv = me. 
在 特殊 情况 下 , 当 v = c WY, 由 (2.4.12) 得 到 波 的 相 速 度 


与 伴随 粒子 的 速度 相同 . 
在 (2.4.5) 和 (2.4.8) 中 代入 u = c, 便 得 到 常见 的 相对 论 多 普 勒 效应 表示 式 
, v(l1— Bcos8@) 
V = A , (2.4.14) 
, V1—pb*sing 
tan?’ = osp a (2.4.15) 
, Cos0—p _ ag. Y1l— 6 sine 
cos? = 1 — Beos sin?’ = ~1—Bcosd ` (2.4.16) 
ftp UA v' = wo 表示 原子 的 本 征 频 率 , 因此 有 
y = 全 、 1 一 刻 (2.4.17) 


= 1-—£Bcosé- 
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3.1 动量、 能量 和 回 有 质量 
在 牛顿 力学 中 , 质点 的 动量 表示 为 
DN = MoV, (3.1.1) 


式 中 mo BRN RA 一 一 惯性 质量 
在 狭义 相对 论 中 , Dy 和 v 类 似 , 都 不 能 构成 四 维和 天 量 的 空间 分 量 . 因此 , 应 该 
用 一 个 四 维 天 量 代 蔡 (3.1.1), 作为 四 维 动量 . 取 实 坐标 , 有 正 交 条 件 


Juv 一 (e, i ep) = Tvs (3.1.2) 
及 线 元 表示 式 
ds? = (dz’)* + N (dz?)?. (3.1.3) 
由 四 维 速度 天 量 y 
ur = = (3.1.4) 
可 定义 四 维 动量 天 量 
PË = mocu”, uu, =1, (3.1.5) 
式 中 | 
p — ut 0 一 一 v 
u AE u TO B -~ (3.1.6) 


mo ERAN AA RA, 称 为 固有 质量 . 
由 (3.1.5) 和 (3.1.6) 可 得 


q 
py = 0 _ -- mvi, (3.1.5a) 
\/1 — 8? 
P? = mocu’ = or — me. (3.1.5b) 
\/1 — 8? 
式 中 令 
m = —— (3.1.7) 


3.2 ” 质 后 动力 学 基本 定律 . 31 . 


当 质 点 速度 很 小 时 ,6 一 0,m 一 mo, MA (3.1.5a) 中 的 PI 一 PR (J, 3.1.1). 
由 (3.1.5) 可 见 , PY WEA 


P,P = (PY ~ (PI? = Ma — E) 
= moc’. (3.1.8) 
? = $ (p? = DP)’, (3-1.9) 
(P°)? = p? + mec’. (3.1.10) 
一 ~ Po = me. (3.1.11) 
HU 

-ZE -me 1.12 
W = VEZ = mc’, (3.1.12) 

则 式 (3.1.10) 可 改写 为 
W? = °p + mic’. (3.1.13) 


下 面 我 们 将 看 到 , BW 和 质点 的 动能 TT 只 差 一 个 常数 Wo = me, 此 常数 是 
质点 在 本 征 系 中 (6 = 0) 的 能 量 (静止 能 量 ). 


3.2 ”质点 动力 学 基本 定律 


牛顿 质 反动 力学 的 基本 定律 为 
dP y = dv 
Ín =- = mo (3.2.1) 
由 此 得 ah 
J; (3mo?) = fy: v, (3.2.2) 
与 此 相应 的 能 量 守 和 恒定 律 为 


l 2 
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显然 , A (3.2.1) 不 是 洛 伦 效 协 变 的 .jw 不 是 四 维 矢 量 的 空间 分 量 , dt 也 不 是 
标量 . 为 了 得 到 党 伦 北 协 变 的 质点 动 力学 基本 定律 , 我 们 用 四 维 速度 天 量 wr AE 


v, 用 本 征 时 间 元 间隔 dr (ar = z) NAF dt. 这 时 式 (3.2.1) 代 之 以 


AA HR dP” du” du” 
Fr = z = moc—— = mocu —— (3.2.4) 
FH 称 为 四 维 力 . 
在 引力 理论 中 , 常 将 对 坐标 的 导数 简写 为 
OA 
B77 = 4p (3.2.5) 
这 样 , (3.2.4) 可 简写 为 
Fr = moc uPut,. (3.2.6) 
m qd 
由 (3.1.5) 可 得 qe P up) = 0, 于 是 有 
F¥y,, = Fur = 0. (3.2.7) 
还 可 以 将 Fr 号 成 空间 分 量 和 时 间 分 量 的 形式 
FP =m ca =m dd ut 
dr "drdt V1 — 82 
= mo d uP 
== Rd Toe (3.2.8) 
F°’ =m cd =m cE : 
dr ° drdt,/1- 8? 
_ moe d 1 (3.2.9) 
J- Ftp f 
下 面 我 们 导出 与 (3.2.2) 对 应 的 式 子 . 
以 了 表示 空间 天 量 (请 , 广 f’) 
f = mE (3.2.10) 
or Jt Be Le 


可 以 看 出 , 这 样 定义 的 空间 天 量 f 在 6.0 时 退化 为 牛顿 力 fy. 由 (3.2.10), (3.1.9) 


和 (3.1.5a) 可 得 
_ oP 


= 一 . 2.11 
dt (3.2.11) 


f 
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(3.2.12) 
(3.2.13) 
(3.2.14) 
(3.2.15) 
此 式 便 与 (3.2.2) 对 应 . 它 的 含义 将 在 下 一 节 中 讨论 . 
由 (3.1.5a) 和 p= (P', P*, P*) 可 得 
p = mv, (3.2.16) 
die dp dm dv 
(3.2.15) 可 改写 为 
am -二 (3.2.18) 
dt c? 
代入 (3.2.17) 得 
mo =f- (E7) v. (3.2.19) 


上 式 表 明 , 作用 在 质点 上 的 力 的 方向 , 在 一 般 情况 下 与 加 速度 方向 不 一 致 . 仅 
当 力 与 速度 方向 平行 或 垂直 时 它们 才 同 向 . 例如 , 带电 粒子 在 恒 磁 场 中 运动 ,f = 
Ly x H), 这 时 牛顿 运动 定律 具有 形式 


C 


现在 我 们 接着 讨论 (3.2.15). 与 (3.2.2) 的 情况 类 似 , 我 们 可 以 由 (3.2.15) 得 出 
质点 动能 的 定义 : 
+ const. (3.3.1) 
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在 6 之 1 的 情况 下 , 上 式 退 化 为 


1 
T = moc? + 5 mov" + const. (3.3.2) 


& const = —moc’, 则 (3.3.2) 恰 为 牛顿 力学 中 质 扣 的 动能 . 于 是 (3.3.1) A 


T = Jl — 0 — MoC , (3.3.3) 

或 者 与 成 
T = (m—mo)c* = W — Wo, (3.3.4) 
Wo = mye, W = me’. (3.3.5) 


Wo = moc? 与 质 扩 的 静止 质量 相对 应 , 表示 质 反 的 本 征 能 量 ( 静 能 ), W = mc? 是 
质点 的 总 能 量 . y 
注意 到 mo = a 可 将 质点 动量 PY 的 表示 式 改 写 为 


q_ 9 Mov Wo Vo v? 
= J- e J-P (3.3.65) 


如 果 一 目 由 粒子 (v = const) 辐射 能 量 so = hy, 则 和 它 的 质量 变 为 m. EAE 
AP, 由 能 量 守 恒定 律 有 


Wo = £o + Wọ, (3.3.7) 
由 此 得 
(3.3.8) 
这 里 已 应 用 (3.1.13) 和 p = 0( 本 征 系 ). 本 征 质量 的 变化 为 
(3.3.9) 


3.4 时 钟 件 请 的 狭义 相对 论处 理 


时 钟 伴 座 是 自爱 因 斯 坦 创立 狭义 相对 论 以 来 一 直 为 人 们 关心 和 竞相 讨论 的 问 
题 . 这 一 问题 的 内 容 表述 如 下 : 

两 个 标准 钟 在 地 球 上 调整 同步 , 其 中 一 个 标准 钟 Ci 留 在 地 球 上 ; 5 ti = te =0 
时 , 另 一 个 标准 钟 C 由 一 艘 飞船 运载 飞 往 一 恒星 . 飞船 以 恒定 速率 v 沿 一 直线 抵 
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AEE, 然后 以 相同 的 速率 v 沿 同一 直线 返回 地 球 . 对 于 这 一 住 返 过 程 , C1 指示 的 
时 间隔 为 Arn, Co 指示 的 时 间 间 隔 为 Azo. 地 球 上 的 观察 者 (5S 系 ) WA 


An = Ar y1- 8, B=v/c. (3.4.1) 

这 一 结果 正 是 洛 伦 效 延缓 式 . 根据 相对 性 原理 , HF RAG LSS’ R), PEC, 
同样 有 党 伦 效 延 组 

AT 一 AT» V ] 一 82., (3.4.2) 


这 就 是 说 , 根据 相对 性 原理 , (3.4.1) 和 (3.4.2) 应 该 同时 成 立 . 但 是 两 个 钟 相遇 , 只 
能 有 一 个 结果 , 上 二 式 不 可 能 同时 成 立 . 这 便 是 着 名 的 时 钟 件 座 . 

几 十 年 来 , 许多 学 者 , 用 不 同方 法 讨论 过 时 钟 伴 廖 . 其 中 有 和 狭义 相对 论 的 方法 ， 
也 有 广义 相对 论 的 方法 . 本 节 将 用 两 种 狭义 相对 论 方法 进行 讨论 . 

方法 一 ”如 图 1-3 Bra, 标准 钟 C 和 C1 在 地 球 上 调整 同步 , 4t=t =0 H}, 
Ci 由 一 飞船 运载 飞 往 恒 星 , 飞行 速率 为 v. 当 C 到 达 恒 星 时 , 恰好 与 速率 相同 、 反 
回 飞 来 的 另 一 飞船 相遇 , 并 在 相遇 时 , 将 这 一 飞船 上 的 钟 Cs 调整 与 Ci 同步 ( 设 此 
时 t1 =te= 71). 此 后 , Co 由 飞船 运载 到 达 地 球 , 并 与 C 比较 快慢 . 


A cn, 0) v=—-(H)C, 
(ODayo) Aa, ») ©) 
Or 
恒星 地 球 
图 1-3 


Z =YV, t=T.. (3.4.3) 


设 Co 在 任 一 时 刻 的 坐标 为 (to, £2). AA Co 和 C RRWS A, 即 当 xz = 0,t = 
0 时 ro 和 te 不 一 定 为 零 , 因此 S 和 S 之 间 的 坐标 变换 可 与 为 


+A=T(t+ Se), 
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AP) 和 jy 是 两 个 待定 常数 . 将 C! 和 Co 相遇 时 调整 同步 的 条 件 (3.4.3)( 当 
zı = 272 = 0 Rf, th = t2 = 71) 代入 (3.4.4), CWA Ap 


A=2ywn, u= w ne. (3.4.5) 
将 (3.4.5) REI (3.4.4), 得 到 So 和 5 之 间 的 坐标 变换 
tq + 2y ur = y(x + vt), (3.4.6) 


to + 2y v 71 / Cc? = y (1 + 2a) . 


Bh Co 到 达 地 球 , 和 C 相遇 的 条 件 是 zz = z = 0. 将 此 条 件 代 入 (3.4.6), 得 到 


to = tr/1 — 82. (3.4.7) 


较 C 慢 了 一 个 因子 V1 — B?. AA Co #5 C1 调整 同步 , 因此 Sı AS. 的 观察 者 
都 承认 C2 完全 可 以 代替 CLES C 比较 快慢 ; 而 C1 AC 叉 是 校准 了 零 乓 的. 于 
是 SAS 中 的 观察 者 得 到 同一 结论 : 离开 地 球 (惯性 系 S) 作 军 航 的 时 钟 较 留 在 
地 球 上 的 时 钟 慢 一 个 因子 V1 一 82. 伴 廖 不 复 存 在 . 这 一 解决 方法 是 1961 年 司 带 
文 还 (Stevenson) 给 出 的 . | 

方法 二 如 图 1-4 所 示 , 设 钟 C’ 由 地 球 到 达 和 恒星 这 一 过 程 , C” 记录 的 时 间 间 
Bay t, 地 球 上 的 钟 Ci 记录 的 时 间 间 隔 为 t1. 则 在 固 连 于 地 球 的 5 系 中 观测 的 结 
果 如 图 1-4(a) 所 示 , Ci 和 Co AW; t = tiy- 8 =te/1- 82. MFC’ 返回 地 
球 的 运动 过 程 , 有 同样 的 关系 式 . 因此 s RAIAR 


At’ = Atv/1 — P?, (3.4.8) 
式 中 At! = W, At = 2t, = 2to. 
5 系 观 测 Cr 9 系 观 测 C 
OQ O- Y 
Or, O, | -Oa -Og 
HEER 恒星 
(a) (b) 
图 1-4 


在 固 连 于 飞船 的 S 系 中 观测 的 结果 (转向 前 ) 如 图 1-4(b) Pra: S RAH 5 
系 的 两 钟 C: 和 Cs 是 不 同步 的 . 按 洛 伦 效 变换 容易 算得 


p 


tə — ti = y- zl» "= vt’. (3.4.9) 
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钟 C AC’ ARIS AWN (t =0 Wt = 0), PRC. ALC’ MARS A. 因此 ， 
E C’ 和 Cy 相遇 时 , 虽然 S RA S 系 的 观察 者 都 发 现 C。 AC’ R, 但 S AME 
者 不 可 能 承认 S 系 的 钟 较 S 系 的 钟 慢 了 , 他 要 将 O 与 C1 比较 . 实际 上 , 当 C 与 
C2 相遇 时 , S RWE Ci 的 读数 为 


h =t -yË 
c 


= yt Byt e STT. (3.4.10) 


I’ 


正 符 合 相 对 性 原理 
转向 后 , sh (3.4.9) 中 的 v 换 为 (o). S$ RWA, OC’ 指 同 一 时 刻 , 钟 C1 却 


突然 跳 过 了 HEV. 于 是 对 于 整个 往返 过 程 , 5' 系 测 得 


C 


或 者 
At! = Aty/1 — B?, (3.4.11) 


此 式 与 S 系 测 得 的 结果 (3.4.8) 完全 相同 , HRT AB. 这 一 方法 是 1992 年 Peirin 
给 出 的 . 

狭义 相对 论 的 诺 种 方案 终 因 无 法 计算 加 速 和 减速 时 间 而 存在 缺陷 . 在 第 十 篇 
5.6 WP, 我 们 给 出 一 个 广义 相对 论 的 严格 解决 方案 . 
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引入 四 维 电流 密度 天 量 


上 述 四 个 方程 可 写 为 


. 39 . 


(4.1.4b) 


(4.1.5) 
Bp 
Hı = fz = f”, Hz = fz = f*, H; = f2 = f”, 
Di = fio = -f "9, D2 = foo =- f”, Da = fzo = — f” 
Bp = Epr F", Ep = Foo = — F”, (4.1.6) 
Bp 
Bı = Fz = F”, B= Fz; = F”, B= F= F”, 
FE, = Fio = 一 下， E,=Fo=-F”, Es= Fz =—F”, 
(4.1.7) 
方程 (4.1.1b’) 和 (4.1.2b’) 可 合 写 为 
Fv o + Pont Fouy = 0. (4.1.8) 
同时 , 由 (4.1.7) 直接 得 到 连续 性 方程 
JH =0. (4.1.9) 


fu] = (4.1.5) 
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(4.1.6a) 
> 
Ay 一 {A, —}, (4 2 1) 
可 将 前 二 式 写 为 
Ep = Ao,p — Apo; (4.2.2a) 
Bp = Ar,g — Agr (4.2.2b) 
式 中 p q,r 按 1,2,3 次 序 循环 . 注意 到 (4.1.6), 上 二 式 可 统一 为 
Puy = App — Au. (4.2.2c) 


因此 , 电磁 场 的 势 构成 一 个 四 维 矢量 A. 但 是 很 明显 , 矢量 A, 的 确定 只 准确 
到 一 个 标量 的 樟 度 . 即 当 以 


A, =A- Yu (Vy 为 一 标量 ) (4.2.3) 


RAE A, 时 , (4.2.2c) 中 的 Fu DE. 变换 (4.2.3) 叫做 规范 变换 . 因此 通常 说 , 电磁 
场 的 势 的 确定 只 准确 到 规范 变换 . 


4.3 能量- 动量 张 量 


考虑 二 阶 张 量 
E` = -F F + 49: Foo F”, (4.3.1) 
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或 
Buv.= —FupF? + gu Epo F”, (4.3.1a) 
式 中 
Quv = uv» (4.3.2) 
它 的 分 量 可 以 写 为 第 阵 形式 
hii Ey Fs —4nS; 
E E E —4rS 
Eur] _ 21 22 23 2 (4.3.1b) 
£31 E39 E33 —4n S3 
一 4T91 —4nSo —4nS3 4nw 
式 中 
ji 
Epa = —(EpEq + HpHq) + 5 pg (E* + H°), (4.3.3) 
1 
Sp = E X H)p, (4.3.4) 
1 
= —(E* + H? 4.3.5 


E 和 五 均 为 微观 场 强 . 这 就 是 说 , Ep 表示 动量 密度 , Eo 表示 能 量 密度 . 
取 (4.3.1) 的 散 度 , 得 到 


l Oo 
bE, A up, Fr 本 FypFY + z Foo F" ) ps (4.3.6) 
RA eK 
入 1 Ap JP 
bi 一 5 Fup, + Py yp) F + Fup 
1 
+ g Foot”) ,u- (4.3.7) 
但 是 由 第 二 对 Maxwell 方程 可 得 
l 1 > 
Epa = 2 pau E? + Fpp? + z Erot” ) u (4.3.8) 


由 于 


1 l O 了 
5 Fah 一 57 n” Foa,pFor 


l o T 
= ru n” (FoxFor),p 


1 
一 —4(ForF*),u: 
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故 (4.3.8) 可 改写 为 
Es y = Fup)?. (4.3.9) 
党 伦 效力 的 公式 为 ) 
f+ = I” Jo 
相应 的 四 维 天 量 
Anfu = Fop J’ (4.3.10) 


的 三 个 空间 分 量 即 对 应 于 党 伦 效力 . FRA 


Ey = —Anf,,,. (4.3.11) 
此 时 (4.3.11) 的 第 四 式 为 
EP Eoo = Afa, (4.3.12) 
Bp 9 
1 
~—-+V-8=-p (ZB). (4.3.13) 


这 正 是 坡 印 亭 定理 . 因此, (4.3.11) 既 作 为 洛 伦 兹 力 的 定义 , 也 作为 电磁 能 量 守 恒 的 
条 件 . 


4.4 ”任意 曲线 坐标 系 中 的 表示 式 


1. Maxwell 方程 


在 欧 几 里 得 空间 中 , 我 们 取 一 任意 的 曲线 坐标 系 . 对 于 正 交 系 成 并 的 Maxwell 
方程 , 当 过 渡 到 任意 坐标 系 时 将 不 是 协 变 的 . 为 了 使 方程 协 变 , 应 该 将 普通 导数 改 
为 协 变 导数 . 此 时 Maxwell 方程 成 为 


fue = JJ， (4.4.1) 
Fpv;p + Pupp + Fppsv = 9, (4.4.2) 

以 及 
Fy = Avy — Apv- (4.4.3) 


此 外 , 协 变 张 量 fey 和 Je 用 对 应 的 张 量 密度 表示 有 时 是 方便 的 . 即 


多 一 一 Vgjf (g = det gu), (4.4.4) 
J} = y -gJ". (4.4.5) 
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这 时 方程 (4.4.1) 可 写 为 
FH = ge. (4.4.6) 


读者 可 自己 证 明 (4.4.1)~(4.4.3) 和 (4.4.6) 的 正确 性 . 
有 时 引入 对 偶 张 量 FY 和 Fu 是 方便 的 . Fw AP, 的 定义 是 


~ 1 
pe — pvpo 万 z, 

2J-9 1? 
F,, = —¥ m Euvpo F”, (4.4.7) 


Free — 0. (4.4.8) 


fue = JE 或 (VI) p= F: (4.4.9) 
Fee—0 或 (V-gF*?),p=0. (4.4.10) 
由 此 得 到 连续 性 方程 : 
J’ =0. (4.4.11) 
如 果 ey = 1, WA 
Fi =g Fv, = AX, — AY,. (4.4.12) 
由 于 fu = €F uv = “Fw 和 fH = J", pf = J, 因此 , 对 于 欧 氏 空间 有 
uJ, = (Ai”)., —OA,, (4.4.13) 
式 中 
O= VV, = 9° VpVo, VpA = Ah, 
注意 党 伦 效 条 件 
4i = 0, (4.4.14) 
(4.4.13) TBA 


DA, = 一 /JJ (4.4.15) 
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2. 荷 电 质点 的 轨迹 


由 相对 论 力 学 可 知 , 式 


Fe = moc uPul, (4.4.16) 


确定 质点 的 轨迹 . 式 中 ur = = 是 质点 在 任意 坐标 系 中 的 四 维 速度 . 方程 (4.4.16) 
也 可 写 为 


d?r” dx” dx? 
H = 2 P — 一 -一 4. 
Fr = moc ( 723 + IG, J de (4.4.17) 
对 于 荷 电 粒子 , FY 归结 为 洛 伦 效 力 
pu pony 
An p? 
它 也 可 以 由 Maxwell 张 量 
y y 1 d (7 
b, = —Fupf a+ gônt pof" 
得 到 . 这 里 , 和 (4.3.11) 一 样 , 设 
bE., = —4dnxfy. (4.4.18) 
(4.4.19) 
Jo = ÅTPpoup. 
(4.4.19) 可 改写 为 
Liur + rE uT’) = a 下 Up， (4.4.20) 
或 者 、 
d 
—— (ui, + P5,u") = ae Pup: (4.4.21) 
即 
入 _ PO 
U UL = oe FP y,. (4.4.22) 


4.5 存在 磁 单 极 的 情况 


在 Maxwell JAH, V. B=0 M V.D = 4np。 是 不 对 称 的 , 其 理由 是 至 目前 
为 止 始 终 没 有 发 现 磁 单 极 的 存在 . 
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早 在 1931 年 , Dirac 由 荷 电 质点 波 函 数 的 奇异 性 , Pee ea g 和 电子 电 


fay e 之 间 的 关系 式 


1 1 
J hic N 13r (4.5.1) 


e 2a 2e2 2 


式 中 a = © 为 索 末 菲 精细 结构 常数 Dirac 这 一 理论 是 根据 量子 力学 得 出 的 ,这 里 
不 做 介绍 . 下 面 讨论 假定 磁 单 极 存在 时 , Maxwell 方程 和 洛 伦 效力 应 具有 的 形式 

我 们 讨论 微观 电磁 场 方程 .此 时 fur = Ku. 场 方程 和 洛 伦 兹 力 表示 为 (EX 
系 中 ) 


FY = Je, (4.5.2) 

Fur 一 0) (4.5.3) 

fr = LPJ, (4.5.4) 

(4.5.5) 

(4.5.6) 

FH 一 pu, (4.5.7) 
1 ~ 


方程 (4.5.2),(4.5.7) 和 (4.5.4), (4.5.8) 构成 了 有 磁 单 极 时 的 Maxwell 方程 和 洛 伦 效 
DAK. 
这 里 必须 指出 , Fr* 与 AY 之 间 的 关系 式 要 加 以 修正 . 因为 按 原 来 的 假设 


F" 一 4 一 4 (4.5.9) 


ES Sy Ft Bl 


于 是 仍然 得 到 
Fey 一 0， 


除非 AY 有 奇异 性 . 这 就 是 说 , 按 (4.5.9) 给 出 的 定义 , 是 不 可 能 引入 磁 流 kr 的 . 
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为 了 引入 k#, Dirac(1948) 将 (4.5.9) 式 修 正 为 
F" = 4 一 4 十 于 GMA (4.5.10) 


式 中 Gey 为 一 张 量 , S 对 所 有 磁 单 极 取 和 , 除了 磁 单 极 所 在 的 世界 线 上 以 外 Go 
恒 等 于 零 . 下 面 给 出 G 满足 的 方程 . 点 电荷 和 点 磁 荷 产生 的 J, A k, 可 表示 为 


Ia) = Ye | a [Ts — Z;)ds, (4.5.11) 
2 7 二 0 
dz, © 
k(x) = x | E T] êle; — 2;)ds, (4.5.12) 
i j=0 


式 中 zj, 为 电荷 或 磁 荷 世界 线 上 点 的 坐标 , 积分 沿 世 界线 ; 5(z; 一 2j) A Dirac 6 K 
数 ， 


pi Ô(T} — Tj) = d(x 一 20o)0(Z1 一 元 1 )0(Z2 一 T2)d(x3 一 元 3 )， 
一 0 


ds* = d(x, — Z,)d(2" — 7”). 


电荷 和 磁 集 的 运动 方程 式 为 
d? z” dz 
= BY (元 d 
Me 3 eFhY (Zz) 7 
d*z+ ~ dz 
一 BY (a d 
mg 5 gF” (T) EP (4.5.13) 


F*”” (x) = | prea — g')d*z’, (4.5.14) 


式 中 > 函数 暂 未 确定 . 将 (4.5.11) 和 (4.5.12) 代入 (4.5.2), (4.5.7) 以 及 (4.5.12), 
(4.5.13), 我 们 得 到 


(4.5.15) 


(4.5.16) 


(4.5.17) 


.47 . 


(4.5.18) 


(4.5.19) 
Maxwell 方程 的 规范 不 变性 可 推广 至 量子 力学 中 荷 电 点 质量 的 波 方 程 
考虑 一 目 由 质点 , Dirac 波 方 程 为 
ye —imce¥W=0, p= 1,2, 3,4, (4.6.1) 
102 ,, 


这 里 采用 虚 坐 标 : zw = {x,y,z ict}, yt 为 4x4 ER. 如 果 存 在 一 电磁 场 ， 天 势 为 
At = { Az, Ay, Az, id}, 则 电子 的 波 方 程 为 


h o e 
H eS Á e èë ë H _ ] — è 
y € Aah -4 ) YW — imc% =0 (4.6.2) 
对 势 A, 作 规 范 变 换 
A, 一 A, + Xk; 
1 Ox 
a -L 4. 
$= 9--S (4.6.3) 
p = Wexp ( -£ (4.6.4) 
= # Rp hc” 
h ð e; , ie h ð e 
™ (Fam 4h) r ee (x) t Goer Ee) 69 
h o e 
pA — — am / fy ' — 4. .0 
y € Aan =A, YW =imcW =), (4.6.6) 


Dw 与 o 满足 同一 波 方程 . 相 =-x(2) 是 取决 于 电磁 场 的 一 个 z+ 的 函数 , 5A 


yp 无 关 . 由 一 点 ot, 变 至 另 一 点 ott, 时 , 相 的 变化 与 路 径 无 关 . 这 种 情况 下 的 相称 
为 可 积分 的 相位 . 对 于 我 们 的 讨论 , 这 种 相 没什么 用 途 
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我 们 考虑 方程 (4.6.2). 设 


V = Y'exp E | Aude" (4.6.7) 
代入 (4.6.2), 得 到 
exp (= | Ando") (aus 2 — ime) y’ = 0. (4.6.8) 
这 正 是 自由 质点 的 波 方程 . 因此 , 引入 电磁 场 A, FATE H RP 
入 一 个 相 因子 | 
exp (= | Aude" ) . (4.6.9) 


这 里 的 相位 与 (4.6.4) 不 同 , 量 | Ado" 不 是 点 zz 的 函数 , 而 与 积分 路 径 有 关 . 即 


A, da £ 0. 
应 用 四 维 Stokes 定理 , 得 到 


A, da! = Iv x A-ds £0, (4.6.10) 


式 中 V x A 表示 四 维 旋 度 . 上 式 表明 A, 不 普遍 满足 Vx A = 0. 相位 (4.6.9) 称 
为 不 可 积分 的 相位 . 

在 经 典 电动 力学 中 , 电磁 现象 由 电场 E, 磁场 H 或 电磁 场 张 量 Fee 表述 , 它们 
满足 Maxwell 方程 . 在 量子 力学 中 , 波动 方程 含有 的 量 是 势 4A,,(A,9) WA E,H 
A Fee. 在 相位 的 表示 式 中 出 现 的 也 是 A. 可 见 规范 变换 是 极其 重要 的 . 

Dirac 考虑 到 电磁 场 的 奇异 性 与 荷 电 质 点 波 函 数 相位 的 关系 , 提出 了 和 磁 单 极 存 
在 的 假设 . 

在 一 般 情况 下 , 波 函 数 ( = Vel) 的 相位 6 精确 到 一 个 任意 肖 数 : 当 电 磁 
场 存在 时 , 6 不 是 坐标 zw 的 函数 , 而 取决 于 电磁 场 A 它 与 质点 的 态 无 关 . 因此 ， 
当 波 函数 绕 一 闭合 路 径 一 周 时 , 位 相 的 增 量 A6 对 任何 波 函 数 都 相同 . 例如 , 积分 


| y* ydT 的 位 相 (Bm + Bn) 绕 一 闭合 路 径 的 增 量 等 于 零 . 故此 积分 有 一 定 值 


上 边 所 讨论 的 位 相 增 量 AG 似乎 只 能 精确 到 On 的 整数 倍 , 无 法 确定 . 但 是 这 
一 不 确定 性 可 以 由 连续 性 的 考虑 消除 . 设 有 任意 两 个 波 函 数 , 当 绕 一 闭合 路 径 一 周 
时 , 它们 位 相 的 增 量 A6 之 间 相 差 一 个 On 的 倍数 . 现在 使 闭合 路 径 (如 闭 圈 ) 连续 
缩小 . 由 于 波 函 数 的 连续 性 , 闭 圈 越 小 则 Ap 也 越 小 , 终 不 能 有 On ZH. 


4.6 Dirac 的 磁 单 极 理论 . 49 . 


假设 波 函 数 v 有 一 波 节 线 (LE Ww =0). 4 y =O 时 相位 无 意义 . 因此 , 当 波 
PRY 30 250 — Us R58 4T — FN, 不 再 能 依据 波 函 数 的 连续 性 了 , 可 以 说 Ab 必须 很 小 . 
我 们 只 能 说 AB 接近 于 2nr, n 为 正 (或 负 ) 整数 . n 的 数值 是 波 节 线 的 特征 ; 其 正 
SiS RF SET I) (相对 于 波 节 线 的 方 同 ). Dirac 假设 , 波 函 数 沿 一 环绕 波 节 线 
的 一 个 小 闭 轿 绕 行 一 周 所 产生 的 相位 增 量 AG 与 最 相近 的 2nn LE (Ab 一 2n7n) 等 
于 任 一 个 没有 波 节 线 的 波 函 数 绕 此 闭 圈 一 周 产 生 的 相位 差 . 

在 磁场 中 , 绕 一 个 小 闭 图 (无 波 节 线 穿 过 ) 产生 的 相位 差 可 与 为 


E n—_ £E 
Aud AE dS. 


按 上 述 假设 有 
AB — 2nx = = | Has. (4.6.11) 


如 闭 圈 子 绕 过 了 多 个 波 节 线 , 则 
AB -2 nx = $ || z-as. 


式 中 积分 域 s 是 以 团 图 为 边 的 任 一 面 . 如 果 将 图 缩小 , 使 s 成 为 一 闭 面 , 则 A6 — o, 
ERA 


€ 
2r Son = 元 |= .dS. (4.6.12) 


由 于 上 式 右 端 与 波 节 线 无 关 , 所 以 YOn 与 波 函数 无 关 . WR Yn 4 0, 则 闭 面 s 
内 一 定 有 波 节 线 的 端点 ; 车 s 内 没有 端点 , 则 每 一 波 节 线 必须 穿 过 s 偶数 次 . 所 以 
SOn 等 于 s 内 有 端点 的 波 节 线 的 n ZA. 这 些 端 点 对 所 有 的 波 函 数 都 相同 ,说明 
它们 是 场 的 特征 (奇异 性 ) 而 与 波 函数 无 关 

设 s 内 有 一 磁 单 极 , 强度 为 g( 磁 荷 ), 与 电荷 同 单位 , WA 


| # ‘dS = 4ng. (4.6.13) 


代入 (4.6.12), 得 到 


Ae 
—n = 2g, n=+1,+2,:-:-. 


n= 1 时 磁 单 极 具 有 最 小 磁 傈 , 此 时 有 
g fc l 137 


e 2e 2a 2 


| 
| 
2 


(4.6.14) 


Bre =) 广义 相对 论 基 础 


1916 年 以 前 , 即 在 经 典 物理 学 和 狭义 相对 论 中 , 人 们 虽然 早已 知道 欧 几 里 得 几 
何 和 黎 曼 几何 都 是 合理 的 , 但 一 直 认 为 只 有 欧 几 里 得 几何 才 是 真实 的 , 真实 的 空间 
是 平 直 的 . 1916 F, 爱 因 斯 坦 历 史 性 地 突破 了 经 典 引 力 理 论 的 框 染 , 以 全 新 的 观 所 
创立 了 新 的 引力 理论 三 义 相对 论 . 它 准 确 地 告诉 人 们 , 当 没 有 引力 场 存 在 时 ， 
空间 是 平 下 的 , 欧 几 里 得 几何 是 真实 的 ; 当 有 引力 场 存 在 时 , THES HH, 歼 曼 几 
何 是 真实 的 . 
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1.1 万 有 引力 定律 
两 个 质量 分 别 为 M 和 M' 的 质量 相距 > 时 , 其 间 存 在 一 引力 


MM’ 


p2 


AFAA M 和 M 是 两 质 后 的 引力 质量 ; K 为 普 适 常数 , 它 的 数值 取决 于 单位 制 
的 选择 . 

牛顿 的 万 有 引力 定律 的 建立 , 使 人 们 能 够 严格 地 导出 行星 轨道 的 所 有 参数 , 能 
够 轻而易举 地 推 得 开 普 勒 三 定律 . 从 而 , 人 们 第 一 次 揭 开 了 天 体 运 行 之 谜 . 1846 F, 
勒 威 耶 和 亚当 斯 根据 天 王 星 轨 道 的 摄 动 , 应 用 牛顿 的 万 有 引力 定律 , 成 功 地 预言 了 
当时 尚未 发 现 的 两 先行 星 (海王 星 和 竖 王 星 , RES PRE) 的 存在 , 后 来 果然 被 
天 文 观察 所 证 实 . 从 此 , 牛顿 的 平 直 时 空 引力 理论 得 到 举世 公认 , 牛顿 的 名 字 誉 满 
ERR. 此 外 , 牛顿 引力 定律 还 成 功 地 解释 了 潮汐 现 象 、 地 球 的 形状 等 地 球 物理 现象 . 
牛顿 引力 理论 是 第 一 个 成 功 的 引力 理论 . 但 是 这 一 理论 也 有 不 可 克服 的 困难 . 

Bc, 由 式 (1.1.1) 所 确定 的 力 是 超 距 作 用 力 . 根据 近代 的 和 经 典 的 概念 , 这 都 
是 不 可 理解 的 . 其 至 牛顿 本 人 也 认为 是 无 法 接受 的 . 
更 重要 的 是 , 牛顿 引力 理论 与 实验 事实 不 相符 : 牛顿 引力 定律 (1.1.1) 无 法 解 
释 天 文 观 汕 发 现 的 水 星 近日 点 的 进 动 这 一 现象 . 

人 们 曾经 试图 对 (1.1.1) 进行 修正 . 霍 尔 (Hall) 提出 


MM' 
rN 


按照 水 星 的 实验 观测 资料 , 欲 使 (1.1.2) 与 观测 结果 相符 合 , 应 有 N = 2.00000016. 


可 是 如 果 N 取 这 一 数值 , 则 (1.1.2) 又 无 法 与 月 球 的 运动 规律 相符 合 . 
人 们 也 曾经 试图 给 (1.1.1) 附加 上 按 规律 变化 的 附加 项 


F=K 


(1.1.1) 


F(r)= K 


(1.1.2) 


F(r) = KYM (+ 二) (1.1.3) 


AP n = 3,4 或 5. 按 行星 轨道 近日 点 的 进 动 , a 应 为 正 数 . 不 难 发 现 , 无 论 a 取 什 
么 值 都 无 法 符合 水 星 和 其 他 行星 以 及 月 球 的 运动 规律 
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牛顿 引力 理论 不 能 研究 宇宙 . 用 牛顿 引力 理论 研究 宇宙 将 导致 著名 的 Newman 
疑难 , 其 内 容 如 下 : 

根据 宇宙 学 原理 , 宇宙 是 各 向 同性 的 , 宇宙 物质 是 均匀 分 布 的 . 由 高 斯 定理 和 
(1.1.1) 式 容易 得 到 


| gdv = Z - ds, (1.1.4) 
AP 9 为 引力 场 强 . 和 静电 学 的 情况 类 似 , 注意 p = const, 得 到 |g| ~ pR. R 可 取 
得 任意 大 , 于 是 有 9 值 不 确定 . 这 是 不 可 接受 的 . 


宇宙 是 无 限 的 还 将 导致 著名 的 Olbers $B. REBAR OO, 在 以 O RAW 
圆心 以 7 为 半径 的 球 壳 内 , 恒星 数 为 4rr2odr, p 为 恒星 密度 . 球 充 内 每 颗 恒 星 在 O 


点 产生 的 照度 为 a, = const, 于 是 球 壳 内 恒星 在 O 点 的 照度 为 4rokdr 宇宙 中 


任 一 点 O 处 的 总 照度 为 
| 4nxpkdr = oo, 
0 


即 “天 衬 是 无 限 明 亮 的 ”. 此 即 Olbers FEB. 
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设 质 点 M 为 引力 源 , 质点 M' =m 为 试验 质 反 , 则 (1.1.1) 可 与 为 场 分 布 的 形 
A (与 静电 学 中 的 情形 类 似 ) 


F = —mVU, (1.2.1) 
U = -K —. (1.2.2) 


U WES JA, 它 满足 拉 普 拉 斯 方程 
V2U =0 


如 果 产 生 引 力 场 的 场 源 物质 密度 为 plz,y z2), 则 牛顿 引力 势 U(x, y, z) WALA 
松 方程 
VU = 4nkp(z, y, z). (1.2.3) 


牛顿 引力 理论 实际 上 是 一 个 三 维 场 论 . 泊 松 方程 的 解 给 出 引力 势 的 空间 分 布 
U(x,y,z). 例如 , 当 观 察 点 (zi) 与 物质 系统 的 距离 远大 于 物质 系统 的 线 度 时 , 方程 
(1.2.3) 的 解 可 与 为 


p’ 
U = — | ee Lar’, (1.2.4) 
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RIP r= {1°}, {2°}, 分 别 为 观察 点 和 质量 元 的 位 矢 , 上 式 可 展开 为 = KRA 


U=-K} "+ 5D or G) (1.2.5) 


r | 6 “Oridri 


式 中 
M = | odss (1.2.6) 


是 系统 总 质量 . MEV RAKES D;; 可 表示 为 
Dij 一 | on 一 r?64)\ doa 
= Jkkôij — 3Jij, (1.2.7) 


式 中 
Jij = | oz 一 xa) )d° x (Jkk = J11 + J22 + J33) (1.2.8) 


ERRE. 按 定 义 ， 质量 四 级 抢 张 量 是 零 迹 的 ， BN Diz = Dir + D22 + D33 = 0. 
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由 式 (1.1.1) 定义 的 质量 叫做 引力 质量 . 另外 , 根据 动力 学 定律 
F = Ma, (1.3.1) 


FPN a M 表征 物体 对 加 速 的 阻碍 作用 , 定义 为 物体 的 惯性 质量 . 同一 物体 的 
引力 质量 和 局 性 质量 分 别 记 为 Mg 和 Mr. 如 果 设 


一 2 一 入 (1.3.2) 


则 (1.1.1) 可 写 为 
F = KN = |, G=K». (1.3.3) 


ANF ES AK SERS FALL BES a SS J (Eötvös) 实验 都 证 明了 物体 的 引力 
质量 恒 等 于 惯性 质量 , 即 和 = 1. 因此 有 


K =G, (1.3.4) 


AP G AF MS] A. 
由 M = Mr 可 以 得 到 试验 粒子 在 引力 场 中 的 加 速度 
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ORE UL, 加 速度 a 不 依赖 于 试验 物体 , 只 和 引力 场 有 关 . 这 正 是 伽利略 落体 实验 
所 得 出 的 结论 . 这 一 结果 和 电磁 场 中 的 情况 不 同 . 在 那里 , 我 们 有 


F = —qV@, 
F = ma. 
从 而 有 
a = —-+V¢. 
m 


即 加 速度 依赖 于 试验 粒子 的 荷 质 比 , mR F ERA. 


为 了 发 现 物体 的 引力 质量 与 惯性 质量 的 差别 ， 人 们 不 断 提 高 实验 的 精度 , 但 所 
得 到 的 都 是 零 结 果 . K 2-1 给 出 了 一 些 代 表 性 实验 的 结果 , 最 右边 一 纵 行 的 精度 表 


AX |Mg — my|/mr. 


年 份 精确 度 

1610 2x1073 

1680 2x1073 

1827 2X 10-75 

1890 5x1078 

1922 Eötvös,Pekar 3x1079 

1935 Renner 2x10- 10 

1964 Dicke, Krotkov 3x1071 

1971 Braginsky,Panov 9x10713 
n mia 图 2-1 Æ Eötvös 实验 的 示意 图 .在 一 扭 秤 的 
7 ” ”两 端 固定 两 个 材料 不 同 的 物体 , 调整 两 壁 水 平 且 东 
ARH. 实验 将 给 出 引力 质量 与 惯性 质量 之 比 对 两 
A m'a, 个 物体 是 否 相同 . 如 果 这 一 比值 m/m 对 两 个 物 
mo mg ” 体 是 相同 的 , 那么 没有 扭矩 加 在 扭 秤 上. 如果 比 什 
图 2-1 M/m 对 于 两 个 物体 不 相等 , 则 将 产生 一 个 扭矩 加 


在 扭 秤 上 , 从 而 引起 它 转动 . 
图 中 每 个 物体 受 两 个 力 : 指 问 地 心 的 引力 mog MRR OJ (由 于 地 球 绕 轴 
日 转 产生 的 )mra. 设 z 轴 沿 径 问 , 则 mra 沿 z 轴 和 zx 轴 方 问 的 分 量 分 列 为 ma, 
和 mraz;mog 沿 z ANAT I). 我 们 来 计算 作用 在 扭 秤 上 的 扭矩 的 分 量 . W z w 
的 分 量 为 


M, 一 marl 一 miazl, (1.3.6) 
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Ye r 轴 的 分 量 是 
Mz = (mgg — mya;z)l 一 (mog — Mraz). (1.3.7) 


由 于 秤 处 于 平衡 状态 , 所 以 Mz = 0. 由 上 二 式 可 得 (消去 1’) 


(1.3.8) 


设 一 = 入 BERTI, 如 果 X 上 入 则 M, 40. 结果 秤 转动 (平衡 后 使 其 


mI 


东西 指向 ). 这 时 扭矩 M; 与 悬挂 的 细 金 属 丝 产 生 的 反 回 扭转 平衡 . HETRE 
竖 直 轴 转 动 180°, 这 等 效 于 交换 了 两 个 物体 的 质量 m 和 m, 引起 M: BS. 因此 
转动 180° 以 后 (如 果 M: £0), 臂 将 偏离 东西 方 问 . 但 实验 结果 是 不 存在 这 种 偏离 ， 
即 M, =0, X = À. 

Dicke 的 实验 也 是 用 扭 秤 做 的 , 但 是 与 Eötvös 实验 不 同 . 这 里 的 引力 是 太阳 的 
引力 ; 局 性 离心 力 是 由 地 球 绕 太 阳 的 运动 产生 的 . 假定 实验 是 在 地 球 北 极 做 的 , 则 
惯性 离心 力 是 水 平 的 . 他 所 得 到 的 扭矩 沿 竖 直方 回 的 分 量 为 


M, = {(mgg — mya)l — (m,g 一 rnTQ)7 }sing, (1.3.9) 


式 中 9 是 由 于 太阳 的 引力 场 产 生 的 加 速度 , a 是 地 球 上 的 局 部 的 惯性 离心 力 产生 的 
加 速度 , $p 是 秤 辟 与 指向 太阳 方向 的 夹 和 角 . 由 于 扭 秤 固定 在 实验 室 中 , 所 以 随 着 角 
o 增加 360°, 扭矩 以 24 小 时 为 周期 振动 . 用 这 方法 可 以 消除 任何 非 周期 效应 . 实际 
上 Dicke 的 装置 比 Eötvös 的 复杂 得 多 , 并 且 扭 秤 用 三 个 物体 , 而 不 是 两 个 . 

综 上 所 述 , 牛顿 引力 理论 取得 了 辉煌 成 就 , 但 也 始终 存在 着 不 可 克服 的 困难 . 它 
无 法 解释 水 星 近日 点 的 进 动 . 在 牛顿 力学 理论 (和 狭义 相对 论 ) 中 , 物体 的 引力 质量 
恒 等 于 惯性 质量 这 一 事实 也 只 能 被 视 为 一 种 “偶合 ”. 

爱 因 斯 坦 从 这 “偶合 ”的 事件 中 发 现 了 新 理论 的 线索 , 突破 了 牛顿 引力 理论 的 
框架 ， 从 而 建立 了 全 新 的 引力 理论 . 在 爱 因 斯 坦 的 引力 理论 (广义 相对 论 ) 的 基础 
E, 建立 了 现代 宇宙 学 . 
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21 等 效 原 理 


考虑 一 局 部 空间 中 的 一 个 假想 实验 . 如 图 2-2 所 示 , 一 封闭 实验 室 中 的 观察 者 
发 现 , 其 中 一 物体 对 弹簧 秤 的 拉力 为 mg, 方向 向 下 . 他 无 法 区 分 所 在 的 参考 系 属于 
下 列 两 种 情况 中 的 哪 一 种 : 系统 正在 太空 中 , 远离 任何 一 个 引力 体 ; 实验 室 以 加 
速度 g 向 上 运动 . 此 时 这 一 局 部 空间 中 存在 一 惯性 力 场 , 物体 m 受 一 虚构 的 力 ( 惯 
性 力 )mg 的 作用 . @ 系 统 停留 在 一 永久 引力 体 的 表面 , 其 局 部 永久 引力 场 的 场 强 为 
g. 此 时 物体 受到 真实 力 (引力 )mog 的 作用 . 

这 一 假想 实验 的 结果 表明 , 在 局 部 空间 区 域 , 不 可 能 将 虚构 的 
i 惯性 力 场 和 真实 的 引力 场 区 分 开 来 ; 二 者 的 动力 学 效应 之 间 存 在 着 
局 部 等 效 性 . 
对 于 大 的 空间 区 域 , 一 般 不 存在 上 述 等 效 性 . 例如 , 地 球 的 引力 
场 , 在 充分 大 的 空间 区 域 中 其 力 线 是 辐射 状 的 , 所 以 不 存在 一 个 非 
惯性 系 , 其 中 的 惯性 力 场 能 够 等 效 于 这 一 辐射 状 的 引力 场 

爱 因 斯 坦 把 上 述 等 效 性 作为 新 理论 的 第 一 条 基本 原理 -等 

效 原理 , 表述 为 : 惯性 力 场 和 引力 场 的 动力 学 效应 是 局 部 不 可 分 辨 


的 . 
在 爱 因 斯 坦 提 出 等 效 原 理 之 前 , 人 们 无 法 处 理 真实 力 和 虚构 力 之 间 的 关系 , 无 


法 承认 物体 的 引力 质量 恒 等 于 惯性 质量 这 一 事实 是 自然 的 . FRA AREA he 
构 力 是 不 同 的 . 前 者 依赖 于 产生 它 的 系统 的 物理 性 质 , 后 者 则 是 由 于 过 渡 到 加 速 系 
所 产生 的 . 惯性 力 (惯性 离心 力 、 科 里 奥 利 力 等 ) 具有 特殊 的 性 质 ; 它 可 以 使 物体 产 
生 加 速度 , 且 此 加 速度 与 被 加 速 的 物体 的 性 质 无 关 (由 于 这 类 力 可 以 信 助 于 适当 的 
坐标 变换 消除 , 所 以 称 其 为 虚构 的 力 ). 在 这 种 意义 上 , 绝对 空间 可 以 由 选 定 的 一 特 
定 参 考 系 表征 , 在 这 一 参考 系 中 不 存在 虚构 的 力 , 只 有 真实 的 力 ; 物理 定律 具有 日 
然 的 表述 形式 . 牛顿 冒 以 着 名 的 水 桶 实验 来 证 明 绝 对 空间 的 存在 . 

图 2-3 中 的 两 幅 图 分 别 表示 桶 开始 转动 、 水 未 被 市 动 和 稳定 转动 后 桶 突然 静 
止 的 情形 . BCA PA, 第 一 种 情况 是 水 相对 于 桶 逆 时 针 转 动 , 此 时 水 面 是 平面 ; 第 
二 种 情况 是 水 相对 于 桶 顺 时 针 转 动 , 此 时 水 面 是 凹面 . 显然 , 水 的 转动 对 液 面 形状 
的 影响 不 能 以 桶 作为 参照 物 , 因为 两 种 情况 下 水 相对 于 桶 都 做 转动 . 两 种 情况 的 差 
F REPS) 必 取 决 于 第 三 物体 (或 物体 组 ). 牛顿 认为 这 第 三 物体 就 是 绝对 空 


图 2-2 
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间 . 当 水 相对 于 绝对 静止 的 绝对 空间 做 绝对 运动 (转动 ) 时 , 水 面 是 凹面 ; 当 水 相对 
于 绝对 空间 绝对 静止 时 , 水 面 是 平面 . 马赫 反对 这 种 绝对 空间 的 概念 . 他 指出 , B 
想 桶 变 得 很 大 , 大 得 与 恒星 系 有 相同 的 线 度 和 质量 , 相对 转动 对 于 水 面 形状 不 起 作 
H, 则 帝 远 的 恒星 不 再 能 作为 “第 三 物体 ”, 绝对 空间 在 哪儿 呢 ? 
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图 2-3 
目 上 四 下 看 : 水 相对 于 棚 逆 时 针 转 动 时 水 面 为 平面 ; ACE OR Ee OK A 


在 牛顿 力学 中 , 动力 学 定律 是 相对 于 绝对 参照 系 而 建立 的 (允许 相差 一 个 均匀 
平移 , 即 关 于 伽利略 群 的 不 变性 )， 遥远 恒星 的 唯一 影响 是 改变 转动 桶 附近 的 引力 
势 . 因此 马赫 认为 这 种 效应 (在 经 典 力学 范围 内 ) 是 无 法 理解 的 . 

赫 效 和 马赫 都 不 同意 牛顿 的 绝对 空间 的 概念 , 他 们 试图 从 为 外 的 想法 出 发 引入 
惯性 力 . 

赫兹 希望 把 一 定 距离 上 的 电磁 作用 归结 为 接触 作用 . 对 于 引力 , 他 也 想 这 样 做 . 
惯性 原理 确定 一 自由 质量 做 匀速 直线 运动 . 有 惯性 力 时 运动 的 区 别 是 由 于 其 他 质量 
的 存在 所 引起 的 . 物体 的 轨迹 可 由 高 斯 的 最 小 偏离 原理 确定 : 真实 的 运动 以 最 小 的 
可 能 程度 伍 离 习 速 直线 运动 . 因此 , 惯性 原理 是 最 小 偏离 原理 的 特殊 情况 , 它 对 应 
于 不 存在 力 而 存在 隐藏 质量 的 情况 . 

马赫 认为 , 局 部 空间 的 惯性 效应 (惯性 力 场 ) 是 由 于 远 距 离 质量 的 存在 所 引起 
的 . 如 有 果 没 有 远 距 恒星 (例如 , 在 空间 中 只 有 地 球 ), 则 所 有 的 参考 系 都 是 等 效 的 , 并 
且 都 是 惯性 系 . 

爱 因 斯 坦 吸 取 了 马赫 的 上 述 思 想 , 提出 了 等 效 原理 , 并 建立 了 新 的 引力 场 方程 

等 效 原 理 逻 辑 人 简洁 地 、 统一 地 处 理 了 惯性 力 场 和 局 部 引力 场 的 联系 , 目 然 地 得 
出 了 物体 的 惯性 质量 恒 等 于 引力 质量 的 结论 , 即 自 然 地 解释 了 落体 实验 和 厄 征 实验 
的 结果 . 

根据 理论 研究 的 需要 , 有 时 将 等 效 原理 区 分 为 弱 等 效 原理 和 强 等 效 原理 两 种 . 
上 面 所 表述 的 (惯性 力 场 和 引力 场 的 动力 学 效应 局 部 不 可 分 辨 ) SS SRR. E 
还 可 以 这 样 表述 : 物体 的 引力 加 速度 与 被 加 速 物体 的 成 分 和 物质 结构 无 关 . 显然 ， 
弱 等 效 原 理 是 直接 为 E6tv6s 实验 所 支持 的 . 

将 弦 等 效 原 理 中 的 “动力 学 效应 ”推广 为 “任何 物理 效应 ”, 便 得 到 了 强 等 效 
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原理 . 这 一 原理 表述 为 : 在 引力 场 中 一 自由 落下 的 ( 非 转 动 的 ) 实验 室 里 , 局 部 物理 
定律 具有 同一 数学 形式 , 与 实验 室 的 空间 位 置 无 关 . 或 者 表述 为 : 在 引力 场 中 任 一 
时 空 太 引 入 一 局 部 惯性 系 , 则 物理 规律 的 数学 形式 是 洛 伦 兹 协 变 的 . 强 等 效 原理 是 
弱 等 效 原理 的 推 , 它 没 有 直接 的 实验 支持 . 这 一 原理 是 广义 相对 论 的 基础 , 它 的 
正确 性 只 能 由 它 的 各 个 推论 是 否 与 实验 符合 来 检验 . 

等 效 原 理 指出 , 当空 间 茶 一 范围 存在 引力 场 时 (RE TOL), BEAN BES AA 
采用 惯性 系 . 因为 在 惯性 系统 中 , 惯性 力 等 于 零 , 而 引力 却 不 为 零 , 这 与 等 效 原理 巴 
盾 . 因此 , 在 引力 场 中 只 能 引入 局 部 惯性 系 . 

在 广义 相对 论 中 , 由 于 不 存在 相互 做 匀速 直线 运动 的 惯性 系 , 从 而 使 加 速度 的 
慑 念 个 再 像 牛 顿 力 学 和 狭义 相对 论 中 那样 是 绝对 的 , 而 是 相对 的 了 . 

下 面 讨 论 作 为 爱 因 斯 坦 引 力 理论 (广大 相对 论 ) 基础 的 第 二 个 原理 一 一 广义 
协 变 原理 , 或 称 广义 相对 性 原理 . 


2.2 三 义 协 变 原理 


几乎 在 所 有 的 物理 现象 中 , 都 有 引力 的 参与 . 这 就 是 说 , 在 研究 物理 现象 时 必 
须 考虑 引力 场 的 存在 . 在 前 节 的 讨论 中 已 经 说 明 , 当 引 力 场 存在 时 , 不 能 引入 统一 
的 惯性 系 . 因此 , 人们 必须 在 非 惯性 系 中 描述 物理 现象 . 狭义 相对 论 只 在 一 时 空 扩 
的 邻 域内 成 立 . 这 样 , 就 应 该 将 狭义 相对 性 原理 延 拓 到 引力 场 存在 的 情况 . REL, 
真实 的 物理 规律 不 仅 在 惯性 系 间 的 洛 伦 效 变换 下 是 协 变 的 (狭义 相对 性 原理 ), 而 且 
在 任意 坐标 变换 下 都 应 该 是 协 变 的 . 这 就 是 广义 协 变 原理 , 或 称 广义 相对 性 原理 

三 义 协 变 原理 可 以 用 下 列 形式 之 一 表述 : 

(1) 对 于 描述 物理 规律 , 所 有 的 坐标 系 都 具有 同等 资格 , 不 存在 任何 一 个 优越 
的 坐标 系 . 

(2) 描述 物理 规律 的 方程 中 各 项 应 是 四 维 黎 曼 时 空中 的 同 阶 张 量 

(3) 描述 物理 定律 的 方程 在 所 有 坐标 系 中 应 具有 相同 的 形式 . 

可 以 发 现 , 以 上 三 种 表述 形式 不 是 完全 等 价 的 . 但 是 从 这 些 表述 中 不 难看 出 ， 
根据 广义 协 变 原理 , 在 爱 因 斯 坦 引力 理论 (广义 相对 论 ) F, 坐标 只 是 用 来 标记 时 空 
事件 的 夭 记 系统 而 已 , 不 含有 比 这 更 多 的 内 容 . 物理 学 结论 和 结果 应 不 依赖 于 获得 
结果 所 采用 的 特殊 坐标 系 . 通常 , 只 有 坐标 变换 下 的 不 变量 才 具 有 物理 意义 . 

广义 协 变 原理 对 于 推导 物理 定律 和 建立 场 方程 具有 指导 意义 . 例如 , PRES 
立场 方程 时 , 首先 选择 一 个 由 同 阶 张 量 构成 的 标量 泛 函 作为 作用 量 , 再 应 用 变 分 原 
理 获得 场 方程 . 这 一 方法 就 是 以 广义 协 变 原理 为 指导 的 . 义 如 , 当 我 们 试图 把 物理 
定律 从 狭义 相对 论 形式 推广 到 广义 相对 论 形 式 (把 引力 场 包 括 进 去 ) 时 , 这 原理 是 
最 有 用 的 . 它 指导 我 们 将 狭义 相对 论 中 的 麦克 斯 韦 方程 推广 到 广义 相对 论 中 . 在 这 
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一 过 程 中 常常 以 协 变 导 数 代替 普通 导数 ， 当 引力 被 去 掉 时 它们 应 回 到 平 直 时 空中 
的 原 有 形式 . 

等 效 原 理 和 广义 协 变 原理 是 整个 广义 相对 论 的 基础 ， 和 任何 其 他 的 物理 学 原 
理 一 样 , 它们 不 可 能 由 已 知 的 理论 、 原理 证 明和 推导 出 来 ; 在 新 理论 建立 时 , 它们 只 
能 作为 假定 提出 来 ， 原理 的 正确 性 只 能 由 它 的 和 整个 新 理论 的 各 个 推论 是 否 与 实 
验 相符 合 来 检验 . 

爱 因 斯 坦 引 力 理论 逻辑 十 分 简洁 , 只 需要 这 两 个 原理 就 够 了 . 由 这 两 个 原理 出 
发 , 导致 了 引力 场 的 几何 化 , 即 用 黎 曼 几何 描述 引力 场 . 这 一 描述 是 如 此 成 功 、 如 
此 漂亮 , 致使 人 们 称 这 两 个 原理 是 理论 物理 中 最 大 的 个 人 成 就 


2.3 广义 相对 论 中 的 空间 和 时 间 


1. 非 欧 几 里 得 几何 的 引入 


早 在 1913 F, 爱 因 斯 坦 就 意识 到 引力 场 和 惯性 力 场 的 等 效 性 应 导致 空间 几何 
性 质 的 改变 . 他 假设 我 们 生活 的 空间 是 非 欧 几 里 得 的 . 但 当时 还 不 知道 引力 定律 以 
什么 形式 和 黎 曼 空间 的 结构 条 件 相 联系 . 

新 的 引力 理论 是 建立 在 黎 曼 空间 概念 基础 上 的 . 在 叙述 新 的 引力 定律 之 前 , 我 
们 和 希望 能 够 盖 明 非 欧 几 里 得 几何 的 空间 概念 是 怎样 引入 的 , 即 引 力 场 和 惯性 力 场 的 
等 效 性 以 及 任意 加 速 参考 系 的 等 效 性 是 怎样 导致 空间 的 非 欧 几 里 得 性 质 的 . 


爱 因 斯 坦 的 广义 协 变 原理 要 求 引力 定律 的 数学 形式 在 任何 参考 系 中 都 是 相同 
的 . ORF, 新 的 引力 场 方 程 必须 是 由 非 欧 几 里 得 空间 量 构 成 的 方程 下 面 我 们 将 看 
到 , 上 述 空间 量 就 是 时 空 的 曲率 张 量 ; 同时 , 引力 场 由 各 质点 的 世界 线 (即时 空中 的 
短程 线 ) 给 出 . 在 这 里 , 动力 学 问题 归结 为 运动 学 问题 , 而 运动 学 问题 是 和 时 空 几 何 
概念 相 联 系 的 ; 这 几何 概念 又 等 效 于 引力 场 的 概念 . 

在 爱 因 斯 坦 引力 理论 中 , 引力 场 是 几何 化 的 , 即 假定 存在 非 欧 几 里 得 空间 , 受 
引力 场 作 用 的 质点 即 为 此 空间 中 的 自由 质点 . 根据 惯性 定律 , 这 些 质 点 的 轨迹 应 该 
是 欧 几 里 得 直线 的 推广 . 在 这 空间 中 , 两 点 间 的 最 短 距离 是 其 间 的 短程 线 . 因此 , 区 
效 理 论 中 的 隐藏 质量 和 马赫 原理 中 的 遥远 恒星 所 产生 的 效应 都 表现 为 使 时 衬 索 曲 ， 
从 而 使 质点 在 这 弯曲 时 空中 沿 短程 线 运 动 . 引力 场 和 惯性 力 场 的 等 效 性 葛 定 了 世界 
结构 几何 化 的 基础 , 物质 分 布 的 影 啊 不 表现 为 力 的 作用 , 而 表现 为 时 空 的 要 曲 . 至 
于 欧 几 里 得 空间 , 则 是 没有 物质 的 世界 . 

这 样 , 引入 非 欧 几 里 得 空间 , 便 可 将 相对 性 原理 推广 到 加 速 系 和 由 任意 弯曲 标 
架 所 确定 的 参考 系 . 换言之 , 物理 定律 的 形式 不 仅 对 于 洛 伦 效 变换 是 协 变 的 , 对 于 
任意 坐标 变换 都 是 协 变 的 . 
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在 欧 几 里 得 空间 中 , 可 以 确定 任意 的 坐标 系 , 也 可 以 引入 任意 的 坐标 变换 . 但 
是 应 该 指出 , 对 于 整个 空间 , 两 种 表述 是 等 效 的 . 与 此 相反 , 加 速 系 和 惯性 系 的 等 效 
性 只 具有 局 部 性 质 . 在 非 欧 几 里 得 空间 中 , 这 一 局 部 等 效 性 导致 这 样 的 结论 : 仿 射 
流 形 的 小 区 域 可 以 用 切 于 流 形 季 给 定 操 的 欧 几 里 得 空间 来 代 莹 . 

非 欧 几 里 得 空间 的 引入 , 准确 地 给 出 了 等 效 原 理 的 含义 和 它 的 适用 范围 


2. RANEA 


考虑 两 个 同一 平面 内 的 同心 转盘 S 和 So. So 为 伽利略 系 (GEM SMEAR), 
S 绕 中 心 轴 相对 于 So 以 恒定 角速度 w 转动 . 在 So AP, 空间 是 欧 几 里 得 的 . 5 系 
不 再 是 惯性 系 , 导致 洛 伦 效 变换 的 狭义 相对 论 基 本 假设 不 再 适用 . 标准 矿 和 标准 钟 
都 要 受到 惯性 力 场 的 影 啊 . 
设 S 系 是 在 所 研究 的 时 刻 固 连 于 杆 di 的 惯性 系 . 我 们 假定 , S RA So AP 
对 应 的 杆 长 dl 和 dio 的 比值 等 于 S AA So 系 中 对 应 的 比值 . 这 样 , 沿 同 一 圆周 
放置 的 标准 尺 都 有 洛 伦 效 收缩 . 
采用 柱 坐 标 (r, 0). 在 S 系 中 两 无 限 近 的 点 (0) 和 (r +dr,0 + d0) 之 间 的 距 
离 , 在 S 系 测 量 , 其 值 恒 为 


di? = dr? + r*d6*. (2.3.1) 


在 So AMM, S 系 中 沿 径 回 放置 的 太 等 于 单位 长 (v = 0, 无 洛 伦 北 收缩 ); HE 
直 于 半径 放置 的 尺 则 长 度 变 为 V1 一 w2r2/c2. 因此 , 在 S 系 中 测量 上 述 两 邻 扩 的 
距离 时 , 其 值 为 


(2.3.2) 
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用 加 速 (转动 系 S) 的 标准 尺 所 进行 的 一 切 测量 , 都 将 得 到 (2.3.2)~(2.3.6). 而 
加 速 系 中 观察 者 认为 只 有 这 样 的 标准 尺 才 是 自然 的 . 因此 , 对 于 加 速 系 中 的 观察 
者 , 由 测量 所 构成 的 几何 学 是 非 欧 几 里 得 几何 学 . 他 们 得 到 的 结论 是 : 由 于 存在 引 
力 场 (等 效 原 理 ), 使 空间 几何 不 再 是 欧 几 里 得 几何 的 . 

对 于 上 述 转 动 参考 系 中 的 惯性 力 场 , 由 式 (2.3.4) 可 知 , 离 中 心 越 远 的 地 方 ( 引 
力 场 强 越 强 ) 与 欧 几 里 得 几何 的 偏离 越 大 . 

下 面 我 们 讨论 转盘 上 的 “直线 ”( 短 程 线 ). 在 固定 于 转盘 的 9 ARP, 空间 的 几 
何 性 质 由 其 中 的 线 元 


dl? = gopdz°dz", i,j= 1,2 (2.3.7) 
Z =r, zr? =9, (2.3.8) 
由 (2.3.2) 得 
r2 
一 一 2.3. 
gu =l, 9g22 三 一 wre (2.3.9) 
912 = gai = Ü; (2.3.10) 
2 .2 
gi = 222 _ 1, g” = m (1 于 r$, (2.3.11) 
g g C 
gi? — g’?! — 0. (2.3.12) 
代入 TS 的 表达 式 , 得 到 其 不 为 零 的 分 量 
1 一 人 
1 11 — 
/22 = 39 9221 = (1 — wr? /¢2)2” 
r2 = p2, = logos = — 1 2.3.13 
12 = 421 = 59 9221 = rd wre) (2.3.13) 
OA _. 
AHP Ai = Bi 将 (2.3.13) 代入 短程 线 方程 
d*x° dz? dz? 
c — 一 2.3.1 
qe tea a” (2.3.14) 
得 到 
dêr r dg \ * 
— — | = 2.3.1 
dl?  (1-—w?r?/2) (F) (2.3.15) 
d*6 dé 
一 一 十 : rE o, (2.3.16) 


dl? ` r(1 —w?r2/c2) dl dl - 
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(2.3.16) BẸ 
d 7 dé _0 
dl € — wert /c? =) E 
积分 得 
7 dé -k 
L—wr2/e2 dl 
将 上 式 代 入 (2.3.4) 得 
dr\ r? COMPE wr? 
S-E) 


如 果 积 分 常数 二 0, 则 由 (2.3.19) 和 (2.3.18) 可 得 

dr | dð _ 

d °? dl 

AMEN, 转盘 上 的 短程 线 是 曲线 0 = const, HÆR. 
F k #0, 短程 线 方程 (2.3.20) SA 


1, 0. 


dé k c? r2 c? 
4 
7 r | wk? 
P p k 2 ’ 
(2.3.22) 可 写 为 
1 dp _ +14 ktw? /c* 1 dp 
p?/1 — p~? d0 1+ Ree V1 — po? ae 
C 
积分 得 1-252 /62 
arccosp -一 +(0 一 0o) + aa p —1 
l+ —,; 
C 
取 % = 0, 我 们 得 到 > 
d= Farccos 人 < F Aw" r2 一 X2. 


y Cc 


(2.3.19) 


(2.3.20) 


(2.3.21) 


(2.3.25) 


(2.3.26) 
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式 中 


图 2-4 中 的 三 条 短程 线 404' AB Al BA 构成 一 三 
角形 , 其 内 角 和 显然 介 于 0 到 zx 之 间 . 考虑 由 三 条 短程 线 
构成 的 另 一 三 角形 OHA. OA 和 OH 沿 径 向 , AH 沿 短 


程 线 . 将 (2.3.11) 代入 两 曲线 间 夹 角 的 表达 式 “ 图 2-4 
COSP 一 ganda de a, b= 1, 2, (2.3.28) 
式 中 


dl? = gopdz2dz2， 
617 = gapbx* 5x", (2.3.29) 


D 为 了 导出 式 (2.3.28), 我 们 考虑 三 维 欧 氏 空间 中 的 一 个 二 维 曲 面 . 欧 氏 空间 中 的 直角 坐标 以 Xi(i = 
1,2,3) 表示 , 曲面 上 的 高 斯 坐标 以 za(a = 1,2) 表示 , 此 时 曲面 方程 可 写 为 


X*= X*(z*), i=1,2,3 (A1) 
曲面 上 两 点 Xe 和 Xe 十 dza 之 间 的 距离 为 
ui OXi OXi\ ,, 
ds* = 2 dxX*dx* = B ana Dat dz2dz? (A2) 
令 | 
OX* ox’ 
Jab 一 2, Ara axe J (A3) 
则 (Ag) RRA 
ds? = gapdzĉdz’, a,b =1,2. (A14) 
另 一 方面 ,两 个 方向 dre 和 8z2 之 间 夹 角 的 余弦 等 于 
dX? 6X? 
cos = 2 de Bs” (As) 
而 
ds= | >》 dX*dX*, 6s= >》 dX*8X*. (Ag) 
将 (Ao) 一 (Aa) 代入 , 得 到 
cosh — gasdr"r _ govdrbT’ (Ar) 


dsos Vgabdzadzd yy gefrdradzy 


式 中 a, b,c,d,e,f = 1,2. 
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6 和 d 分 列表 示 沿 两 条 曲线 的 增 量 , 我 们 得 到 
dr ôr r? d0680 


Coso = di Sl + | -272 dl SL (2.3.30) 
-= 
考虑 到 (2.3.18) 和 (2.3.19), 可 将 (2.3.30) 写成 
| ru)? 
2 2, 2 2 2, 42 一 
coso = 4/ 1 — 4 + “1 1 一 3 + “a + ky ke = ) (2.3.31) 
式 中 hy 和 ky 分 别 表示 与 (sar 和 总 机 对 应 的 积分 常数 k. 
现在 计算 短程 线 三 角形 OHA 的 内 角 和 . 首先 求 出 沿 三 条 边 的 上 值 . 对 于 OH 
P OA, É = 0, H k = ks =0. 


XF HA, Æ H RA = = 0, 由 (2.3.19) 得 


ko = —— = —, ry = OH. (2.3.32) 
wr? 
] 一 
02 
将 此 式 代 入 (2.3.18) 得 
272 
] 一 zi 2 .2 
dé c2 1 W TH 
— | = — _ , 2.3. 
(F). kə r2, r tr n2 ( 33) 


(2.3.34) 


(2.3.35) 


对 于 O M, 空间 为 欧 几 里 得 的 , BA 


po < = (2.3.36) 
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由 (2.34)~(2.36) 可 知 , 三 条 短程 线 构成 的 三 角形 其 内 角 之 和 介 于 0 到 x 之 间 
oy + oat do < X. (2.3.37) 


此 式 再 次 表明 , 由 于 引力 场 的 存在 , 转盘 上 的 空间 不 再 遵守 欧 几 里 得 几何 学 . 

下 面 讨 论 转盘 上 的 坐标 时 和 本 征 时 . 1S RA C 的 读数 记 为 t, So 系 的 钟 Co 
的 读数 记 作 to, S REC’ 的 读数 记 作 t. 它们 有 共同 的 零点 . 和 长 度 测 量 的 情况 
类 似 , 我 们 假定 t 和 to 的 比值 与 + 和 to 的 比值 相同 (t 对 应 于 惯性 系 S REIP). 
这 就 等 于 假定 同一 空间 位 置 的 两 个 钟 的 读数 间 存 在 着 党 伦 北 关系 式 : 


(2.3.38) 


两 个 参考 系 S 和 So 的 观察 者 都 发 现 C R Co 慢 一 个 洛 伦 兹 因子 . So 系 观察 
者 把 这 一 现象 解释 为 C 经 受 了 加 速 过 程 ; S 系 观察 者 则 解释 为 引力 场 的 作用 . 引 


(2.3.39) 


E S REP, 不 同位 置 的 钟 是 不 同步 的 , 但 位 于 同一 半径 圆周 上 的 所 有 钟 都 同步 
由 式 (2.3.38) 确定 的 时 间 称 为 S 系 中 的 坐标 时 . 

容易 发 现 , 者 用 坐标 时 来 确定 光速 , 则 它 不 等 于 常数 . 实际 上 , 在 So RP, 对 
于 光 信 号 有 


ds = —dr2 一 rod03 — dz2 + c*dt? = 0. (2.3.40) 
变换 到 9 系 
r = To; 0 = Ao 一 wto, x = 20; (2.3.41) 
我 们 有 240 
—dr* — r*d6? 一 dz? 7 Ar rat + edt? = 0, (2.3.42) 
wtr? 
1 一 一 
2 
di? + aur et c*dt* = 0. (2.3.43) 
uy? 72 
1 — —3 
来 用 坐标 时 , 光速 应 为 
1/2 
dl. 5 wy dé 
= uw bal a dt ( ， (2.3.44) 
1 — — dt 
C 
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式 中 dl. 为 欧 几 里 得 空间 的 线 元 
dlg = dr +r d6 十 dz (2.3.45) 


由 (2.3.44) 可 见 , 坐标 光速 不 等 于 常数 c. 

下 面 来 用 本 征 时 . 代替 欧 几 里 得 空间 线 元 die, 我 们 引入 转盘 上 的 非 欧 几 里 得 
宅 闻 线 元 
+ dz’. (2.3.46) 


—dl* + c*dr? = 0, (2.3.47) 


E r 是 与 转盘 上 的 非 欧 几何 相对 应 的 本 征 时 间 . 采用 本 征 时 间 , 则 光速 恒 等 于 常数 
c. 这 一 结论 对 于 一 般 的 静态 引力 场 ( 取 gio = 0) EEH. 


3. 广义 相对 论 中 的 空间 和 时 间 


我 们 已 经 看 到 , 转盘 上 的 二 维 空间 几何 是 非 欧 几 里 得 的 ; 转盘 上 各 处 的 标准 钟 
是 不 同步 的 . 其 原因 是 这 一 二 维 空 间 中 存在 引力 场 . 或 者 说 , 引力 场 使 空间 要 曲 了 ; 
引力 场 改 变 了 时 空 属 性 . 在 狭义 相对 论 中 , MES DES, 空间 都 是 平生 的 ， 
同一 参考 系 中 各 处 的 钟 都 是 同步 的 . 或 者 说 , 在 狭义 相对 论 中 , 引力 场 的 存在 对 时 
空 属性 没有 影响 (严格 些 说 , 忽略 了 这 种 影响 ). 

19 世纪 以 前 , 人 们 认为 欧 几 里 得 几何 学 是 唯一 合理 、 唯一 真实 的 几何 学 . 19 世 
纪 初 , 人 们 开始 认识 到 非 欧 几何 和 欧 几 里 得 几何 同样 是 合理 的 . 但 仍然 认为 欧 儿 里 
得 几何 学 是 唯一 真实 的 一 一 真实 的 三 维 空间 只 遵守 欧 几 里 得 几何 学 . 20 世纪 , 广 
义 相 对 论 诞生 . 它 断 言 二 者 都 是 真实 的 : 当 引 力 场 不 存在 时 , 欧 几 里 得 几何 是 真实 
的 ; 当 引 力 场 存在 时 , 非 欧 几何 是 真实 的 . 

对 于 转盘 上 的 二 维 空间 , 我 们 看 到 , 任意 二 曲线 间 的 夹 角 (类 似 地 , 任 一 面 元 ) 
都 由 度 规 张 量 go 唯一 确定 . 对 于 任意 的 四 维 时 空 , 其 几何 性 质 、 空间 量 , 也 都 由 度 
规 张 量 gu 唯一 确定 . 这 就 是 说 , 只 要 给 出 线 元 的 具体 表达 形式 


ds? =g,,dr"dz", p,v=0,1,2,3 (2.3.49) 
时 空 的 一 切 性 质 便 唯一 确定 . 


前 面 我 们 曾 讨 论 了 转盘 上 的 坐标 时 和 本 征 时 的 区 别 . 下 面 讨论 坐标 时 和 本 征 时 
以 及 坐标 钟 和 标准 钟 的 普 过 定义 , 给 出 它们 之 间 的 关系 . 


24 引力 场 的 势 . 69 - 


在 任意 坐标 系 zz H, t = z 称 为 坐标 时 ,其 时 计 称 为 坐标 钟 .在 引力 场 中 任 
一 点 , 引入 一 局 部 静止 惯性 系 (dzi = 0), 其 中 静止 粒子 世界 线 长 度 除 以 c 称 为 本 征 
时 , 以 7 表示 , 其 时 计 称 为 标准 钟 . 即 


dr = : = Vgoodt, (2.3.50) 
HE BAAR py BP A pa EPIRA. 
2.4 FIARA 
定义 引力 场 强 a on 
a’ 一 ， A= Vija, (2.4.1) 


式 中 Vij = Migo _ Jij 为 纯 空 间 度 规 . 


Joo 


和 电场 的 情况 类 似 , 引力 场 强 度 也 可 表示 为 标 势 的 梯度 和 天 势 对 时 间 的 微 商 . 
引力 场 强 可 用 一 静止 试验 质点 所 受 的 力 来 量度 . 在 引力 场 中 , 一 和 目 由 质点 的 运动 方 


程 应 为 短程 线 方程 1 | Loo dag 
qI Ivo rY dr? 
ei -~ \=L — 2.4.2 
dA ( dA ) 2 0z d dà’ (2.4.2) 
或 者 
d? zr dzx° dz? 


dX2 aË dM dà 


2 
wer = Fae (Ge) ~ ar (9G) 24a 
2 yi Wil 
ds? = c*dr? = —dl? + goodz" fi — | | (2.4.5) 
式 中 ae 
u = = = os, Yi 三 am (2.4.6) 
将 (2.4.5) 两 边 除 以 dz02, 解 出 22, 得 到 


. 70 . 


式 中 


RẸ 


(2.4.12) BA 
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u 一 Z. (2.4.8) 
oe eond (1 E p É (2.4.9) 
soar CV900 c* go0 E 


(2.4.10) 
(2.4.11) 
d? gz" O c*g OY; 
Yik #2 = “pri ( m) 一 CV 900 ot . (2.4.12) 
2 
U = -5 (1 ~ 900), 
= 2U 
go = 十 二 (2.4.13) 


d? ră OU 2U OY; 
i = Yi 一 一 去 一 一 -一 一 . 2.4.14 
ti = Tik dt? Ox? cy 二 c? Ot ) 


U 称 为 标量 引力 势 ,y; 称 为 天 量 引力 势 . 对 于 时 轴 正 交 系 , yi = 0. 
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3.1 场 方 程 的 建立 


引力 场 的 分 布 确定 了 时 空 的 几何 结构 ; 反之 , 时 空 的 几何 结构 唯一 确定 了 引力 
场 的 分 布 . 而 时 空 的 几何 性 质 完全 由 度 规 张 量 g,, 确定 . 因此 , 张 量 gu 既 拍 述 时 
空 几何 义 描 述 引力 场 . 换 句 话说 , 引力 场 就 是 时 空 度 规 张 量 场 . 既然 gu 作为 (5| 
力 ) 场 分 布 , 故 应 满足 一 定形 式 的 微分 方程 . 按照 广义 协 变 原理 , 这 些 方程 应 该 由 同 
阶 张 量 组 成 ; 方程 应 含有 场 变量 gu 所 构成 的 张 量 , 还 应 含有 作为 场 源 的 物质 场 的 
WE. 在 牛顿 近似 下 , 该 方程 应 能 退化 为 牛顿 引力 场 方程 

我 们 知道 , 牛顿 引力 势 U 满足 泊 松 方程 


V°U = 4nGo. (3.1.1) 


而 (2.4.13) 告诉 我 们 , 引力 场 的 势 U 与 goo 有 简单 的 关系 (RAR). 在 狭义 相 
HEF, 上 式 右 端的 质量 密度 p 又 恰 为 能 量 动量 张 量 的 分 量 Too. 因此 , 由 牛顿 引 
力 场 方程 (3.1.1) 推断 , 推广 后 的 新 的 引力 场 方 程 的 右 端 应 为 物质 场 的 能 量 -动量 张 
E, 左 问 应 该 是 含有 gu 的 二 阶 协 变 导 数 的 二 阶 张 量 . 由 上 式 还 可 以 推断 , 新 方程 
RF gu 的 二 阶 寻 数 应 是 线性 的 . 只 有 这 样 , 才能 保证 在 近似 条 件 下 新 的 方程 能 够 
退化 为 方程 (3.1.1). 
含有 gu 和 它 的 一 阶 、 二 阶 导数 , 且 对 二 阶 导 数 为 线性 组 合 的 二 阶 张 量 的 一 般 
形式 为 
Ci Ryy + C2Rgyw + C3guv, (3.1.2) 


其 中 C1, C2 和 Cs 均 为 第 数 . 因此 , AAR RA eB A 


Rjv + ARgyy + AGuy = kT uv, (3.1.3) 


式 中 ASI aE ME. A 和 入 是 待定 常数 , 可 以 由 Ricci wE Rp 的 内 在 
性 质 和 无 限 远 处 的 时 空 渐 近 性 质 来 确定 . 

在 狭义 相对 论 中 , 能 量 动量 守恒 定律 表示 为 Te = 0. 在 广义 相对 论 中 目 然 应 
推广 为 THY = 0. 这 样 , 应 该 要 求 


(Rr + ARgt”)., = 0. (3.1.4) 
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将 此 式 与 爱 因 斯 坦 张 量 式 Gey = 0 比较 , 知 
1 


A =-->: (3.1.5) 
于 是 (3.1.3) 可 写 为 
Rw 一 Rous + Aguy = kTu yp. (3.1.6) 
对 于 真空 的 情况 , Tv = 0, (3.1.6) 简化 为 
Rw + Agu = 0. (3.1.7) 


这 一 方程 中 只 含有 gu 和 它们 的 导数 . 这 表明 , 和 的 值 只 能 由 整体 空间 的 几何 性 质 
决定 . 如 果 承 认 无 引力 场 时 , 空间 是 欧 几 里 得 的 , 那么 时 空 结构 就 必须 满 是 条 件 


Rvys = 0. (3.1.8) 
(3.1.8) 是 时 空 平 直 的 充分 且 必 要 条 件 . 此 式 应 导致 
Ry» = 0. (3.1.9) 


实验 观测 结果 表明 , 在 数 十 万 光 年 的 空间 范围 内 , (3.1.9) BASRA a Re 
的 . 在 太阳 系 内 的 实验 观测 就 更 加 准确 地 与 (3.1.9) 相合 . 于 是 可 以 断定 , 入 值 应 该 
等 于 零 或 极其 微小 . 

我 们 有 理由 认为 ,“ 没 有 物质 场 (Ta = 0) 的 空间 是 欧 几 里 得 的 ”这 是 小 范围 空 
间 内 的 经 验 概 念 , 可 望 在 更 大 的 空间 范围 内 会 与 欧 几 里 得 几何 有 偏离 ; 那 时 才 有 必 
要 考虑 场 方程 中 的 Agu, 一 项 (A 40). 因此 , 常数 和 称 为 宇宙 因子 . [A] = [L7], L 
为 宇宙 距离 , 数量 级 为 宇宙 半径 . 

方程 (3.1.6) 即 爱 因 斯 坦 引 力 场 方程 . 它 可 以 写 为 下 述 形式 : 


R pd pd ' Pd 
Ry — giu + Ap = kT, (3.1.10) 
R” 一 Zg + Ag”” = kTH; (3.1.11) 

或 者 注意 到 R= 4 一 kT, 有 

V Uv Vv T V 

R; +ô, =~ Th + gn , (3.1.12) 
T pd 

R” + åg" =k (re + zI ) ) (3.1.13) 
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3.2 牛顿 极限 


我 们 讨论 弱 引 力 场 的 情况 .在 线 元 ds? = gyudzr+dz” 的 表达 式 中 , Mc? = 
ct,t 为 时 间 坐 标 . 线 元 表达 式 右 器 各 项 中 , godz dx? E 2godz?dzx" 要 大 一 个 量 级 ， 
而 2gonda°da* 义 要 比 gkldT dz 大 一 个 量 级 ， 因此, 忽略 一 阶 小 量 时 有 ds? = 
goodz0dz0. 显然, 当 速 度 SS < c 或 者 dzk < odt 时 上 述 条 件 成 立 , 这 正 是 牛顿 极 
限 条 件 . 


在 短程 线 方程 
(3.2.1) 
(3.2.2) 
(3.2.3) 
(3.2.4) 
现在 取 参 量 入 为 时 间 坐 标 z?, 此 时 (3.2.4) 可 与 为 
一 2 
式 中 一 点 表示 对 z? 求 微 商 . 上 式 的 零 分 量 为 
d2z? /dzo\ 一 
#° + T gt if = — J2 (S) x 
但 是 t? =1,2°=0. RA 
d2z0 (dx \~* a: 
将 上 式 代 入 (3.2.4), 得 到 
iM + (Thy — Doge") 224° = 0. (3.2.7) 


由 于 2° =0 和 ji? = 1, 上 式 的 等 分 量 是 一 恒等式 , 因此 它 等 效 于 下 面 的 方程 : 


ït + (ig — TSi )i i? = 0. (3.2.8) 


Q 
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1 dz? 


Ve | pt 一 二 
注意 到 t - 


,有 Tig > Tat. 同时 , 考虑 到 2° > it, 上 式 最 后 简化 为 
ï = —T. (3.2.9) 


此 式 表 明 Tio 是 单位 质量 试验 粒子 所 受 的 牛顿 力 . 我 们 还 可 以 进一步 简化 Too 的 
KREA 


(3.2.10) 
(3.2.11) 
考虑 到 goo = 1+ p ERTIES U 表示 
ït = -5 a (3.2.12) 
i d’ gr’ OU 
2 = (3.2.13) 
KAR U 即 为 牛顿 引力 势 . 
下 面 讨论 场 方程 的 牛顿 极限 . 考虑 忽略 宇宙 项 的 场 方 程 
Rw =k (Bur — 5T Gu . (3.2.14) 
在 最 低级 近似 下 , 我 们 有 
T = Tug” ~ Tpu” 和 人 Toon” = Too (3 2 15) 
由 此 得 
Roo = k (Te 一 59007 ) 
=k (Te 一 30o7 ) 一 =kToo 
— kpo’, (3.2.16) 


式 中 p 为 引力 场 源 物质 的 密度 . Roo 的 渐 近 式 还 可 以 由 r7, 给 出 


_ Oly ON 
Or Ox? 


Roo + Ior h — TH To 
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~ OO re (3.2.17) 
AP V 为 三 维 拉 普 拉 斯 算 符 . 
比较 (3.2.16) 和 (3.2.18), 得 到 
V2U = kelp (3.2.19) 
将 上 式 与 牛顿 引力 场 方程 VU = 4rGp 比较 , 得 到 常数 k 的 值 
p = TC (3.2.20) 


cA 


至 此 , 爱 因 斯 坦 引力 场 方程 (3.1.3) 中 的 常数 4 Ak 均 已 确定 . 


3.3 ”关于 宇宙 因子 入 的 讨论 


起 初 爱 因 斯 坦 引 入 宇宙 因子 入 是 为 了 得 到 静态 宇宙 解 . 对 于 不 等 于 零 的 平均 密 
度 TY = pc? = const, \ 应 等 于 8nGp/c?. 后 来 发 现 了 红 移 , 爱 因 斯 坦 倾 加 于 入 = 0 的 
场 方程 . 1930 年 以 前 , 人 们 话 细 研究 了 A AO 的 宇宙 解 (静态 的 和 非 静 态 的 ). 但 是 
直到 1967 年 以 前 , 人 们 一 直 没 有 完全 确认 引入 宇宙 因子 入 的 必要 性 和 真实 性 . 1967 
年 , 类 星体 按 红 移 分 布 的 一 种 解释 指出 , 入 可 能 不 为 零 , 具有 量 级 A x 107° cm. 

至 今 , 上 述 解释 也 没有 被 完全 证 明 . 甚至 在 用 于 一 些 新 观测 到 的 类 星体 时 遇 到 
了 困难 . 但 是 另 一 方面 , 讨论 过 程 表明 , 简单 地 假定 入 = 0 也 没有 根据 , 大 多 数学 者 
不 认为 入 = 0. 可 以 预料 , 近 些 年 仍然 很 难 确定 和 值 或 它 的 极限 值 . 

宇宙 因子 有 什么 物理 含义 ? 为 什么 学 者 们 对 它 如 此 感 兴趣 呢 ? 

前 面 曾 指出 , 和 的 量 纲 是 [A] = cm-?2. 由 此 可 以 把 它 看 作 空 的 空间 (没有 物质 和 
引力 波 ) 的 曲率 . 而 引力 理论 把 曲率 和 能 量 、 动量 、 物质 压强 联系 起 来 . 在 式 (3.1.6) 
中 , 将 和 TB BIA m, 我 们 得 到 


1 
Ruv 一 Gut = kT 一 AGuv- (3.3.1) 


#0 意味 着 空 的 空间 产生 了 引力 场 . 它 相当 于 充满 整个 空间 的 物质 , 其 密度 为 


cA 


(3.3.2) 
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能 量 密度 为 


Ex = ——, (3.3.3) 


压强 为 
(3.3.4) 


对 于 入 107 cm-2, py, + 10778g - cm~? ex = 10~“erg - cm 3(lerg = 107'J). 

在 这 个 意义 上 , 可 以 说 真空 具有 能 量 密度 sx 和 压强 Py (HGR). 

这 里 应 指出 , 对 于 sx 和 py, 我们 做 了 这 样 的 假定 : 理论 的 相对 论 协 变性 不 被 
破坏 ; e、 和 Py 在 党 伦 效 变换 下 是 不 变 的 . 

上 述 各 量 在 基本 粒子 实验 和 原子 、 分 子 物理 实验 中 不 表现 出 来 . 进行 实验 的 局 
部 空间 中 的 真空 能 量 起 着 常数 项 的 作用 , 可 以 在 能 量 守 和 恒定 律 中 被 痪 挥 . 

ce, AP, 只 在 引力 现象 中 出 现 . 由 (3.3.1) 可 见 , 宇宙 项 在 场 方程 中 是 和 物质 
场 能 - 动 张 量 平权 的 一 项 , 它们 同样 作用 于 空间 . 因此 , 卡 文 迪 许 实验 原则 上 应 可 以 
用 来 发 现 和 测量 = 及 Py. 两 铅球 的 引力 取决 于 铅 的 密度 和 真空 的 密度 px(|pox| < 
10~*8g . cm~’), FAAP AY te Ae ERA BAR. 

实际 测量 e、 和 Py 是 不 可 能 的 . 无 论 用 实验 室 中 的 实验 、 观测 太阳 系 中 行星 的 
运动 , 还 是 观测 银河 系 中 恒星 的 运动 , 都 无 法 测 得 eA 和 Py 的 值 . 实际 上 ， EAMA 
中 , 在 半径 等 于 地 球 轨道 半径 的 空间 范围 内 , 物质 的 平均 密度 为 (p) © 107g cem 一， 
在 银河 系 中 为 10-24g .cm-3 p、 的 效应 均 无 法 观测 (可 忽略 不 计 ). 它 的 影响 只 能 在 
宇宙 尺度 上 表现 出 来 

关于 和 的 性 质 , 一 些 学 者 认为 , 确定 的 值 和 对 应 的 py. cr. Py 均 作 为 宇宙 
常数 , 不 再 作 进 一 步 的 解释 . 男 一 种 观点 是 假定 零 级 近似 : 入 = py = ea = Py = 0. 

下 面 我 们 先 回 顾 一 下 关于 真空 能 量 的 理论 发 展 , 再 说 明 关 于 建立 罕 宙 因子 入 的 
理论 的 一 些 观 扩 . 

第 一 批 关 于 电磁 场 量子 化 的 尝试 导致 了 真空 能 量 密度 无 限 大 的 伴 请 .真空 作 
为 所 研究 系统 的 最 低能 态 (例如 在 研究 电磁 现象 时 用 Maxwell 议程 组 表征 ), 粒子 
(如 光子 ) 是 基本 的 受 激 系统 . 类 似 于 量子 力学 中 原子 核 在 晶体 点 阵 中 运动 的 图 像 : 
基本 的 受 激 态 称 为 光子 (FT. BT); 在 晶体 的 基态 不 含有 光子 , WRA FR. 这 
个 状态 类 似 于 真空 . 晶体 基态 的 能 量具 有 完全 确定 的 值 , 是 可 以 测量 的 . 同一 元 系 
的 不 同 的 同位 素 , 其 基态 能 量 依赖 于 同位 素 原 子 气体 的 温度 . 在 最 简单 的 场 论 方案 
中 , 基态 具有 无 限 大 的 能 量 . 但 是 可 以 改变 一 下 理论 的 形式 , 使 得 目 由 场 的 目 由 态 
能 量 等 于 零 . 。 

在 经 典 Maxwell 理论 中 , 能 量 密度 等 于 s = 二 二 . BPE (Lifshitz) $ 


指出 , 不 存在 一 种 量子 电动 力学 理论 , 能 使 真空 中 E? 或 五 ”的 平均 值 等 于 零 (AE 
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何 很 远 并 且 不 存在 实 光 子 ). 因此 , 为 了 借助 于 通 利 的 算 符 乘积 来 构成 这 些 理论 , 使 
He s = 0, 怠 必 须 放 弃 e 与 场 强 之 间 的 经 典 关 系 式 . 

A fe Bt A 5 PPR EE AK ALE (Dirac) 电子 理论 给 出 的 . 负 能 态 被 充满 的 
思想 不 可 避免 地 导致 能 量 密度 具有 负 值 . 在 这 种 情况 下 , 也 必须 改变 原理 论 , 使 得 对 
于 无 相互 作用 的 真空 c TESTS. 但 是 不 能 保证 在 有 相互 作用 时 真空 能 量 仍 为 零 . 
按照 现在 的 理论 . 不 仅 实 粒子 之 间 在 在 相互 作用 . 而 且 虚 粒子 也 有 相互 作用 . 注意 
这 里 “相互 作用 ”一 术语 和 经 典 意义 上 的 不 同 . 在 经 典 物 理 中 谈 到 两 个 磁 撞 物体 的 
相互 作用 , 质子 和 电子 的 库仑 相互 作用 等 ; 在 量子 场 论 中 谈 到 4- 费 米 相互 作用 ( 当 
中 子 、 电 子 、 质 子 和 中 微 子 散射 时 ) 和 光子 -电子 相互 作用 (SS SE TA). 

众所周知 , 自由 电子 不 能 辐射 实 光 子 . 但 是 可 以 说 目 由 电子 重 射 然后 又 吸收 了 
虚 光 子 . 这 将 使 电子 的 质量 和 磁 矩 发 生变 化 , 正如 Lemb 实验 所 证 实 的 那样 .实验 
测定 电子 质量 的 变化 是 不 可 能 的 , 因为 不 可 能 测量 失去 虚 光 子 后 电子 的 质量 . 但 是 
电子 磁 窍 的 变化 却 可 以 测 出 来 . 

还 有 许多 类 似 的 过 程 , 例如 电子 对 (e+,e-) FER Pp ee AE K. 

现在 , 真空 的 组 成 和 性 质 的 理论 不 像 60 年 前 那么 简单 和 明显 . 

真空 能 量 理 论 的 第 一 个 可 能 方案 是 假定 在 没有 场 和 相互 作用 时 真空 的 能 量 恒 
STS; 当 它 们 存在 时 真空 的 能 量 不 等 于 零 . 引入 实 粒 子 时 它 应 等 于 一 个 附加 常数 . 
根据 这 一 方案 建立 的 粒子 理论 可 以 使 所 得 结果 不 依赖 于 未 知 的 (不 确定 的 或 无 限 大 
的 ) 真空 能 量 . 费 曼 正 是 这 样 做 的 . 他 把 跃迁 幅 4A1s( 真 空 加 始 态 1 的 粒子 一 真空 
MRA 2 的 粒子 ) 分 解 成 Av (真空 一 真空 ) 和 比值 A1s/Av WAR. 只 有 Ai2/Av 才 
是 与 实 粒子 相互 作用 对 应 的 真实 值 . 这 一 方案 使 真空 能 量 问 题 得 到 了 很 好 的 解决 ， 
但 是 这 一 方案 不 包含 引力 场 . 在 引力 理论 中 , 真空 的 能 量 密度 如 前 面 所 说 , 是 真实 
的 , 原则 上 可 观测 的 . 

在 粒子 理论 中 , 真空 能 量 理论 的 第 二 个 方案 , 即 公 理 式 的 方案 , 假定 真空 的 能 
量 密 度 和 相应 的 压强 恒 和 等于零. 

这 一 假定 只 能 作 一 种 可 能 性 提出 . 有 些 文献 中 出 现 这 样 的 断言 : 这 一 公理 是 必 
需 的 , 只 有 这 样 才能 与 相对 论 的 不 变性 相符 合 . 这 样 的 断言 是 不 正确 的 . 正如 表面 
指出 的 , 真空 的 压强 Py 和 能 量 密度 = 均 不 为 零 , 它们 之 间 的 关系 Py = —c, (HW 
方程 得 出 ) 具有 相对 不 变性 . 

我 们 指出 , 像 粒 子 理 论 一 样 , 原则 上 可 以 估计 sx 的 量 级 , 它 不 等 于 零 且 保持 相 
对 论 不 变性 . 这 里 应 注意 , 常常 在 研究 有 限 体积 V 内 的 能 量 E = ev NRE. 
真空 的 三 维 动量 已 PRESETS, 因为 真空 中 无 法 分 辨 方 回 . 能 量 和 动量 构成 四 维 天 
量 (E, P); 对 于 给 定 的 体积 , 这 4- 矢量 是 (E,0). 这 样 的 组 合 显然 不 是 不 变量 . 如 
果 不 假定 E = 0(e = 0), 在 另 一 相对 于 该 坐标 系 运 动 的 坐标 系 中 将 有 P 0. 错误 
发 生 在 选择 了 特殊 的 有 限 体 积 , 因为 这 违背 相对 论 不 变性 . 无 限 的 ( 非 局 域 的 ) 介 
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质 , 其 中 包括 真空 , 可 以 用 能 量 密度 表征 , 它 是 一 个 能 量 -动量 张 量 的 分 量 To, 此 张 
量 的 其 余 分 量 6(i = 1,2,3) 同时 描述 空间 的 能 流 和 动量 密度 . 能 量 - 动 量 张 量 的 分 
E T? 对 应 于 弹性 理论 中 的 张力 . 对 于 流体 (各 问 同 性 的 )TY = Pov. 

在 这 里 重复 这 些 众 所 周知 的 内 容 是 为 了 强调 , 问题 不 在 于 真空 是 否 具有 能 量 - 
JERE, 而 在 于 是 否 存 在 能 量 -动量 张 量 . 不 存在 具有 相对 论 不 变性 的 天 量 (CH 
大 小 恒 等 于 零 ). 但 是 完全 有 可 能 在 在 相对 论 不 变 的 张 量 . 在 洛 伦 效 系 中 , 这 一 张 量 


应 具有 形式 
1 0 0 0 


0 —1 0 0 
[Tuu] = const 1 9 110 (3.3.5) 


0 0 0 一 | 


而 这 正 是 在 AAO 的 情况 下 所 提 到 的 那个 张 量 . 人 们 没有 理由 先 验 地 排除 这 样 的 
与 真空 相 联系 的 张 量 . 

现在 仍然 存在 的 问题 是 : 

(1) 是 否 存 在 某 种 要 求 A AO 的 原理 ? 

(2) 我 们 是 否 应 该 把 和 看 作 新 的 独立 的 常数 ? 或 者 说 

(3) 能 否 由 其 他 的 普 适 常数 来 计算 和 尽管 只 是 量 级 )? 

下 面 我 们 试图 回答 第 三 个 问题 , 不 涉及 前 两 个 问题 . 这 一 回答 (根据 量 纲 和 量 
级 的 比较 ) 也 许 有 利于 构成 更 正确 的 和 最 终 的 理论 . 

”在 实验 物理 中 , 我 们 测量 (真空 + 粒子 ) 系统 和 单独 真空 系统 的 能 量 之 差 , 不 
等 于 零 的 e、 在 计算 中 被 消 掉 了 . 按照 真空 极 化 理论 和 量子 的 粒子 理论 所 作 的 全 部 
工作 都 是 这 样 的 . 

Be, 只 在 引力 理论 中 才 引 入 . 虽然 没有 精确 的 理论 , 但 是 我 们 可 以 借助 于 量 
纲 的 分 析 提 出 重要 的 设想 . 
二 本 粒子 理论 使 入 们 能 够 建立 具有 > 的 量 纲 的 量 .， 由 理论 基本 常数 可 以 构 


成 能 量 mo, KBE, 密度 (ZE) 和 e = me? x (ZE). 这 样 得 到 的 量 cy 明 


显 地 不 合用 . 因为 以 所 子 质量 代入 时 得 ce, = 1022erg . cm-3， 以 质子 质量 代入 时 得 
ENN 10*° erg cm~’. 这 些 数 值 远大 于 宇宙 学 中 假定 的 值 (es < 10- ‘erg cm7°). IE 
因为 这 样 , 物理 学 家 才 本 能 地 反对 AAO: 如 果 不 能 取 更 大 的 s( 相 应 地 取 更 大 的 
`), 则 什么 都 谈 不 到 . 

在 天 文学 家 的 影响 下 , 人 们 发 现 将 mc? (TE) 乘 以 一 个 表征 引力 的 无 量 纲 因 


Gm_ ,可 可 能 构造 出 一 个 合理 的 e、 这 一 表达 式 为 
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Gm? 1 h 
eo CE À e _ i e e 
入 A? MC (3.3.6) 


这 一 表达 式 可 以 解释 为 : 在 真空 中 产生 虚 粒 子 , 质量 为 m, 它们 的 平均 空间 距离 为 
A; 假定 它们 的 总 的 本 征 能 量 为 零 , 使 得 真空 的 总 能 量 密度 只 取决 于 相 邻 粒子 间 的 
相互 作用 . 对 于 m= me, 上 式 给 出 s = 107 terg- cm-3; 对 于 mm = mp, 上 式 给 出 
es = lerg .cm-3. 宇宙 学 所 假定 的 e、 值 介 于 二 者 之 间 . 

还 有 一 个 问题 , 人 们 常 说 AAO 意味 着 引力 子 具 有 不 为 零 的 静止 质量 ,这 似乎 
不 合理 . 我 们 知道 , 当 和 A0 时 , 即使 物质 不 存在 , 时 空 也 不 可 能 是 平 直 的 . MES 
曲 空间 中 引力 子 质 量 的 定义 是 不 明确 的 . 

宇宙 因子 项 如 果 不 等 于 零 , 它 的 数值 也 是 很 小 的 , 它 的 效应 只 在 宇宙 学 中 才 可 
能 出 现 , 这 一 点 是 无 疑 的 . 、 

关于 宇宙 常数 , 我 们 在 第 六 篇 3.8 节 和 第 九 篇 2.1 节 中 还 要 讨论 . 


3.4 引力 场 的 变 分 原理 


前 面 已 经 建立 了 爱 因 斯 坦 引力 场 方程 .本 节 将 由 引力 场 的 变 分 原理 得 到 这 一 
组 场 方程 . 为 了 使 所 得 到 的 场 方程 具有 协 变性 , 最 好 的 途径 是 由 变 分 原理 出 发 进行 
推导 . 在 许多 非 爱 因 斯 坦 引 力 理论 中 也 都 是 这 样 做 的 . 问题 的 关键 在 于 选择 适当 的 
YEH EZ B. 
引入 标量 沁 函 
I= 1+ Ij = [iL + L;)./—gd*z, (3.4.1) 


AF I, Al Ly RAS | A VER BAP H Pa, 六 和 Ls 分 别 表 示 除 引 
力 场 之 外 的 所 有 其 他 场 的 作用 量 和 拉 格 朗 日 函数 . Lo 和 Ly 的 表示 式 取 为 


L =R, Ls =—2kLy, (3.4.2) 


AP k 为 爱 因 斯 坦 引 力 常 数 ,大 = 8xG/ct. 
变 分 原理 表示 为 
ôI =0. (3.4.3) 


首先 计算 SI. 


一 | 、 /—gg"” òR dtz + | Rvo(V —ggt”)d*x. (3.4.4) 
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为 了 求 出 SR 采用 短程 线 坐 标 系 . 此 时 有 


= (7%,);,s — (HT);w. (3.4.5) 


在 上 式 中 , 注意 到 Ora) 是 张 量 . 这 是 一 个 张 量 方程 , 因此 , 它 在 任何 参考 系 中 的 
任何 时 空 点 都 成 立 , 不 局 限于 短程 线 参考 系 . TER (3.4.4) 右 端 第 一 项 的 被 积 式 可 


(3.4.8) 


此 式 由 高 斯 定理 化 为 沿 系统 边界 面 的 面积 分 . 在 系统 边界 面 上 òg (从 而 SrX,) 为 
F, 因此 上 式 等 于 堆 


| V—gg* Ryd? x 一 0). (3.4.9) 


(3.4.4) 右 端 第 二 项 为 
| Rw 8(V=99" ar = | =5Rwagwatz+ | RevgwiV=5d' 


一 | VOR dota + | R&./—gd*z. (3.4.10) 
其 中 右 端 第 二 项 中 8V=5 可 由 行列 式 性 质 得 到 
8/9 = —= 89 = — = V~ 996g. (3.4.11) 
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于 是 有 
| Ra(V G9") - [v= (Ru — 591R) Sg” dt, (3.4.12) 
将 上 式 和 (3.4.9) 代入 (3.4.4) 得 
ôI, = ò | V=9Rd‘2 = | VZJ (Ru — 9mR) bgt’ diz. (3.4.13) 


下 面 计 算 除 引力 场 以 外 的 其 他 场 作用 量 OI; 的 变 分 57. 由 (3.4.1) 和 (3.4.2) 知 
57 = _2K8 | J=gL pate. (3.4.14) 


由 变 分 学 可 知 , 对 于 泛 函 


I = [FCM thay TTT, °° dT, (3.4.15) 
其 变 分 表示 为 
ÒI =| T ag + IAA + TA bq, 十 … 


式 中 各 变 分 导数 表示 为 
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上 式 第 一 项 代入 (3.4.19) 化 为 沿 系统 边界 面 的 面积 分 , 等 于 零 (因为 边界 面 上 dg" = 
0). 将 上 式 第 二 项 代入 (3.4.19) 得 


(3.4.21) 
(3.4.22) 
(3.4.23) 
(3.4.24) 
& 51 = 0, 考虑 到 òg” 的 任意 性 , 得 到 
Ry 一 guu R = kT pv. (3.4.25) 
如 果 在 作用 量 了 上 中 引入 宇宙 作用 量 
D = e| Zdr, (3.4.26) 
式 中 ec 为 一 待定 常数 . 则 有 
oly, = 5 | gagwV=5d'z 
此 时 由 òl + Jy + I)) =0 得 
Ry — gu R + Aguy = kT pv, (3.4.27) 


式 中 入 = 5, 此 即 含 宇宙 项 的 爱 因 斯 坦 引力 场 方程 


3.5 引力 场 中 的 Maxwell 方程 


根据 广义 协 变 原理 , 我 们 可 以 将 狭义 相对 论 中 四 维 形式 的 Maxwell 方程 推广 
到 弯曲 空间 . 原则 上 讲 , 只 要 将 普通 导数 换 为 协 变 导数 即 可 . 
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当 电 磁场 存在 时 , 因为 它 属 于 引力 场 以 外 的 物质 场 , 它 应 影 啊 时 空 几何 性 质 , 电 
磁场 的 能 量 -动量 张 量 作 为 引力 场 方程 中 Ti 的 一 个 组 成 部 分 , 应 以 明显 形式 给 出 . 
我 们 仍 从 变 分 原理 出 发 

如 果 除 引力 场 之 外 只 有 电磁 场 存在 , 则 由 狭义 相对 论 推广 到 达 曲 空间 的 情况 ， 


(3.4.14) 中 的 Ly 应 具有 形式 
1 1 


L; = -——F,,, F"” + -JHA, + Le, 3.5.1 
f 167 H + C H + Le ( ) 


AP JY 为 四 维 电 流 密度 , Le 为 电荷 对 Ly 的 单独 贡献 . 现在 考虑 纯 电 磁场 的 情况 ， 


即 上 式 后 两 项 为 零 : 


1 
Ly = —-— F, , F”. 3.5.2 
f 16x H ( ) 


注意 到 Faw 一 人 wy 一 Anw, 可 知 (LrV—9) 只 是 Du 和 A, 的 函数 . 
首先 , 保持 A, PE, 对 gu 求 变 分 . 此 时 Fu = const, 而 FH # const. 我 们 
得 到 


Aguv 167 Aguy 
1 OV 一 9 
— — ap Ba /一 一 ap 5B §o Bo 5a sp 
167 ab E po lo g Aguy + g(g Vee tg H V | 
1 OvV—g 
= — — | FoF 2./—gFuc FS |, 3.5.3 
16x ( P Oghv t oe z) (3-5.3) 
oni OV 1 1 0 1 
—g g 一 一 
I —— — — = — — y 3.5.4 
Og 9 一 0 Oghy 9 ggu ( ) 
最 后 得 AL, 
—GLf) Vv 9 aß o 
v = VI (<9 FF PF 3.5.5 
OgtY Qn (Zor h, p H ) ( ) 
令 A 


此 式 正 是 狭义 相对 论 中 对 应 式 的 推广 . 将 (3.5.5) 代入 ôI = ôl + 1;) = 0, 便 得 到 
Einstein-Maxwell 方程 
Ry — 29u R = kEyp. (3.5.7) 


WE Ev eS: 
E = EX = g% Ezo = 0. (3.5.8) 


将 (3.5.7) 缩 并 得 R = —kE, 所 以 R = 0, (3.5.7) 简化 为 


Ry = kEy. (3.5.9) 
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上 式 是 只 存在 电磁 场 时 的 爱 因 斯 坦 引 力 场 方程 . 
有 电荷 存在 时 , 作用 量 应 增加 一 项 . 对 于 电荷 为 e 的 单个 粒子 , 增加 的 一 项 为 


le = -e | A„dz”dr = -e | A,u”dsdr, (3.5.10) 


为 了 避免 奇 点 , BATT ee ESE) NTL. eR A i. 
在 每 一 点 z+, 有 速度 矢量 巡 ( 可 有 一 因子 与 之 相 乘 ).， 我 们 总 可 以 确定 一 逆 变 和 天 量 
密度 T+ 它 与 ur 同方 网 , 并 使 


dr dr dr? (3.5.11) 
表示 某 一 体 元 Ba 内 的 电荷 , 而 使 

idr dx* dr? (3.5.12) 
表示 时 间 间 隔 de? 内 通过 面 元 dz2dz3 的 电量 . 由 于 电荷 守恒 , 于 是 有 


FH =Q. (3.5.13) 


设 一 电荷 元 由 位 置 z+ BIME z+ + ht, hr 为 一 阶 小 量 . 我 们 要 确定 给 定点 
r” 处 Fe 的 变化 . 

首先 考虑 h = 0 的 情况 . 在 一 三 维 体积 V 内 , 电荷 的 增 量 等 于 通过 V 的 界面 
流出 的 电量 的 负 值 : 


J| 7° dz dz*dz* = -| T° h'dsi, (3.5.14) 
V S 


AF S 为 Y 的 界面 . 根据 高 斯 定理 , 可 以 把 上 式 右 端的 面积 分 换 成 体积 分 . 于 是 
得 到 
ÒT? = —(F°h") i. (3.5.15) 


下 面 将 (3.5.15) 推广 到 ho AO 的 情况 . 我 们 注意 到 , WR h 正比 于 Z., 则 
物质 元 沿 其 世界 线 移动 , 从 而 F+ 不 变 . 这 样 , 上 式 应 推广 为 


87° = (Fh? — Jh’); (3.5.16) 


这 是 因为 当 ho = 0 HERS (3.5.15) 相合 ; 而 当 h 正比 于 F. 时 ， 上 式 给 出 
67° = 0. 对 于 F+ 的 其 他 分 量 有 相应 的 式 子 , 所 以 可 与 为 


5I! = (I ht — F*hv), (3.5.17) 
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BT’ 是 连续 市 电 物质 流 作 用 量 中 的 基本 变量 . 经 过 变 分 和 适当 的 分 部 积分 运算 
后 , 令 h 的 系 煞 等 于 零 , 便 给 出 电荷 的 运动 方程 
对 于 市 电 物质 连续 分 布 的 情况 , 带电 粒子 的 作用 量 (3.5.10) 应 与 为 


Ie = — | T° A,utda'da*da*ds. (3.5.18) 


引进 度 规 时 可 令 
J” = peu y —g, (3.5.19) 


AF pe 为 一 标量 , 表征 电荷 密度 . 于 是 (3.5.18) BA 


I, = — | oe Auu” VGdr dr drsds 


=- E Zndzldz2dz3ds (3.5.20) 
由 此 得 
ôI = — |{9r84, $A, (TUM — TH’) }dta 
_ | {—peu/=98A, + Anv( I ht — F#h”)}d4a 
— | pe(—u8A,, + Fu ht)V -gd (3.5.21) 
代入 变 分 原理 
ôr = 8(Ip + Iem + I) + Ie + Im) = 0. (3.5.22) 


式 中 括号 内 各 项 分 别 表示 引力 场 、 电 磁场 、 真 空 场 、 电 和 荷 和 物质 场 的 作用 量 , 我 们 可 
以 得 到 上 述 各 类 场 和 引力 场 相互 作用 的 方程 . 为 此 , 将 前 面 得 到 的 S19, SIem, ÒI, SI。 
和 SIy[ 即 (3.4.23)] 代入 (3.5.22), 并 注意 到 (3.5.17), 然后 分 别 令 8gu Ap 和 hr 的 
RAAF. 

(1) 8g 的 系数 为 零 给 出 


Ri — =9uvR+Aguy 一 大 (To + Epo). (3.5.23) 


AREA ERANA FE H Einstein-Maxwell 方程 , AmE Ty, 表示 物质 场 
的 能 量 -动量 张 量 . 


(2) dA, 的 系数 为 零 给 出 


— peu" + FY =0. (3.5.24) 
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由 (3.5.19) 可 知 peut = J! 为 电流 密度 矢量 , 因此 上 式 即 为 引力 场 中 的 Maxwell X 


程 
F# = Je. (3.5.25) 


至 于 为 一 组 Maxwell 方程 , 很 容易 由 Fu 的 反对 称 性 得 到 . 实际 上 , 由 Fu = -Fop 
Ale = Th 得 到 


pr 
将 这 三 个 等 于 零 的 式 子 与 狭义 相对 论 中 对 应 的 方程 
Fu: + Fy: + Fy pv = 0 (3.5.26) 
相 加 , 便 得 到 
Fav: + Fvaip + Papp = 0. (3.5.27) 


这 就 是 男 一 组 Maxwell 方程 (在 引力 场 中 ). 
(3) 式 (3.5.23) 中 的 连续 物质 的 Ti, 可 由 与 引入 Fe 类 似 的 过 程 引 入 pr 而 得 
到 ( 零 压 情况 ), HRA 
Ty = pupur. (3.5.28) 


此 时 ne 的 系数 为 零 给 出 
Pup: U” + peFyvu =), 


即 
—pPUyyt’ + Fu J” =0. (3.5.29) 


式 中 第 二 项 给 出 洛 伦 效力 , 它 使 物质 元 的 运动 偏离 短程 线 . 
方程 (3.5.29) 也 可 由 守恒 定律 得 到 . 即 由 


(putu” + BP’), =0 (3.5.30) 
导出 . 由 于 
Ey =F" Fav + Fv Fa- =o FP Fopy 
= F" Fav + <9" FY? (Foo — Fpv;o — Fvo;p) 
— Fra, 
我 们 得 到 


u” (pu”); + putus, — F” Ja = 0. (3.5.31) 


3.6 物质 的 运动 方程 和 物质 场 的 能 量 -动量 张 量 . 87 - 


ERRU u, AF, 并 注意 


UpU.g 一 0, (3.5.32) 
得 到 
(ou );v = —F*°u, Jo = 0. (3.5.33) 
这 里 用 了 条 件 Ja = peta, Bl Ja 与 ua 同一 方 同 . 将 (3.5.33) 代入 (3.5.31), 便 得 到 
(3.5.29). 


在 这 里 , 我 们 选择 自然 单位 制 (c= G = 1). 


3.6 物质 的 运动 方程 和 物质 场 的 能 量 -动量 张 量 


当 电 磁场 不 存在 时 , 爱 因 斯 坦 引 力 场 方程 可 写 为 (对 于 零 压 流体 ) 


ji 
Rv 一 z Im kt = 80 pUpUv. (3.6.1) 


从 方程 (3.6.1) 可 以 导出 物质 守恒 方程 和 物质 运动 方程 一 一 短程 线 方程 . 为 此 , 将 
方程 两 端 求 协 变 黎 度 , 得 到 


(puu); = 0, 
Bp 
u” (pu”); + puul, = 0. (3.6.2) 
EARL u, AF, 注意 到 uput = 0, 得 到 
(pu”)., = 0, (3.6.3) 
此 即 物质 守恒 方程 . 将 此 式 代 回 (3.6.2), 便 得 到 短程 线 方程 : 
uut = 0. (3.6.4) 


这 就 是 说 , 对 于 一 个 物质 元 , 把 真空 引力 场 方程 应 用 到 该 物质 元 的 周围 空间 , 则 其 
运动 锌 约束 在 一 短程 线 上 

由 场 方程 可 以 导出 场 源 的 运动 方程 , 或 者 说 , 场 方程 中 包含 了 场 源 的 运动 方程 ， 
这 是 引力 场 特有 的 性 质 . 

电磁 场 不 具有 上 述 性 质 . 由 电磁 场 方程 


KPA BUS, 注意 到 Fev = Fre, 得 到 


JË =0, (3.6.5) 
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这 是 电荷 守恒 定律 . 由 此 可 见 , 电磁 场 方程 本 身 只 包含 场 源 的 守恒 律 , 与 场 源 的 运 
动 方程 无 关 . 这 表明 , 在 电动 力学 中 , 可 以 在 满足 守恒 律 的 条 件 下 任意 给 定 场 源 (E 
荷 ) 的 分 布 和 运动 来 求解 场 方程 . 而 在 引力 理论 中 , 引力 场 源 (物质 系统 ) 的 运动 广 
程 必 须 与 引力 场 方程 同时 求解 

下 面 我 们 给 出 几 种 场 源 物质 的 能 量 动量 张 量 的 具体 形式 . 

各 向 同性 理想 流体 的 能 量 -动量 张 量 与 狭义 相对 论 中 的 形式 相同 


Tuv = (P + p)Upty — pgp; (3.6.6) 


AF p 表示 随 动 坐标 系 中 的 能 量 密度 , p 是 压强 . WRA p 表示 质量 密度 , A 
内 能 项 pr 
在 随 动 坐 标 系 中 , 流体 的 动量 和 能 量 流 均 为 零 , 所 以 


To, = Ta = 0. (3.6.7) 
由 于 压强 各 向 同性 , 故 有 
TY = TOY. (3.6.8) 
FE T, 具有 简单 形式 
p 0 0 0 
Twl=| 7? | (3.6.9) 
0 0 0 p 


沿 oc 轴 正 方 同 以 光速 运动 的 相对 论 粒 子 , 其 能 量 - 动 量 张 量 可 与 为 


pp 0 0 
_| pp 9 1 
Tu] = 1 0 0 0 (3.6.10) 
000 0 
上 述 粒子 沿 z 轴 反 方 问 运动 时 , 其 能 量 -动量 张 量 可 与 为 
p -p00 
{|æ p00 
Tu] = > 0 o0 (3.6.11) 
0 0 00 


所 有 方 问 的 粒子 流 登 加 , 便 得 到 相对 论 气体 的 能 量 -动量 张 量 (p = p/3). 
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在 党 伦 效 系 中 , 沿 z = r AWARD (Hy = H, = F; = 0) 的 能 量 -动量 张 
量 可 与 为 


p 0 0 0 
0 -p 0 0 
Ty] = P (3.6.12) 
0 0 p 0 
0 0 0 0 


此 式 是 (3.5.6) 的 特殊 情况 . 式 中 p = E, 为 能 量 密度 . 沿 = 轴 方 向 作用 有 负 压 力 


(ma = —p) 沿 y WA z 轴 作 用 有 正 压力 (p)， 如 果 场 强 是 沿 着 一 个 确定 的 轴 , 而 
是 任意 的 , WT. 中 会 有 不 为 零 的 对 角 元 素 . 但 是 它 的 迹 Zi( 在 直角 坐标 系 中 等 于 
-Tii 一 Tz 一 T33) 保持 不 变 . 

对 于 纯 磁 场 , 将 能 量 -动量 张 量 按 最 大 不 均匀 程度 取 平 均 , 我 们 得 到 


p 0 0 0 
Tu] = (3.6.13) 


0 0 0 p/3 


即 纯 磁 场 平均 地 看 类 似 于 气体 , 它 具 有 特殊 的 态 方 程 p = p/3. 我 们 重新 得 到 了 前 
QW BGR. 


3.7 Lie 寻 数 和 时 衬 的 对 称 性 


对 于 坐标 变换 z r, 度 规 gu (z) BEA gl, (a). WR gi,(z) 作为 z 的 函数 的 
形式 与 gi,(z') 作为 r 的 函数 的 形式 相同 , 则 将 g (x) 中 的 换 为 z 时 , 所 得 于 
数 Iu (x) 便 与 gu (x) 相等 了 


Juu (T) = Juv (T). (3.7.1) 


如 果 对 于 所 有 点 x”, (3.7.1) 均 成 立 , 则 称 度 规 gj,,(z) 对 于 坐标 变换 z 一 x' 是 形式 
不 变 的 (注意 上 述 条 件 与 标量 的 变换 条 件 不 同 ). 
在 任 一 所 x’, 度 规 的 变换 式 为 


, Ox* LT 
Juu (T) 一 OT Or gao (T), (3 7 2) 
Ar’ Dr/a , , 
guv(7) = Bn Bm 0 (7 ) (3.7.3) 
将 (3.7.1) 代入 得 
Ax! Ar! 
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满足 (3.7.4) 的 变换 称 为 等 度量 变换 . 

在 时 空中 同一 点 , 可 以 用 两 个 坐标 系 z+ 和 z4% 来 描述 . 例如 , 在 Minkowski 时 
宇 中 的 每 一 点 , 既 可 用 z+ = (ct, x,y, Z) 描述 , 也 可 用 球 坐 标 x = (ctr, 0, 内 Tad. 
两 坐标 之 间 有 确定 的 变换 关系 . 本 节 中 我 们 引入 一 种 本 质 不 同 的 坐标 变换 ， 从 而 引 
入 Lie 导数 的 概念 , 以 便 用 来 讨论 时 空 的 对 称 性 . 

条 件 (3.7.4) 对 函数 z+ = z*(z) 是 一 个 很 复杂 的 限制 . 为 了 使 其 简化 , 我 们 讨 
论 特殊 情况 . 考虑 一 坐标 变换 


Tr = T” (e€; 1x), (3.7.5) 


式 中 
r” = T” (0; x), (3.7.6) 


ce 为 一 参量 . AE (3.7.5) 表示 变换 xz 一 3 的 一 个 单 参量 族 . 

设 时 空中 有 一 点 P, 以 坐标 ct 标志; ANS PRE A RQ, 以 坐标 
zr 标志 .z+ 和 z+ 属于 同一 坐标 系 . 因此 , 变换 (3.7.5) 表示 一 个 时 空 映射 (向 自身 
的 ). 

再 考虑 (3.7.5) 的 一 个 特殊 情况 一 一 无 穷 小 变换 


A 


ZP = g” 4 c€4(xr) lel <1. (3.7.7) 


这 便 是 一 个 无 穷 小 映射 . AF e 是 一 个 无 穷 小 参量 , E+(z) 是 一 个 逆 变 天 量 场 .E+(z) 
H FAME: 


e=0 

考虑 同一 时 空中 一 个 张 量 场 T(z). 在 点 Q(z"), 我 们 可 以 用 两 种 不 同 的 方法 确 
ERWE T KWE. KA, 有 坐标 系 z+ 中 , A T 的 值 T(z). 为 一 方面 , Ai hee 
换 的 方法 得 到 zr RP T H T(z). 这 样 , 在 坐标 为 Zr 的 点 Q, KET 有 两 个 不 
ARE. 二 者 之 差 便 给 张 量 了 的 Lie 导数 的 概念 . 

下 面 分 别 给 出 标量 场 、 矢 量 场 和 张 量 场 的 Lie 导数 . 


1. 标量 场 (x) 
EA Q, o 的 值 为 oD. 可 将 oT) 在 z+ 处 按 s ERNER 


AE) = bla + £) = pla) +e Per. (3.7.9) 
Fy Fi Wl, 按 定 义 , 标量 函数 9 在 坐标 变换 下 是 不 变 的 , 即 
$F) = ¢(z), (3.7.10) 
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式 中 ¢ 是 定 值 在 点 Q 的 一 个 函数 , 其 坐标 为 z+; 而 $ 是 定 值 在 点 P 的 , 其 坐标 为 


标量 函数 的 Lie FARE Lole), 其 定义 为 


Leo(xz) = Lim 9T) — H(t) (3.7.11) 


Lola) = E (1) OH (3.7.12) 


即 函 数 o 的 Lie 导数 恰 为 矢量 ca 和 o 的 梯度 的 标量 积 . 
还 可 以 用 另 一 途径 给 出 标量 函数 o 的 Lie 导数 . 我 们 认为 所 有 函数 都 定 值 在 
点 P. 这 时 函数 6(Z) 展开 为 


= $(x) + EEF (1) Ane + o(e”). (3.7.13) 
将 (3.7.10) 代入 得 
plz) — (x) = c2 (x) eee) + o(e?). (3.7.14) 
于 是 有 
Lola) = Lim LO 2O) L ge (g) hE) (3.7.15) 


在 引力 场 中 , BAN WIAA SBS EAP Se. 注意 到 O(a) 的 是 标 
BAW, 上 式 可 下 接 写 为 


Leplae) 三 上 (zjlb zjjia. (3.7.16) 
按照 标量 函数 Lie 导数 的 定义 式 , WIKE T 的 Lie 寻 数 定义 为 
-ZeT(Z) = Lim T(z) - T(z) (3.7.17) 
下 面 讨论 矢量 和 二 阶 张 量 的 Lie 导数 表示 式 . 
2. HRKEY A" 
对 于 无 限 小 坐标 变换 (3.7.7), 矢量 AY 按 下 式 变 换 : 
A! (Zz) = CT Ma) (3.7.18) 
FH (3.7.7) 得 _, ， 
or” 一 OH 十 -Ce (3.7.19) 
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代入 (3.7.18) 得 per 
AH (E) = A" (x) + eA*(z) Fs (3.7.20) 
将 AH (T) 在 后 z+ 展开 
AH (Z) = A(x) + et°(7) a + o(e2) (3.7.21) 


式 中 所 有 函数 都 定 值 在 P A. 由 此 得 
A” (x) 一 A(z) OAr alda 


GA = Lim ————— = E a - Ata. (3.7.23) 
上 式 中 的 偏 导 数 可 代 之 以 协 变 导数 
Le AY = E% Al, — AME. (3.7.24) 
3. HRKEY A, 
按照 同样 的 方法 , 我 们 有 
A,,(Z) = oo Aa (2) (3.7.25) 
将 (3.7.7) 对 Z 求 导 得 aa” get 
oy = age + oR 
代入 (3.7.25), 得 到 
A,,() = A, (£) — €Ag(z) ae) + o(e”) (3.7.26) 
将 A(z) 在 P 点 展开 
A (Z) = A, (x) 十 etc(z) PAu) + o(e?) (3.7.27) 
比较 (3.7.26) 和 (3.7.27) 得 
A,,(x) = A,,(x) —é (05 +E” at | + o(e*). (3.7.28) 
按 定义 (3.7.17) 有 
LeAy = E° aot + Ae (3.7.29) 


上 式 中 的 偏 导数 可 代 之 以 协 变 导 数 , 我 们 最 后 得 到 协 变 矢量 的 Lie 导数 
L; Ay = E” Apa + Aak, (3.7.30) 


3.7 Lie 导数 和 时 空 的 对 称 性 


对 于 二 阶 逆 变 张 量 T”, 类 似 地 可 以 得 到 


我 们 可 以 将 上 二 式 中 的 侦 寻 数 代 之 以 协 变 导数 


4g OT yw OE 
elw =§ Ox? t tpa DZ 
OTHY OE” 

Puy fo = pHa 
Zé $ Or t Or 


Lely 一 ES Tv:a 十 Topak: 


+ Tovey» 


LTH” — ETH o TPE, o TOV EH. 
对 于 度 规 张 量 场 , 由 上 二 式 可 得 


5. 矢量 和 张 量 的 积 
可 以 证 明 , 矢量 和 张 量 的 积 的 Lie FAME PA: 

L(AT) = ALT + (ZANT. 
作为 例子 , 我 们 计算 Le(A°% Tap). 
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(3.7.31) 


(3.7.32) 


(3.7.33) 


(3.7.34) 


(3.7.40) 
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6. 标量 密度 (W = 十 1) 
设 4 为 标量 , 则 其 密度 为 


or = STJA. 
将 AT ER z+ 展开 , 得 到 
A (T) = A(x + ct) = A(z) + cea OF + o(e?). (3.7.41) 
另 一 方面 , 函数 oe 的 变换 为 
A (Z) = /-G(2)A(2) = V-9G(@)A(2) (3.7.42) 
2 
由 了 = |=) g, 可 将 上 式 写 为 
~ Ox Ox 
A(T) = |5| V—9(2) A(z) = | am (2) (3.7.43) 
又 由 (3.7.7) 可 得 ， ， 
= = 0 一 a +o(e°), (3.7.44) 
从 而 有 5 jen 
= ] — SE + o(£°). (3.7.45) 
将 上 式 代 入 (3.7.43) 得 
A (Z) = AÁ (x) — cat (2) + o(e*). (3.7.46) 


LED = lim 一 一 El —— + GF 一 一 . (3.7.47) 


我 们 可 以 将 上 式 中 的 偏 导 数 改 写 为 协 变 导数 


LEA = EA. A Ea (3.7.48) 


3.8 Killing R & 


从 本 节 开 始 , 我 们 应 用 Lie 导数 的 概念 讨论 度 规 张 量 的 对 称 性 , 即 讨论 时 空 的 
对 称 性 . 
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我 们 已 经 谈 到 了 等 度量 变换 (3.7.2) 或 (3.7.1), 按照 Lie 导数 的 定义 , 无 穷 小 变 
换 
T= TÄ + cE" (3.8.1) 


为 等 度量 变换 的 条 件 即 度 规 张 量 的 Lie 导数 等 于 零 . 此 时 由 (3.7.38) 有 
Cus + Ej:v = 0. (3.8.2) 


度 规 张 量 qiv(z) 在 变换 (3.8.1) 下 是 形式 不 变 的 , 这 就 是 说 时 空 映 射 为 其 自身 . 这 
种 映射 称 为 共 形 映射 . 

可 以 看 出 , 方程 (3.8.2) WA Eul) FE, 是 时 空中 存在 共 形 映射 的 条 件 . 方 
程 (3.8.2) 称 为 Killing 方程 ; 它 的 解 &(z) 称 为 Killing KB. 当然 , 给 定 一 时 空 ， 
Killing 方程 不 一 定 有 解 . 没有 对 称 性 的 时 空 , 此 方程 无 解 . 

一 般 地 说 , 如 果 存 在 Killing 矢量 , 即 Killing 方程 有 解 , 则 对 应 的 时 空 具有 确 
定 的 对 称 性 . 

Killing 方程 (3.8.2) 是 对 时 空 的 很 强 的 约束 条 件 . 由 这 一 方程 , 我 们 可 以 从 总 
和 上 的 给 定 值 来 决定 整个 函数 &,(z). 下 面 我 们 论证 这 一 所 . 

RE E, 的 两 次 协 变 导数 的 对 吻 式 为 


Ep;p;o — Susosp = RupoS;r- . (3.8.3) 
将 上 式 脚 标 作 两 次 循环 , 并 将 所 得 二 式 与 上 式 相 加 , 得 到 E, 须 满足 的 式 子 
Ep;p;o — Epsoip + Somo — Epipso + Epon — Sopu = 9. (3.8.4) 
将 Killing 方程 (3.8.2) 代入 上 式 得 
Euipio — Susp — Sopy = O. (3.8.5) 


于 是 (3.8.3) 可 写 为 
éo;0 = R por. (3.8.6) 


此 式 表 明 , 在 某 一 给 定 的 点 z, 一 旦 给 出 E (z) 和 él), 便 可 求 得 C(x) TER T 
处 的 二 阶 导数 值 . 再 对 (3.8.6) 求 导数 , 可 继续 求 得 El) 在 1 的 高 阶 导 数值 . 这 样 ， 
E (x) FEZ 点 的 各 阶 导数 值 均 可 表示 为 € (2) 和 £l) 的 线性 组 合 . TEER zH 
邻 域 内 可 将 函数 £ (zx) 表示 为 (z* — 2) 的 泰勒 级 数 . 即 任 一 度 规 gulr) 的 Killing 
REE (cz) 可 以 与 为 


En (x) = Mp (2; £)EX(£) + Ng” (x; 3)é%,, (2). (3.8.7) 
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AP M 和 NOY 是 度 规 和 z 的 函数 , 但 不 含有 6) (2) 和 élt), 因此 它们 对 于 所 
有 的 Killing 矢量 都 是 相同 的 . 这 就 是 说 , 所 有 Killing RÆ £ (xr) 部 可 由 任 一 给 定 
FA TZ 处 的 zp(z) 和 &j,、(z) 值 唯一 确定 . 

下 面 我 们 讨论 N 维 空间 中 最 多 能 有 多 少 个 Kiling RE. 考虑 一 组 Killing R 
量 E(x), 其 中 n 表示 序号 , 从 1 取 到 M( 即 共有 M ARE). 对 于 每 一 个 n, 显然 
A N 个 独立 的 Erla). 注意 到 式 (3.8.2), 知 E7., (2) 和 Er (2) 不 是 独立 的 . 因此 , 独 
立 的 量 1.,(z) 的 个 数 等 于 | 


Cy, = VCN — 1). (3.8.8) 


AF C2 表示 从 N 个 元 素 中 任 取 2 个 的 组 合 数 ， 这样, ÆA (3.8.7) WE mA 


N + Z (N — 1) = =N(N +1) 个 独立 的 项 En (z) 和 E, (Zz); 只 能 组 成 =N(N +1) 


个 独立 的 Killing se E; (£). ZERIAN 妨 把 én (T) 和 ER, (z) 看 作 这 M AREE 


SN(N +1) 维 空间 中 的 分 量 . 如 果 M > SN(N+ 1), 则 这 M 个 矢量 不 可 能 是 线性 


独立 的 所 以 它们 必须 满足 关系 式 
(3.8.9) 


Cr€" (x) = 0, (3.8.10) 


所 以 它们 不 是 独立 的 Kiling 矢量 . 至 此 , 我 们 证 明了 一 个 定理 : EN SB PR 
多 能 有 = NV(N+IT) 个 独立 的 Killing RÆ. 这 里 独立 的 矢量 定义 为 不 满足 任何 常 
系数 线性 关系 (3.8.10) 的 矢量 . 


根据 这 一 定理 , 四 维 时 空 最 多 能 有 10 个 Kiling RKB. 下 面 我 们 将 求 出 四 维 
Minkowski 平 直 时 空 的 Killing RÆ. 这 时 go = nw, 


1 0 


Nur] = E (3.8.11) 


0 —1 


将 上 式 代 入 Killing AF (3.8.2) 并 取 u,v = 0,1,2,3, 得 到 四 个 方程 


Ofo _ 98: 0 _ ca_ | (3.8.12) 


ðr? ðr! Oz? OES 


和 为 外 六 个 方程 
Oo 0&; 


T= 一 2 (3.8.13) 


3.8 Killing R 量 | . g7 . 


(3.8.14) 


£2 一 fo(x°,x', 2°), E3 — €3(x°, xt, 27). (3.8.15) 


方程 (3.8.13) 的 左 端 不 含 2°, 而 右 端 不 含 zi(i = 1 或 2,3), PRO Pa A SE 
数 . 同 理 , (3.8.14) 两 端 也 都 必须 等 于 常数 . 于 是 (3.8.13) 和 (3.8.14) 的 解 具有 形式 


MED 一 oy + Çu- (3.8.16) 


(3.8.17) 
EH (x) = n” E (x) = aÑ rò + G". (3.8.18) 
式 中 
at 一 nr’ AvA, CF 一 nr’ Cp. (3.8.19) 
上 式 可 写 为 矩阵 形式 
3 QO aol 2 63 z? C0 
4 o CQ01 0 一 CQ12 Q31 x Ç? 
£2 ap. Qi2 0 _ 23 72 + (2 . (3.8.20) 
é° Q03 —@31 23 U r? (3 


上 式 明 显 地 给 出 了 Killing 矢量 的 几何 意义 . 矢量 CH 显然 描述 Minkowski 空间 
中 沿 oh 轴 的 平移 . 它们 是 Poincare 群 之 平移 子 群 的 无 限 小 生成 元 , 是 Minkowski 
平 直 空间 的 对 称 群 .另外 6 个 参量 a, 显然 描述 平 直 空 间 中 的 6 个 Lorentz 转 
动 . 它们 中 每 一 个 描述 一 个 三 维 转动 或 者 一 个 均匀 的 Lorentz 变换 (FAR). HH 
003,031 和 ay 分 别 描述 绕 zi(i = 1,2,3) 轴 的 三 维 转动 , WOAH RMA 


000 0 0 0 00 
| 000 0 > 0 0 01 
Q = , Q = , 
000 -1 0 0 0 0 
001 0 0 -1 0 0 


. 98 - 第 3 章 引力 场 方程 


0 0 Q 0 
0 0 一 0 
a? = (3.8.21) 
0 1 0 0 
0 0 0 0 
aol, 202,003 分 别 描述 治 rt 轴 的 Lorentz 缩短 , 可 用 矩阵 表示 为 
0 1 0 0 0 0 1 0 
, 1000 . | 000 0 
a = ， a = ) 
0 0 0 0 1 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 1 
0 0 0 0 
a® = (3.8.22) 
0 0 0 0 
1 0 0 0 


利用 上 二 式 , 可 将 (3.8.20) 改写 为 


(E) =((Q230 + a310? + aiza?) 


十 (a1 0" + QoQ? + a93a°))(r") + (CP). (3.8.23) 


为 了 说 明 无 限 小 Lorentz 和 矩阵 的 确 满足 通常 均匀 Lorentz 群 的 对 易 关 系 , 我 们 


4 
Jr =iœ', 1=1,2,3. 
Kı =i@, p= 4,5,6 分 别 与 1= 1,2,3 对 应 (3.8.24) 
此 时 容易 得 到 (l, m,n = 1,2,3) 
Ji, Im) = i€imndn, (3.8.25a) 
[Ki, Km] = —i€imndn, (3.8.25b) 
Ji, Km| = i€imn Kn. (3.8.25c) 


l 
Ji = —ElmnJmn, Kı = idol. (3.8.26) 


2 
式 中 Jim 关于 脚 标 具 有 和 cm 相同 的 对 称 性 . 此 时 可 将 (3.8.25) 诸 式 合 写 为 一 个 


式 子 
Jiz, Juv] = (iptv + Orv dip 一 Ov J A 一 OA Jiv). (3.8.27) 


38 Kiling K 量 
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用 无 限 小 窍 阵 a(l = 1,2,--- ,6) 可 表示 3 维 有 限 转动 和 有 限 Lorentz BR 
a! (Y) = exp(pa’) 


5 CHE FBSA BP 


用 同样 方法 可 以 得 到 


0 QO 
0 0 
一 0 
0 一] 


Ji 0 0 0 

0 cosy 0 siny 

0 0 1 0 | 
0 一 SinW 0 cosy 

] 0 0 0 

0 cosy -siny 0 

0 siny cosy 0 
0 0 0 ] 


(3.8.28) 


(3.8.29) 


(3.8.30) 


(3.8.31) 


(3.8.32a) 


(3.8.32b) 


(3.8.32c) 
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chy shy 0 0 
shy chy 0 0 
0 0 10 
0 0 01 


chy 0 shy 0 
a” (4) = yee l (3.8.32e) 


| (3.8.32d) 


shy 0 chy 0 
0 0 0 1 


chy 0 0 shy 
0 1 0 0 
0 0 1 0 

shy 0 0 chy 


(3.8.32f) 


由 (3.8.28) 可 知 
= 1=1,2,---,6. 3.8.33 


(3.8.32a)~(3.8.32c) 中 的 y 表示 转动 前 后 两 个 Lorentz HRI W KA, 而 (3.8.32d)~ 
(3.8.32f) 中 的 y 表示 相互 运动 的 两 个 Lorentz 标 染 间 的 转动 角 . 
我 们 可 以 证 明 , 如 果 两 坐标 系 的 相对 速度 为 v, 则 y 和 w 之 间 存 在 的 关系 式 


_ -vc — 2 /2 
shy = Taye chy = 1/1 — v*/c?. (3.8.34) 


设 两 个 坐标 系 间 的 变换 以 (3.8.32d) 表示 , A x? = ct, 21 = 7;T = y, 2° = z, 则 


ct = ctchw + zshy), 


x =ctshy + rch, (3.8.35) 
y =y, 
z =z. 
对 于 c+ RRRA zx = 0, 代入 上 式 得 
z = —v = cthy, (3.8.36) 
从 而 得 (3.8.34). 
将 (3.8.34) 代入 (3.8.35) 便 得 到 沿 z 轴 运 动 的 Lorentz 变换 式 
， t—vr/c’ , xr — vt , , 
f 一 FT = T T= 2/2 = ez Yy =y, Z = Z. (3.8.37) 
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用 同样 方法 可 以 得 到 沿 y 轴 和 z 轴 运 动 的 Lorentz FAR. 

至 此 , 我 们 得 到 了 Minkowski 空间 中 Kiling 方程 的 全 部 解 一 一 10 个 Killing 
矢量 , 它们 表示 Poincare HAH 10 个 参量 . 这 是 四 维 空间 中 Killing 方程 所 能 有 的 最 
多 的 解 . 因此 , Minkowski 空间 是 具有 最 大 对 称 性 的 时 空 . 

为 了 使 问题 的 表述 更 加 明显 , 我 们 解 与 空间 (2) 中 欧 几 里 得 群 对 应 的 Killing 
方程 . 

在 E(2) PERISA 


Jab = fab, a,b=1,2 (3.8.38) 
Killing 方程 为 ace 
A + ooh — 0, (3.8.39) 
j ag! ag? ag! ag? 
be | Oy TO 3 Or (3.8.40) 
由 此 得 到 
(3.8.41) 
(3.8.42) 
(3.8.43) 


式 中 4 和 B 均 为 常数 . 这 表明 有 三 个 参量 来 描述 E2) 中 的 无 限 小 运动 群 . 参量 
A 和 B 对 应 于 沿 z 轴 和 vy 轴 的 平移 变换 , 参量 o 对 应 于 绕 原 乓 的 转动 . 

上 面 的 结果 也 可 以 写成 共 形 映射 (3.7.7) 的 形式 . 这 只 要 将 (3.8.43) 代入 (3.7.7) 
即 可 . 首先 令 o= 0, 代入 (3.7.7) 得 


e=x+eA, y=yteB, (3.8.44) 
此 即 平移 变换 . HS A= B = 0, 代入 (3.7.7) 得 
T=xr—edy, y=yrtedr, (3.8.45) 


© AAE REJE ABI 
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~ | cose? —sine®d ) | T ) | (3.8.46) 
sinc cosed yY 
EARRA ARTERE (转动 角 为 eo). 


3.9 引力 场 的 对 称 性 


1. 几 个 基本 概念 


引力 场 就 是 时 空 度 规 张 量 场 . 因此 , 讨论 引力 场 的 对 称 性 实际 上 就 是 讨论 四 维 
时 空 的 对 称 性 . 广义 相对 论 中 所 研究 的 时 空 都 是 度 规 空间 . 下 面 我 们 给 出 关于 空间 
对 称 性 的 几 个 基本 概念 . 

如 果 在 度 规 空间 中 任 一 点 z, 存在 无 限 小 等 度量 变换 (3.7.7), 把 z SACHS 
域内 任意 其 他 点 ,， 即 该 度 规 可 使 Killing 矢量 在 任意 点 取 一 切 可 能 值 , 则 此 空间 称 
为 均匀 的 . 例如 , 在 N 维 空间 中 , 可 以 选 一 组 (N 个 )Killing RE eH) (z; z), 使 得 

H) (z;z) = 64. 这 些 矢量 显然 是 独立 的 , AKA Ce (2:2) =0 0c =2 
有 C=0. 

如 果 存 在 无 限 小 等 度量 变换 (3.7.7), 使 点 z EE Ela) = 0, HE £u) 除 

满足 Killing 方程 久 外 可 以 取 一 切 可 能 信 则 称 此 度 规 空间 NAT BE M dili 


(3.9.3) 


这 些 Kiling 矢量 都 是 独立 的 , 因为 任何 关系 式 cyé” (232) =0 且 cw = -co 在 
z 点 必 导 致 cj — Crp = 2c = 0. (Cut t” Xt u A v 不 取 和 , FA). 

如 果 空 间 中 存在 Killing 矢量 6”) (2,2) 和 EH (zz + dz), 它们 分 别 在 点 z 
和 z+ dz 满足 上 面 的 初始 条 件 , 则 称 此 空间 是 每 点 各 向 同性 的 . 这 些 Killing 矢量 


3 v) 
的 任何 线性 组 合 也 是 Killing 矢量 所 以 CECD 也 是 该 度 规 的 Killing 矢量 
由 (3.9.2) 可 得 


Ox 
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+ | ext i) 2 


从 而 有 
sexe” (x; | = 一 六 0 + OL 00. (3.9.4) 
显然 可 找到 一 天 量 Eo (x) 
VY o VU 
£ (x£) = m - RE ) (x; 元 )， (3.9.5) 


该 矢量 在 点 z = 7 可 以 取 任 意 值 a,. 因此 , 任意 一 个 每 点 各 回 同 性 的 空间 必 是 均 
匀 的 . 

如 果 一 空间 的 度 规 具有 最 大 数目 N(N+1)/2 个 Killing RE, 则 此 空间 称 为 最 
大 对 称 的. 一 个 均匀 且 于 茶点 各 向 同性 的 空间 必 是 最 大 对 称 的 . 实际 上 , 一 个 空间 


REDO MEER AS ITER, 就 要 求 有 N(N + 1)/2 4 Killing RÆ EP (zx; 2) 
和 EH”) (x: 过. 这 些 Kiling 矢量 显然 是 独立 的 . 因为 假设 它们 间 有 一 线性 关系 


OE Z) + cuu”) (x; Z) = 0, (3.9.6) 


Cuv 一 一 一 CH 


则 对 z^ 求 寻 后 令 r= Fz 得 coa = 0; 将 z= 5 和 直接 代入 得 co =0. 即 N(N + 1)/2 
个 Killing 矢量 不 可 能 是 线性 相关 的 , 必 是 独立 的 . 下 面 的 定理 是 明显 成 立 的 : 
每 点 各 向 同性 的 空间 必 是 最 大 对 称 的 . 下 面 我 们 证 明 此 定理 的 逆 定 理 : 最 大 对 
称 空间 必 是 均匀 有 目 每 点 各 问 同性 的 . RA N(N 十 1)/2 个 独立 的 Kiling 矢量 E(x). 
我 们 可 以 把 En (s) EX (x) 排 成 一 个 方 阵 ; 用 n 标明 N(N 十 1)/2 行 ,用 NN 个 p 和 
N(N —1)/2*4 5 và >v) 标明 N(N +1)/2 列 . 这 个 方 阵 的 行列 式 一 定 不 等 于 
=. 因为 假若 有 


CnSp (T) 一 CnéAv (T) = 0, 


则 考虑 到 (3.8.7), 可 导致 cné? (x) = 0, 这 与 假设 Killing 矢量 CF (x) WAFA. Al 
此 对 于 任何 “ 行 矢 量 ”, 方程 组 


dnéy (T) = ap, (3.9.7) 
dnn: (T) 一 Dr (3.9.8) 


- bu, 为 “ 行 矢量 ” 的 “分 量 ”. 很 容易 找到 一 个 Killing 


Eu (£) = dnéy (2), (3.9.9) 
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EER z DUB &,(Z) = ap, 它 的 导数 在 x RRS Enol) = bu. 由 于 a, 是 任意 的 ， 
所 以 空间 是 均匀 的 . bj, 也 是 任意 的 (只 要 满足 bu = 一 bj), AU z 是 各 
问 同性 的 . 

作为 最 大 对 称 空间 的 例子 , 我 们 在 上 一 节 中 讨论 了 四 维 平和 空间 , 求 出 了 N(N+ 
1)/2 = 10 个 Killing RÆ. 为 了 使 问题 更 加 明显 , 我 们 还 讨论 也 (2) 空间 . 现在 我 
们 证 明 , 一 个 曲率 张 量 为 零 的 N 维 空间 (N 维 平 直 空间 ) 一 定 是 最 大 对 称 空间 . 

适当 选择 坐标 系 (如 Descartes 坐标 ), 可 使 N 维 平 直 空间 度 规 张 量 各 分 量 均 
为 常数 , 且 仿 射 联 络 为 零 . 此 时 方程 (3.8.6) 简化 为 


ae, 
AP Ak = 0, (3.9.10) 
它 的 解 具 有 形式 
Eu(x) 一 Appr + bu. (3.9.11) 
AP au Alb, 为 积分 第 数 . 将 上 式 代 入 Kiling 方程 , 得 到 
Quv = Avu. (3.9.12) 


因此 , 我 们 可 以 选取 N(N +1)/2 个 Killing RE: 


(3.9.13) 


(3.9.14) 


上 式 中 包间 O 不 对 v 取 和 . N 个 Killing 矢量 EY) (a ) 描述 平移 , N(N 一 1)/2 SRE 
gv) 描述 无 限 小 旋转 ， 对 于 Minkowski 空间 表示 Lorentz 变换 . 因此 ， 任 一 N 维 平 
直 空 间 存在 N(N +1)/2 个 独立 的 Killing RÆ, 所 以 是 最 大 对 称 空间 . 
一 确定 的 空间 中 , 独立 的 Killing 矢量 的 个 数 与 坐标 系 的 选择 无 关 . 这 就 是 说 ， 
独立 的 Killing 矢量 的 个 数 是 空间 的 内 裹 属性. 现在 我 们 说 明 这 一 点. Ww E) 是 
空间 度 规 gu (x) 的 Killing 矢量 . 在 坐标 变换 z+ 一 z+ 下, 度 规 gult) BEA 


(3.9.15) 


EH (x!) 之 间 的 线性 关系 将 导致 ex 之 间 的 线性 关系 ). 
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由 上 面 的 讨论 可 以 得 出 结论 : 给 定 空间 的 最 大 对 称 性 是 空间 的 内 豪 属性 , 与 从 
标 系 选择 无 关 . 例如 , 曲率 张 量 为 零 的 空间 必 是 最 大 对 称 空间 (注意 其 逆 定 理 不 成 
立 )， 


容易 发 现 , 空间 的 均匀 性 和 各 回 同 性 也 都 与 坐标 系 的 选择 无 天 . 


(3.8.6) 满足 (3.9.17) 的 充分 且 必 要 条 件 是 


RoneEAic B Ro ou Ew + (Ro Rĝ suv Ed 


=R% ,én + RA Ep (3.9.18) 
将 Killing 方程 代入 上 式 得 
入 Q 入 Q 入 Q 入 Cr 
(Raov, — Ricv% + Ro py%v 一 R00 JEA a 
=(R} puo — Ropu Ea. (3.9.19) 


前 面 已 经 证 明 , 在 最 大 对 称 空间 中 任 一 点 z+*, 我 们 可 以 找到 Kiling RE £, 
使 得 &,(z) = 0. 再 考虑 到 Ealt) 是 任意 反对 称 矩 阵 , 可 知 式 (3.9.19) 中 &,a(z) 的 
系数 必 有 等 于 零 的 反对 称 部 分 , 即 


R> f2 一 Rẹ bo 十 RA fe — RA bo 


pov™ u pov“ p opp” V vph o 
— À À À À 
=R ov Op — Riiov% + Re ppv 一 Ripus. (3.9.20) 


前 面 还 证 明了 , 在 最 大 对 称 空间 中 任 一 给 定 的 点 x FE Killing RS E,,€, (x) 可 取 
任意 值 . 这 样 , 由 (3.9.20) 和 (3.9.19) 得 
RÀ — RÀ 


V pHo OpY ' 


实际 上 前 面 已 经 证 明了 , 一 个 每 点 各 向 同性 [因而 满足 (3.9.20)] 的 空间 必 是 均匀 的 ， 
BAA XE. (3.9.21). 
将 (3.9.20) 中 的 a 5 u WJF, 得 到 


(3.9.21) 


-R> — Ry b> + R, ô>. (3.9.22) 
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利用 曲率 张 量 R*,, 的 性 质 得 


(N 1)RApov 一 fevpgao 一 Re pQrv- (3.9.23) 


EAX A M p 反对 称 , 于 是 有 


对 和 和 vw 缩 并 , 得 到 


Rop = 二 RSgop (3.9.24) 
将 上 式 代入 (3.9.23), 得 到 曲率 张 量 的 表达 式 
入 
Rpov 一 WOW 1) (gvpgao Jop9dv)- (3.9.25) 


在 每 点 各 向 同性 的 空间 中 , 式 (3.9.24) 和 (3.9.25) 处 处 成 立 . 不 难 证 明 , 在 三 维 
或 高 于 三 维 (和 ~ 2) 的 空间 中 , RA 必 为 常数 . 实际 上 由 (3.9.24) 得 到 


(3.9.26) 


(3.9.27) 


(3.9.28) 
(3.9.29) 


RA LI TE J) TARA Be A SE SS IB). 

由 (3.9.26) 可 知 , 当 N= 2 时 无 法 判定 RS 是 否 为 常数 . 我 们 可 以 由 (3.9.21) 
出 发 , 证 明 N = 2 的 最 大 对 称 空间 确实 为 常 曲率 空间 , 即 (3.9.29) 中 的 K 为 常数 
这 一 工作 读者 可 自己 完成 
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关于 最 大 对 称 空 间 ， 存 在 下 述 定 理 (唯一 性 定理 ): 最 大 对 称 空间 由 曲率 常数 

K 和 度 规 张 量 的 正 、 负 特征 值 个 数 唯一 确定 . 根据 这 一 定理 , 我 们 只 要 随便 用 任何 

方式 构成 一 个 具有 任意 常 曲率 K 的 空间 , 了解 了 它 , 便 了 解 了 最 大 对 称 空 间 的 普 

WER. 我 们 这 样 构成 一 党 曲率 空间 . 先 考 虑 一 个 (N +1) 维 平 直 空间 , 其 度 规 可 
与 为 

ds? = C,,da"dx” 十 天 -dz (3.9.30) 


式 中 Cu = const, K = const; p, v = 1,2,---,N. BURR N 个 量 z 和 一 个 量 z 确定 
一 个 (N +1) 维 空间 的 点 . 用 条 件 


KC,pr'2’ +z =1 (3.9.31) 


把 一 个 N 维 非 欧 几 里 得 空间 嵌入 这 个 高 一 维 的 空间 中 . 上 述 条 件 相当 于 把 变量 r 
和 2 限制 在 一 伪 球 (或 球 ) 的 表面 上 , 在 这 一 NN 维 空间 中 (上 述 伪 球 面 上 ), dz? 可 


K?(Cyyv4d2’)? = K?(Cy,2"dax’)? 
dz* = rr = 本 (3.9.32) 
将 上 式 代 入 (3.9.30) 得 
ds? = Cy,da"dz” + z ae (3.9.33) 
因此 度 规 可 写 为 KOO 
Juv (£) = Cuv + ORO 7 (3.9.34) 


上 式 给 出 了 最 一 般 的 最 大 对 称 空 间 度 规 . 4 K = 0 时 , 上 式 退 化 为 平 直 空间 
BER. 

由 上 述 构造 过 程 可 知 (3.9.34) 允许 有 N(N + 1)/2 个 参量 的 等 度量 变换 群 
为 (N +1) 维 线 元 (3.9.30) SRAZI (3.9.31) Æ (N +1) 维 空间 里 的 “转动 ”下 
是 不 变 的 . 这 些 变换 是 


xr” = Reo’ + Rez, (3.9.35) 
2! = Riz’ + Rez. (3.9.36) 


AP RA = const, HÆ PIA: 


Cur RORY + KT R2RZ = Coo, (3.9.37) 
Cur RORY + KRZR =0, (3.9.38) 


Cy RER! + KHR) = Kk. (3.9.39) 
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我 们 可 以 将 满足 上 三 式 的 变换 分 为 两 类 


(I)RE =Ri=0, RZ=1 (3.9.40) 

此 时 有 
Cur RE RS = Coo, (3.9.41) 
T+ = RÉT” (3.9.42) 


可 上 见 和 矩阵 RL(N x N REE) aN SER A MUTE DEF”. 


(IIRY =a”, Rg =—-KC,,a", 
RZ = (1 — KCyga%a?)'/?, RE = 64 — bKC,,a% a". (3.9.43) 


AP a” 是 任意 的 ,5 的 表达 式 为 
1 — (1 — KCgga%a?)'/? 


b= KC.pa%a8 (3.9.44) 
Rz 为 实数 , 即 
KCyga%a” <1. (3.9.45) 
这 些 变换 是 “平移 ” 
rt 一 ZU 十 ap 一 天 Capzazp)L12 — bKCagr®x"}, (3.9.46) 


把 原点 za = 0 BA r" =at. 
注意 到 a” 的 任意 性 , 变换 (3.9.46) 的 存在 便 表明 了 空间 是 均匀 的 . 变换 (3.9.42) 
的 存在 表明 该 空间 对 原点 是 各 问 同 性 的 . 因为 度 规 是 均匀 的 , 又 是 对 原 扣 各 问 同 性 
的 , 所 以 它 是 每 点 各 问 同 性 的 , 也 是 最 大 对 称 的 . 
为 了 确定 度 规 中 常数 K 的 含义 , 我 们 寻求 曲率 张 量 Ryo 的 表达 式 . 为 此 , 由 
(3.9.34) JER DA 
TA = Kz gvo. (3.9.47) 


由 此 得 到 `< 


+ CypTATo 一 CvoTpTA), (3.9.48) 


hvpo 一 (9ovgxc 一 Jov9 Xp): (3.9.49) 
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将 此 式 与 (3.9.29) 比较 , 可 知 度 规 (3.9.34) 中 的 常数 K 就 是 (3.9.27) 中 引入 的 曲 
率 常 数 . K 是 不 依 坐 标 系 选 择 的 常数 . 因此 , 在 坐标 变换 下 , 不 同 的 度 规 必 具有 和 
(3.9.34) 相同 的 K E. 变换 后 得 到 的 度 规 应 和 (3.9.34) 形式 相同 , 只 是 Cu AN. 
对 于 线性 变换 r” = ate!” Cy, BA 


C! ， 一 aaap Cag. (3.9.50) 


Sylvester 定理 指出 , 矩阵 ( 张 量 ) 的 正 的 、 负 的 或 为 零 的 本 征 值 的 数目 在 上 述 线性 
变换 下 分 别 保持 不 变 . 因此 , 通过 变换 (3.9.50) 可 以 把 Cuv 变 为 我 们 所 需要 的 任何 
一 个 实 对 称 张 量 , 只 要 保持 它 的 正 、 负 特征 值 的 个 数 不 变 . 由 于 空间 是 均匀 的 , 所 以 
Cu 的 特征 值 个 数 与 gj, 在 z =0 氮 的 相同 . 

一 个 N 维度 规 允 许 引 入 局 部 欧 几 里 得 坐标 系 , 其 所 有 的 特征 值 都 是 正 的 , 故 


KI 

1 (Zadzc) 、 
一 |d p K .9.51 
y (donde EET), “K >0 (3.9.51) 

ds? = 1 (Zadz2)“ 、 
——(d 4 一 K 9.52 
y (end es) “4K <0 (3.9.52) 
dz dr” “4K =0 (3.9.53) 


式 中 dr dz” = ô p dz”dzr”. 
对 于 天 > 0 的 情况 , 将 Cu = Op 代入 (3.9.30) 和 (3.9.31), 得 到 


KI 
1 
ds? = z (day dat +dz?), daz,da = 6,,dr4dx” (3.9.54) 
和 
TU 十 六 一 1， TuT” 一 OovZAZY) (3.9.55) 


因此 , (3.9.51) 可 解释 为 嵌入 平 直 空 间 (3.9.54) 中 的 曲面 (3.9.55). 为 了 更 加 明显 , > 


rH! = -oz - sz, 则 上 二 式 成 为 (变换 后 去 掉 一 撤 号 ) 


ds? = 6,,,dadax” + dz”, (3.9.54a) 
1 


Ouy rx = Kx (3.9.55a) 


TAA, (3.9.51) 描述 N + 1 维 欧 几 里 得 空间 (3.9.54a) 中 半径 为 a 的 球面 . 对 于 


(N +1)=3 的 三 维 平 直 空间 (3.9.54a), 我 们 可 以 引入 角 坐 标 0, p 和 径 坐 标 r, 使 


rt =sinOcosd, x? = sin0sing, z=r. (3.9.56) 
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此 时 曲面 方程 (3.9.55) 化 为 
r? = cos“0; (3.9.57) 
代入 三 维 平 下 度 规 (3.9.54), 得 到 
ds* = = (da 十 dz2 + dz’) 
l 9 
= 元 一 (sin*6d¢* + dé*), (3.9.58) 


— ope — pea l 
这 正 是 熟知 的 二 维 球 面 线 元 , RFA ii 


现在 我 们 讨论 , 四 维 最 大 对 称 时 空 度 规 , 特征 值 取 为 一 正三 负 . 令 
Cov 二 Ti， (3.9.59) 


则 线 元 (3.9.33) 可 写 为 
K (tdt — 6;;x2°dax? )* 


2 dt? — dridr + Et- Cue dr) 9. 
ds? = dt? — bjda'da + TR ni) (3.9.60) 
& r = (21,27, 2°), WEAN EA 
—rp. 2 
ds? = dt* — (dr)* + K (tdt -r dr) (3.9.61) 


1- K(t? — 1?) ` 
对 于 K > 0, 引入 新 坐标 t, r 


VK | 2 2 
r = r'exp( V Kt’), 
度 规 (3.9.61) BRA 
ds? = dt? — exp(2V Kt')(dr')?. (3.9.63) 
再 做 一 次 坐标 变换 可 以 得 到 与 时 间 无 关 的 度 规 . 这 一 变换 为 
t” =t 一 phl! — Kr’?exp(2V Kt')), (3.9.64) 


r” = r'exp( V Kt’); 


度 规 变 为 (去 挥 t'r” PAIRS) 


ds? = (1 — Kr~)dt* — dr? — 


BERR (3.9.63) 和 (3.9.65) 在 处 理 稳 恒 态 宇 宙 模 型 时 是 有 用 的 , 它们 时 为 de Sitter W 


(3.9.65) 
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3. 最 大 对 称 子 空间 


在 许多 情况 下 , 整个 时 空 不 是 最 大 对 称 的 , 但 它 可 以 分 解 为 一 些 最 大 对 称 的 子 
TER. te N 维 空间 中 有 一 些 M 维 的 最 大 对 称 子 空间 . 我 们 可 以 用 (N 一 M) 个 
坐标 记号 ve 来 标记 这 些 子 空间 , 用 M 个 坐标 wi 标记 每 个 子 空间 中 的 扩 . 

定理 ”在 上 述 NN 维 空间 中 , 总 可 以 选择 M 个 wi 坐标 , 使 这 个 NN 维 空间 的 度 
规 具 有 形式 


ds* 一 Jap(v)dv*dv" + f(v)g:; (u)du'du?. (3.9.66) 


AP gulu) 是 M 维 最 大 对 称 空间 的 度 规 , gap(v) 和 f(v) PAA v 坐标 的 函数 

我 们 假设 整个 空间 可 以 分 解 为 一 些 每 点 各 问 同 性 的 子 空间 . 这 一 假设 在 很 多 
有 物理 意义 的 情况 下 都 会 满足 . 这 时 在 任 一 点 (vu?) 有 ila) = 0, BA &,; 为 任 
意 反 对 称 张 量 , EO 为 整个 N 维 空间 的 Killing RÆ. 我 们 可 以 找到 M(M -1)/2 
个 Killing 矢量 EC) (u,v; u°), 它们 满足 条 件 


(3.9.67) 
(3.9.68) 


(3.9.69) 


(3.9.70) 


(3.9.71) 


(3.9.72) 


Killing 矢量 Er) 和 ELD 是 独立 的 , 它们 的 总 个 数 为 M(M + 1)/2. 这 就 证 明了 
上 述 M 维 空间 是 最 大 对 称 的 . 

在 引力 理论 中 , 最 大 子 空间 不 是 时 空 , 而 是 空间 . 此 时 我 们 可 以 利用 (3.9.51) ~ 
(3.9.53) 来 求 出 条 ;duidw’ 的 形式 . 这 样 , 考虑 到 (3.9.66), 我 们 得 到 


k(u- du)? 
l — ku? |’ 


ds* = gapdu*dv” + f(v) du? + (3.9.73) 


f(v) < 0, [f(v) RE KI f(r) 
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k=4 一 1， 当 MM 空 间 的 K <0, (3.9.74) 


对 于 球 对 称 空间 , 设 N = 3, M = 2. 设 v 坐标 为 r; u 坐标 为 0,9. 定义 


u! =sinOcosd, u? = sinOsind. (3.9.75) 


代入 (3.9.73), Rk = +1, 得 
ds? = g(r)dr? + f(r)(d6? + sin*0d¢*). (3.9.76) 


式 中 g(r) <0, f(r) <0. 

对 于 球 对 称 时 空 , 设 N = 4, 度 规 特征 值 为 一 正三 负 ; M = 2. 于 是 v 坐标 有 
(N 一 M) =2 个, WA r M t;u BRA M = 2 个, 仍 记 为 9 和 9, u! 和 u? 的 定义 
E (3.9.75). 将 它们 代入 (3.9.73), W k = +1, 得 到 


ds? =gir(T, t)dt* + 2gr+(r, t)drdt 
十 Orr (r, t)dr* 十 f(r, t) (dO” + sin“6d¢*). (3.9.77) 
式 中 f (r,t) < 0. 


对 于 均匀 球 对 称 时 空 , 设 N = 4, 其 度 规 特 征 值 为 一 正三 负 , M = 3. 此 时 有 一 
个 v 坐标 和 3 个 u 坐标 . 由 (3.9.73) 得 


K(u- dw)? 
ds? = g(v)dvu* + f(v) du? + a a (3.9.78) 
式 中 g(v) > 0, f(v) < 0. 定义 
t = | V g(v)du, 
ut = rsinécosd, 
u = rsinOsind, (3.9.79) 
u’ = rcos6, 
则 度 规 可 写 为 
ds? = dt? — R(t) | or + r7d0* + r2sin2gdg2 ) (3.9.80) 


式 中 R2(t) = —f(v). 

BERL (3.9.80) 是 著名 的 Robertson-Walker BERL (Robertson 1935, 1936; Walker 
1936). HT ECROWN SEY. SRE, 因此 在 宇宙 学 中 有 重要 意义 . 对 于 
球 对 称 恒星 的 引力 场 , 采用 随 动 坐标 系 , 可 以 由 爱 因 斯 坦 引力 场 方 程 的 严格 解 给 出 
度 规 (3.9.80). 


3.9 引力 场 的 对 称 性 


. 113. 


4. 稳 恒 引力 场 
下 面 讨 论 两 种 基本 类 型 的 、 具 有 特殊 对 称 性 的 引力 场 . 


在 引力 场 ow 中 , 如 果 人 允许 有 一 类 时 Killing 矢量 场 
tr 存在 , 即 如 果 Killing 方程 


< 十 Ej:v -一 0, EME, > 0 (3.9.81) 


的 解 存 在 , 则 这 一 引力 场 称 为 稳 恒 引力 场 , 或 者 称 时 空 gm 
为 稳 恒 时 空 . 现在 说 明 这 一 定义 的 物理 含义 . 

HERED Et(z) 的 一 条 无 限 短 的 世界 线 PQ. RII 
建立 一 个 坐标 系 rH, 使 z? 轴 的 方程 沿 着 PQ( 图 2-5). 沿 着 这 条 世界 线 PQ 只 有 时 
间 坐 标 发 生变 化 , 而 空间 坐标 zi 保持 不 变 . 这 是 做 得 到 的 , 因为 E 是 类 时 Kiling 
天 量 . 我 们 还 可 以 适当 选择 坐标 轴 上 的 长 度 单 位 , €° = 1, BW 


é” = (1,0,0,0). (3.9.82) 


Killing 方程 还 可 以 与 为 


BẸ 


H Jur;o = = 0 向 上 式 左 端 后 一 括号 为 E° Quv, Os 从 而 有 
E guva + Iual” + Jar”, = 0. (3.9.83) 


将 (3.9.82) 代入 (3.9.83), 得 到 
Juv,o =Ù. (3.9.84) 


这 样 , 在 我 们 所 选 定 的 坐标 系 中 , 度 规 张 量 的 所 有 分 量 均 不 含 时 间 坐 标 . 
我 们 指出 , 满足 (3.9.84) 的 坐标 系 不 止 一 个 . (ESE 


r° = x? + f(z’), (3.9.85) 
r’ =r. 
AF f(c) 为 一 任意 形式 的 函数 . 此 时 度 规 张 量 的 变换 式 为 
/ / Of 
Joo = 900; Joi = Joi — Joo Iri’ 
/ Of Of Of Of 


1. = Ok — Qo; —- — - -_——, 3.9.86 
Jik — Jik — Joi Ark Jok Ari + Joo ax’ ork ( ) 
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由 此 得 到 


OG» Og Or bg PIu 


Ox! 一 Ara Ər’ — Ara 00 一 Br0 (3.9.87) 
将 (3.9.86) 和 (3.9.84) 代入 (3.9.87), 得 到 
g., 

A 0 = 0. (3.9.88) 


变换 (3.9.85) 表明 , 在 时 空中 可 以 任意 选择 时 间 的 起 点 , BY 2° 可 以 附加 一 个 任 
意 常数 . 

但 是 当 改 变 Tr 的 符号 时 , 所 得 到 的 两 个 方 同 对 于 稳 恒 引力 场 是 不 等 效 的 , 这 
是 由 于 go 40 的 缘故 , 如 Kerr 度 规 的 情况 . 当 2° 一 —2° 时 角速度 的 方 同 也 要 改 
变 


作为 稳 恒 引力 场 的 特殊 情况 , 当 Kilig 矢量 Ee 的 世界 线 与 超 曲 面 族 正 交 时 ， 
这 个 稳 态 引力 场 称 为 静态 引力 场 , 或 称 时 空 gu 为 静态 时 空 . 下 面 我 们 证 明 , 在 静 
态 引 力 场 中 一 定 存在 一 个 坐标 系 , 使 其 中 go; = 0. 

按 定义 , Killing RÆ t+ 和 超 曲 面 正 交 , 即 


E(x) = 9(7) Aa (3.9.89) 

式 中 p(z) 和 y(r) 均 为 标量 函数 . 由 此 可 得 
Er = wY, r + Orv, (3.9.90) 
EnEry 一 ph (pur 十 dW rv). (3.9.91) 


由 (3.9.91) 可 得 
Elu Sr, v] = Eu Sr, v + by Eu,7 + €r Ev, u o Ev Srp E Epév,r Er Suv = 0. (3.9.92) 
上 式 中 的 偏 导 数 可 代 之 以 协 变 导数 


EluSr;v] = 9, (3.9.93) 


因为 其 中 含 Ci, 的 项 互相 抵消 了 . 
将 Killing 方程 代入 (3.9.93), 得 到 


ey 十 Ey Ep: + Er Even = 0. (3.9.94) 
将 上 式 习 以 E BAF, 令 Etl = 67, 得 到 


Eu€ Er;v 一 EvE Er;p 十 E Evy =0 (3.9.95) 
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和 
全 0 (3.9.96) 
将 (3.9.95) 和 (3.9.96) 相 加 , 得 到 
(Enn — EEL) +E (Evu — Suv) = 0. (3.9.97) 
在 上 式 中 , 由 于 含 T7176 项 互相 抵消 , 所 以 可 将 协 变 导 数 写 为 偏 寻 数 形式 
(Ene, — GE) + (én — Suv) = 0. (3.9.98) 
此 式 又 可 写成 。 。 
=} -{=] =0. (3.9.99) 
(=), - (8), 
此 方程 的 解 为 E dyla) 
T 
s = T (3.9.100) 


式 中 y(x) 为 标量 函数 . 
比较 (3.9.100) 和 (3.9.89), 得 d(x) = &2(z)， 选 择 一 坐标 系 , 使 ce = 62, 则 
(3.9.100) 给 出 


En = OU = Qué” = gpo: (3.9.101) 
又 因为 
E? = 95455 = G00, (3.9.102) 
故 有 
guo = JooY,p- (3.9.103) 
在 上 式 中 代入 y = 0, 得 到 
W 0 一 L, 
p(x) = x°? + f(a’). (3.9.104) 
选择 一 个 坐标 系 xH, 使 得 
r° = x? + f(r’), x" =", (3.9.105) 
则 有 
Jok = Jok — J00 Í,k- (3.9.106) 
将 (3.9.104) 代入 得 


Jok = gok 一 900W KE， (3.9.107) 
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由 (3.9.103) 知 
Jok = 0. (3.9.108) 


我 们 证 明了 , 在 静态 引力 场 中 , 一 定 存 在 一 个 坐标 系 , 在 其 中 , 引力 场 同时 满足 
稳 恒 条 件 和 时 轴 正 交 条 件 : 
guv,0 =Q, gio = 0. (3.9.109) 


3.10 引力 场 方程 的 正 交 标 染 形式 


对 于 时 空中 同一 点 , 可 以 引入 一 局 部 惯性 系 X+ 和 一 任意 坐标 系 rw， 其 线 元 
分 别 表示 为 


ds* = nud X”dX” - (3.10.1) 
和 
(3.10.2) 
平 直 时 空 度 规 no 和 任意 坐标 的 度 规 go 之 间 有 关系 式 
(3.10.3) 
° B 
~ ðX” Ox 
he = A? hÊ = T (3.10.4) 
则 有 
Juv = Napheht = heh’. (3.10.5) 


式 中 hey = Nagh? - he 的 指标 由 nae BR n°? 进行 下 移 或 上 移 . 此 时 线 元 可 写 为 
ds? = heuht dr! dr”, (3.10.6) 


此 即 标 架 表象 . 脚 标 a, b, Y 称 为 Lorentz 脚 标 ; ENN EBA FB A Nap 和 nr? 进 
行 . 脚 标 uvr 等 为 协 变 脚 标 , 它们 的 上 移 和 下 移 仍 由 gu 和 g” 进行 . 
由 (3.10.5) 可 以 得 到 行列 式 jhon) 和 g ZARRA 


haul = Vg. (3.10.7) 
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hohy = oY. (3.10.8) 
XE Ate AH@ AT 
g = 7 =, h= [hapi (3.10.9) 
AMP A 
AP“ = gh? h$ = 73 he. (3.10.10) 
而 pe 
Ale = 一 一， (3.10.11) 
所 以 有 
AB a sa 
= ha = 8; (3.10.12) 
BẸ 
hth, = 6g. (3.10.13) 


式 (3.10.13) 和 (3.10.8) 表明 ,he 无 论 对 于 协 变 脚 标 还 是 对 于 Lorentz 脚 标 , 都 
是 正 交 归 一 的 , 故 称 正 交 标 架 . 
考虑 标 架 空间 的 一 个 仿 射 正 交 变换 


hau 一 Ne hbn, 


ALAB = 0. (3.10.14) 
此 时 度 规 张 量 的 变换 式 为 
Suv = hash? = MN heph, 
= OP hgh, = hruh? = guv. (3.10.15a) 


此 式 表明 , 对 于 标 染 空间 的 仿 射 正 交 变换 , g,, 是 一 个 不 变量 ， 
BERRA, 坐标 变换 zr o/h, 此 时 有 
m OX% OX Oz” O a 
he = Agi = pa Dale = Bm ho. (3.10.15b) 
EU, ho 在 坐标 空间 中 是 一 协 变 矢量 
现在 我 们 给 出 曲率 张 量 的 正 交 标 架 形式 . 和 在 坐标 空间 的 情况 类 似 , 由 hau 的 


协 变 叶 数 不 可 对 多 便 可 给 出 曲率 张 量 的 表达 式 . 我 们 定义 RA, 


har;uv — harp = RA, haa; (3.10.16) 


THV 
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即 
Rey = Rh (hor;pw — har;vy). (3.10.17) 
Hg =0 可 得 
haah” + haha = 
从 而 有 
(hah );v = hah + hah ay 

= — (hE + heh®,), (3.10.18) 
hi het = — (h2 „h + he, h + hehe (3.10.19) 


assy À 
= hh, + je] y + hh yy AYRE y (3.10.20a) 
R= hovnt, + hehe, + 2h” hk.,,. (3.10.20b) 


由 上 式 可 见 , 无 论 在 坐标 空间 还 是 在 标 架 空间 , R 部 是 标量 . 
下 面 我 们 给 出 引力 场 方程 的 正 交 标 架 形式 . 引力 场 的 拉 格 天 日 L= L(g, 9a), 


而 


Juv = hi, hav- 


现在 对 标 架 进行 变 分 : 


8gi = ha8jhov + (ho)how 


= 20gj + (hagor + hy gpu)ha, (3.10.21) 


Sguv = 一 (hag + h%gou)dh2. (3.10.22) 


ôl, = | 5 一 6 R)hGBhL dA. (3.10.23) 
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él, = — | J—gT#he bh? dîr. (3.10.24) 


l Q Q 
(RE — SO R)hg = kTYhe, (3.10.25) 
即 
Re — = Rhg = = kT? (3.10.26) 


EBV IEAC ARABS Einstein 引力 场 方程 AMRA hoy 便 得 到 坐标 形式 的 场 方 
FE. 


3.11 引力 场 方程 的 零 标 架 形式 


Einstein 引力 场 方 程 除了 通常 的 张 量 形式 外 , 还 常 以 其 他 形式 纵 出 , 其 中 一 种 
很 有 用 的 形式 是 Newman 和 Penrose 给 出 的 零 标 架 形 式 , HPA Newman-Penrose 
方程 . 


1. BARR 


在 四 维 时 空中 每 一 点 , 引入 一 组 矢量 ly, Nnu Mm Am, 构成 一 标 架 . 其 中 和 
ny 为 实 的 零 天 量 , m, lm, 为 一 对 复 的 零 和 拓 量 . m, 由 两 个 实 的 正 交 矢量 a, 和 
bu 构成 


] 
My = 5 一 ib, ). (3.11.1) 
PRR (Uy, Mp, My, My, ) 满足 准 正 交 条 件 


lumt = nym? = lam" = nm” = 0, 


lul” = nynt = mm” = m,m” = 0, (3.11.2) 
Ln? = -m m" = 1. 
SAFEN 
Zmp = (lu, Nu, Myu, Myu), m= 1,2,3,4. (3.11.3) 
零 标 架 指标 m 的 升降 由 平 直 时 空 度 规 n 进行 , wm" 的 形式 为 
0 1 0 0 
1 0 0 0 
mn — = Nmn. 3.11.4 
n o0 0 1 n ( ) 
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度 规 张 量 Juv 可 表示 为 
Juv = Zmplnv) 
= ny 十 pl — Mmy — Mn, 
Iman 一 mung”. 
2. 旋 系数 


由 这 一 标 架 可 以 定义 复 的 Ricci 旋 系 数 y™"? 


YP = Zm Ze Zo. 


ye 具有 反对 称 性 


12 个 旋 系 数 表示 为 


Y 
K = 9131 = lyum", 
=V 
P = ‘7134 = luy mtm ) 
o = 7133 = bjuMmM mM, 


T = 132 一 um’ nN, 


Y 一 一 /242 二 nyu MN”, 
H = 一 ?243 = Nyu MÉM, 
À = —Yy244 = Npp M My, 
T = —Y241 = Nyu MPU, 


l 1 =V ~ MV 
a= 5 (1124 — 344) = z lum M — Mpu M M” ), 


1 1 , oy 
p= 5 (1123 — 7343) = = (luun m” — mpvm'm ), 


2 
1 1 uov uv 
y= z (1122 — 7342) = 5 (lvn n” — Mpp MËN” ), 
1 1 ay 
c= 5 (1121 — 9341) = 5 Uun t — Mp; M), 


3. 张 量 和 方向 导数 
任 一 张 量 Typ... 的 标 架 分 量 定 义 为 


Tmn- = Tyu.. Zh ZY oo 


引力 场 方程 


(3.11.5) 
(3.11.6) 


(3.11.7) 


(3.11.8) 


(3.11.9a) 
(3.11.9b) 
(3.11.9c) 
(3.11.9b) 
(3.11.9e) 
(3.11.9f) 
(3.11.9¢) 
(3.11.9h) 
(3.11.9) 


(3.11.93) 
(3.11.9k) 


(3.11.91) 


(3.11.10) 
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在 坐标 空间 中 Weyl 张 量 表示 为 
1 
Coop =R pop 7 5 Ien Pov E gpv Roy B gop lpv + gov Rpp) 


1 
一 g IovgJou 一 JppJov) P. 


FESR PRABH 
Cmnpq =Rmnpa 一 = (mp Rng — Mma Enp — Tnp Pema + Tna Rmp) 
~ =(thmatInp 一 mmpyng) (3.11.11) 
利用 Wey] 张 量 的 无 迹 性 和 恒等式 


Nn" Cmpan 一 C'1pq2 + C2pq1 ~ C3pq4 — C'4pq3 一 Q, 


C1234 + C1423 + C1342 = 0, 


我 们 得 到 


C1314 = C1413 = C2324 = C2423 = C1323 = C1424 = 0, 
C1313 = C1414, C1213 = C1343 = C1434 = C1214, 
C1242 = C2434 = C1232 = C2343, C2424 = C2303, 


1 1 
C1342 = z (C1212 — C1234) = 5 (C3434 一 C1234). 


Weyl 张 量 的 5 个 独立 分 量 可 与 为 
Wo 一 — C1313 = — nural ml m’, (3.11.11a) 
Vi = 一 Cl213 = —Cyrral’n’m’m’, (3.11.11b) 
1 1 T T 二 
Pa = —5(Ci212 — C1234) = 一 5 uvralin’ (Cnò —m mÀ), (3.11.11c) 
Wo 一 — C1242 一 一 nura” nln’, (3.11.11d) 
Wi = —Co424 = -Cuur aM n Mm n’, (3.11.11e) 
Ricci 张 量 的 6 个 独立 分 量 为 
1 — 
Poo = Tzn = Poo, (3.11.12a) 
1 
ıı = —7 (Ri + R34), (3.11.12b) 


l 一 
Po1 = — 5/13 = Pio, (3.11.12c) 
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G1» = ~ Ro, (3.11.12d) 
Pio 一 -Ru = Go1, (3.11.12e) 
Po, = ~ Ra, (3.11.12f) 
1 — 
oz = 一 as = Po, (3.11.12g) 
Boo = -Z Ron, (3.11.12h) 
Pog = -> Ra (3.11.12i) 
标 曲 率 为 R 
任意 标量 的 方 问 导数 定义 为 
Dé = ġ. „lt = gl", (3.11.13a) 
Ad = Qun” = on", (3.11.13b) 
òp = b.m” = 9 pm", (3.11.13c) 
òo = Qu m" = bd um”, (3.11.13d) 
或 者 与 为 
O O 
— m — pt 
D=1 ak? A=n ak? 
O - O 
一 mA _ — m” —. .11.1 
=m Aan? ò= mM Aah (3 3) 


4. Newman-Penrose 方程 


应 用 前 面 定 义 的 符号 , 可 以 把 Einstein 5) AHARSMSHREX, 这 就 是 
Newman-Penrose 方程 . 这 是 一 组 一 阶 偶 微 分 方程 ， 含有 5 个 Weyl! 张 量 的 标 架 分 
量 , 6 个 独立 的 Einstein KEE, 标 曲 率 A 和 12 个 复 的 旋 系 数 . 

Newman-Penrose 方程 分 为 三 组 : XARA, Ricci 恒等式 和 Bianchi 恒等式 . 

1) MHRA 

按 定 义 有 


于 是 可 以 得 到 pmr 和 orr 的 表达 式 


PN = (Gu ZH) ZY = hyu ZEZ + BP (3.11.15) 


3.11 引力 场 方程 的 零 标 染 形 式 123 - 


由 上 式 得 


在 此 式 中 取 (m,n) = (1,2), (2, 4), (1, 4), (3,4), 得 到 


(AD — DA)d = [(y +7)D + (e + 8)A — (T+ — (F + x)ôjọ, (3.11.17a) 
(8D — Dd)¢ = |(& + 8 — n)D + KA — o8 — (+e — ò], (3.11.17b) 
(SA — Ad)¢ = [-0D + (rT -G— BJA ++ (U—7+ FS], (3.11.17c) 
(88 — 85) = [(i— u)D + (5 — p)A - (a — P38- op. (3.11.174) 


2) Ricci 恒等式 和 旋 系 数 方程 


根据 Ricci 恒等式 
Lmp;lvp] = 5 molt, 


> Zma R yp (3.11.18) 
可 得 Riemann 张 量 的 标 架 形式 


R™rrq 一 让 “人 | _ yd ‚P 十 了 y'nP p PA 


十 Tmm (PT 一 7 加 ). (3.11.19) 


将 (3.11.11) RAER, 得 到 


?mnm[lp;q] 十 Yimq np — YimpYng T Imn (Yipq 一 Yqp) 


1 
=Cmnpq 一 5 mp Rng 一 Nma Finp 十 Tingltmp 一 nnp Rma) 
1 
一 sR(nmarinp — mpna). (3-11.20) 


在 上 式 中 取 

(m,n,p,q) = (1, 3, 4, 1), (1, 3, 3, 1), (1, 3, 2, 1), [(1, 2, 4, 1)—(3, 4, 4, 1)], [(1, 
2, 3, 1, )—(3, 4, 3, 1)], [(1, 2, 2, 1)—(3, 4, 2, 1)], (2, 4, 4, 1), (2, 4, 3, 1), (2, 4, 2, 1), 
(2, 4, 4, 2), (1, 3, 4, 3), [(1, 2, 4, 3)—(3, 4, 4, 3)], (2, 4, 4, 3),(2, 4, 2, 3, ), I(1, 2, 2, 
3)—(3, 4, 2, 3)], (1, 3, 2, 3), (1, 3, 4, 2), [(1, 2, 4, 2)—(3, 4, 4, 2)], 
注意 到 旋 系 数 、Weyl WEM Ricci 张 量 的 标 架 表达 式 , 我 们 得 到 下 面 一 组 方程 : 


Dp — 8k = (p? +00) + (e +E)p — RT — K(3a + 8 — n) + Soo, (3.11.21a) 
Do — 8k = (p + p)o + (3e — Ejo — (T — n + ā + 38)k + Yo, (3.11.21b) 
D7 一 Ark=(7T 十 元 )0 十 (元 HT)G 十 (E 一 5)7T 一 (37 十 了 7)K 十 到 十 201， (3.11.21c) 
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DA — ôx = (pA + Gp) + n? + (a — Pn — VR — (3e — EJA + Goo, (3.11.21) 
Du—dn=(py+odA)+nn—(e+é)u—n(a—B)—vK+ Yo+2A, (3.11.21h) 
Dv—An= (1+7)u+H(mH+7)A+H(y—7) a -(8e + E)v Vat Gai, (3.11.21i) 
DA — ôv = —(u + B)A— (87 —- 7)A + (3a + 8 + n — F)v — Y4, (3.11.21)) 
5p—d0 =p(ã+ 8) —o (3a —8)+ (P-P) r Hu- fi) K— Y1 +810, (3.11.21k) 
Sa-66=(pp — Ao Had BB—-2a84+7(p—pyte(u-f)— Pot A+ G11, (3.11.211) 
6\ b= (p—p) rtp fi) t+ (at B) +A(G-38)— Vat $21, (3.11.21m) 
òv — Au = (K? +AA) +: (74+ 7) wt OF (7 — 38 avi 2, (3.11.21n) 
6y—A B= (r-G—B)y+put —ov—ed— B(y—F— pp) +0A+4 0, (3.11.210 


) 
ôr — Ao = (uo + àp) + (T +8- a)r — (3y —F)o — kọ + oz, (3.11.21p) 
Ap-—br=—(pjitor)+(G-a — T)r+H(7+-7) PH 2-24, (3.11.21q) 
Aa — ôy =(pt+e)v—(7T+ BA+(7—-Pat(B—-7T)y— Vs. (3.11.21r) 


3) Bianchi 恒等式 
Bianchi 恒等式 Ruino) = 0 在 零 标 架 中 具有 形式 


Rmn{pq;r} a (Ymr pain + Ymo Rarin 十 Yma Rrpin Ynr pgm 
-yl Ranim— Yo Rrpmt 2 Rmnpytot 2Rmnir Yp +2Rmnta Yor) =0. (3.11.22) 


在 上 式 中 , 取 

(m,n, p,q,7)=(1, 3, 1, 3, 4), (1, 3, 4, 2, 1), (1, 3, 1, 3, 2), [(2, 1, 1, 3, 2)—(2, 3, 
1, 3, 4)], [(1, 2, 2, 4, 1)—(1, 4, 2, 4, 3)], (2, 4, 3, 1, 2), (2, 4, 2, 4, 1), (2, 4, 2, 4, 3), 
{((4, 3, 1, 3, 4)+(1, 2, 3, 4, 1)]+2(1, 3, 4, 2, 1)}, {[(2, 1, 1, 3, 2)—(2, 3, 1, 3, 4)/-(1, 
3, 4, 2, 3)}, {[(3, 4, 2, 4, 3)+(2, 1, 4, 3, 2)]+(2, 4, 3, 1, 2)}, 
注意 Riemann 张 量 的 标 架 表达 式 , 我 们 得 到 下 面 一 组 方程 : 


ô Yo — D Yı +D Do1 — Ò Poo =(4a — 1) Wy —2(2p +e) Vt3k Wo+ (H— A -— 28) Doo 

+ 2(€ + P) Bol + 20 B10 — 2K B11 — R Do2, (3.11.23a) 
A Po — ò Yi +D poz — Ò pi =(4y— u) Po —2(274+ 8) Wy +30 Pa — A Poo +2(H—B) Gor 

+ 20 i1 + (2e — 2E + P) oo — 2K 12, (3.11.23b) 
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3(6%, — D 2) + 2(D 941 — ô 10) + ô o1 — A oo 
=3A Vo — 9p Ya +6(a— n) Wy + 6K Yz +(u—2u—2y— 27) Goo 十 (2a 十 2 十 27F) Soy 
十 2(T 一 26 十 元 ) B19 +2(29— p) $11 +20 P20 —5 Gog — 2k P12 — 2k P21,  (3.11.23c) 
3(A Yı — ô Y2) + 2(D i2 — Ò G11) + (ô Poz — A Poi) 
=3v Vo + 6(y — u) Yı — 97 Wo + 68 Yz — V Poo 
+ 2(ü — u — y) o1 — 2A B10 + 2(7 + 27) Hy) 
+ (2a + 2n+7— 28) Goo +(2p—2p—4é) 12 +20 B21 — 2K Hoe, (3.11.23d) 
3(6 Va — D P3) + D21 — Ò P20 + 2(5 S11 — A i0) 
=6A Y — 97 Ya + 6(€ — p) V3 + 3k Y4 — 2v Boo 十 2 和 Gol + 2(A — u — 27) Sio 
+ (2n+ 47) 11+ (26+2r Ht—2a@) P20 —20 10+ 2(p— p—e) P21 —KR P22, (3.11.23e) 
3(A Pa — 8 Wz) + D S22 — bo; + 2(5 i2 — A D11) 
=6v VW, — 9u Ya + 6(6 — T) Y3 + 30 Wy — 2v Boi — 20 Bio 
+2(2 — u) B11 + 2A Dog 一 入 Goo + 2(0 + TF — 28) S12 
+2(B +T + 7)21 + (P — 2e — 2E — 2p) hoo, (3.11.23f) 
ô V3 — D Y, + 8G, — A Boo 
=3\ Wo — 2(a + 2m) Wz + (4e — p) Wg — 2v Pio 十 2 和 Gil1 
+ (2y — 27 + ft) 20 + 2(7 — a) 21 — THo2, (3.11.23g) 
A W3 — ò Y4 + Ôa — A Pz 
=3v Wo — 2(y + 2u) Wz + (48 — T) Wg — 2v Y1 — D Bio 十 2 入 Gil2 
+ 2(y + ft) 21 + (F — 28 — 2a) Poo, (3.11.23h) 
D1, — ô Sio — ô oi + A Boo + 38DA 
=(2y — u + 27 — ʻi) Doo + (n — 2a — 27) oi + (7 — 2A — 27) io 
+ 2(p + P) i1 + Boz + o B20 — R P12 — kK on, (3.11.23i) 
D 21 — S11 — 5492 + A Bo + 38A 
=(Qy — u — 20) Gp, + P Boo — À Do1 + (27 — 7) Hy, + (n + 28 — 2a — TF) Pko 
+ (2p + p — 2€) i2 + o Go, — K a2, (3.11.23j) 
D oq — Gq, — S812 + A Ži + 3AA 
=v o1 + 7G19 一 2( + A) G11 — A Doz — À Bao + (27 — TF + 28) i2 
+ (26 — T + 2ñ) S21 + (p + P — 2e — 2E) Goo. (3.11.23k) 
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方程 (3.11.17),(3.11.21) 和 (3.11.23) 即 为 Einstein 3777 FER Newman-Penrose 形式 . 
4) 速度 场 

速度 uh 的 协 变 导数 可 构成 一 个 与 ub 正 交 的 表达 式 Huv + uprur uy. 此 式 可 
分 解 为 反对 称 部 分 、 对 称 无 迹 部 分 和 筷 的 迹 


入 
Wy + Up AU Uy = Wuv + opv + Ohyv /3, 


BẸ 
Uns = —Upty + Way + Op + Phy /3. (3.11.24) 
式 中 
V Du, 
Up = Upit = De 
Wuv = Up;v] + Up Uy)) (3 11.25a) 
Onv = Ups) t U(pUy) 一 bh, /3, (3 11.25b) 
0 一 ul, (3 11.25c) 
hjy = Juv + Upuy; (3.11.25d) 
ùu” =0, wuu” =0, Opu” =0, hpu =0. (3.11.25e) 


速度 场 的 性 质 包含 在 这 些 量 中 , ù, 称 为 加 速度 , wu 称 为 扭 或 旋 速 度 , on, BAW 
变速 度 ,0 称 为 膨胀 速度 . 现在 我 们 来 说 明 这 些 量 的 几何 意义 . 


BP RTC FRA (MAR) 为 
rt = gy‘, 7), 
速度 场 为 
Ox 
u(x”) = Ər 


沿 着 每 条 世界 线 有 wi = const. 47 不 变 时 , 由 世界 线 yi 到 邻近 的 世界 线 (yy + Sy’) 
有 增 量 


Oz” = òy’. 
T Iyi Y 
由 于 
D d dr? A _ 
~*~ Arh 二 AH e o _ Aut + TÉ uÀ B 
p ôT g ôT + Tog T ÒT TO by + lagu 07 
Our. . Our 
— t ag 3 __ V H as, B 
= Oy òy’ 十 Too ÒT = Aa bx” + Togu 07”, 
所 以 沿 世 界线 有 
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对 于 随 动 系 中 的 观测 者 , 邻近 体 元 的 位 移 应 是 òr 向 他 的 三 维 空间 的 投影 
bzZ = (g5 + utu jòr” = hbor. 


根据 以 上 二 式 , 注意 到 (81 z+*)wj = 0, 得 到 相应 的 速度 


将 (3.11.25) 代入 上 式 , 得 到 


(O17 ) he = (ul, + wuy ÒLT” 


= (wh + ah + 00" /3)b1 2". 


由 上 式 可 以 发 现 , 脱 胀 速度 9 AIRE, 其 大 小 和 方 问 无 关 . 4 0 > 0 时 物 
质 元 的 体积 膨胀 , 当 0 < 0 时 收缩 . 根据 (3.1.1), 可 将 反对 称 张 量 wy 变换 为 旋 速 
ERE wt 


1 
VAT Or 


由 wr 描述 的 速度 场 具 有 形式 


(S17°) ht = et wu7S, 2”, 


可 见 速度 垂直 于 位 移 òrt, 也 垂直 于 旋 速 度 wt. 所以, wu 表征 绕 轴 wr 旋转. KR 
于 切 变 速度 , 由 于 迹 ot = 0, 所 以 op, 表征 物质 元 由 球 变 为 椭 球 的 等 体积 形变 . 
由 零 标 染 矢量 l 的 协 变 导数 可 以 构成 与 (3.11.25) 对 应 的 三 个 标量 场 ， 定 义 


Ort 、 _. a A 、 
Je = T y 是 沿 着 固定 短程 线 的 仿 射 参量 . 这 三 个 标量 可 以 写 为 
1 
0 = -zli (3.11.26a) 
w = lult, (3.11.26b) 
o = lgl” 一 02. (3.11.26c) 


我 们 可 以 沿 上 述 零 曲线 族 中 每 一 条 短程 线 引 入 一 仿 射 参量 , 从 而 使 s+E= 0. 进而 ， 
L, 为 短程 线 的 切线 , 故 有 k=0. 采用 (3.11.27), 可 将 标量 场 9、w 和 |o| 用 旋 系 
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数 表示 出 来 
0 = (p + P), (3.11.28) 
w = Zlo + Pl, (3.11.29) 
lo| = Voa. (3.11.30) 


5) Maxwell 方程 
在 零 标 架 形式 中 , Maxwell 方程 可 写 为 


1pq(Fmpig — Fipmg — Fmi Ypa) = Jm. (3.11.31) 
在 上 式 中 取 m = 1,2,3,4, 得 到 
D8 — ôo = (n — 2a) o + 29H, — K2 + J, (3.11.32a) 
D8 — 84, = —A Fo + 2281 + (p — Ze) So + J4, (3.11.32b) 
ò» 一 Ag = —v Bo + 2u Dı + (T — 20) Pa + Jo, (3.11.32c) 
6D, — Aĝo = (u — 27) Bo + 27 $1 — o P + J3. (3.11.32d) 
式 中 
Go = Fy lr mm, (3.11.33a) 
6, = - u (IPn? + mem”), (3.11.33b) 
Go = Fm n’; (3.11.33c) 
Jm = Ju Zr, 
J, 为 四 维 电 流 密 度 天 量 . 
方程 组 (3.11.32) 即 Maxwell 方程 的 零 标 染 形式 
Fv 可 用 零 标 架 表 示 为 
Pup 一 一 4Re( Pi liyuna] + 4ilm( Pi Mm My + 2 Poli my 
十 2 Pol My — 2 DonN juM) 一 2 Pon My. (3.11.34) 
将 上 式 代 入 电磁 场 能 量 -动量 张 量 表 达 式 
Q OV 
bv = An (jg FaaF p 一 Fuso F ) ) (3.11.35) 
得 到 相应 的 标 架 表 示 形 式 


4nE yy =2{|b2|*l yl, + [Bo nun + Bo Pomymy, 
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+ Do Pom,Myz} + 4| 6, | {lny) + Mun) } 
—4q, Pol(,Myp) — 4A Poley) 
— 4G, PINu My) — 4 o PiN yy). (3.11.36) 


如 果 能 够 解 方程 (3.11.32) KA So, 21 Al D2, 则 可 以 代入 (3.11.34) Al (3.11.35), 得 
到 Maxwell 张 量 和 电磁 场 能 量 -动量 张 量 的 协 变 分 量 (坐标 分 量 ). 
如 果 Ricci 张 量 和 Maxwell 张 量 成 正比 , Bp 


mn = Kman, m,n = 0,1,2. (3.11.37) 
AY k= 1, Bianchi 恒等式 成 为 
(ô — T + 48) Y4 — (A + 2y + 4u) 3 + 3v Wa 
=f, ADs — Daða + 2( $1 iv — Bo BIA— Bi Boy + Ho oa), (3.11.38a) 
(6 — 27+ 28) D3 + o Y4 — (A + 3u) P2 + 2v W 
= ðS — DaD P + 2( 4, Piu — ain — Pı D28 + PaPe), (3.11.38b) 
(6 — 3T) Wo + 203 — (A — 2y + 2u) Y + v Yo 
= A o — P20 Po + 2( P1 Poy — Pa Poa — Pı Pir + Go ıp), (3.11.38c) 
(6 — 4r — 28) D + 380% — (A — 4y + u) Yo 
= Pô Po — SaD o + 2( GB Pob — So Poe — Dı io + Bo Bik), (3.11.38d) 
(D + 4e — p) Y4 — (8 + 47 + 2a) Y3 + 3A W2 


— P) A Ë» 一 P ÒD- + 2( Bo p, — A p 入 一 Po Poy + $] Pza), (3.11.38e) 


3.12 FE Ricci 平 直 理想 流体 的 场 方 程 
将 理想 流体 的 能 量 -动量 张 量 


TP” = (e + putu” — g” p (3.12.1) 


代入 守恒 方程 
THY 一 0， (3.12.2) 


可 以 得 到 


uve, + (€ + p)u, =), (3.12.3) 
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(e + pju” us, — (9% — utu”) „u =0. (3.12.4) 
W Gur 表示 真空 度 规 , g,, 表示 理想 流体 引力 场 的 度 规 ; 此 时 有 (HR k= 1) 
Riv = 0(Ricci 7B). (3.12.5) 
l 


Ru — Iu tt 一 G + DP) UUy — PGpv; 


如 果 存 在 一 个 标量 $, 使 式 
Guv = €P gu (3.12.6) 


PIL, 则 称 流 体 (guv,€,p) 为 共 形 Ricci 平 直 理想 流体 . 共 形 变换 (3.12.6),Riemann 
张 量 , Weyl 张 量 和 Ricci 张 量 满足 下 列 方程 : 


et Riya =hijvap + Jup (Dva — DvP a + Jva(P;u, — P pP,p) — Jupa (0iv6 9,v9,8) 


— gup (pipa — Pup,a) + (guBgva 一 gpagv61g “brgic， (3.12.7) 
On, =Phyy — 5 (62 Ri — 5) Rye + Gur RN — gur R3) 

一 = R(Xgp — Öp Jur), (3.12.8) 

Ry =Ryv + 2(b,yv — b,n6,v) + Iug (bap — ¢,04,8): (3.12.9) 


用 gee gee = eg gY F (3.12.7), 然后 去 掉 脚 标的 撒 号 , 得 到 


et RE = REY + 05( 的 一 的 的 w) + Obs — ooe) — Elg- 64,8) 
— ôn (ph — p” p,a) + (6366 — 6663)6" O, 


=Rb g + Yxôh + Y$ ôa — Y3 ôk — YE Ôg. (3.12.10) 
式 中 | 
Ya = Pia — PPT + 59a" Pr (3.12.11) 


Ry = Rw — 2Yuv — guv Ya - (3.12.12) 


Ruy = 2Y pv + 9u Y $, (3.12.13) 
yc = ER. (3.12.14) 


将 场 方程 (3.12.6) 缩 并 , 并 注意 uru, = 1, 得 到 


R = —e + 3p. (3.12.15) 
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由 (3.12.6) 和 (3.12.13)~(3.12.15) 可 得 


1 
2Y u = (E+ p)Upuv — F Egur. (3.12.16) 


3 
ERF o 存在 , 要 求 下 却 成 立 : 


2Y ver] = Cred (3.12.17) 


此 式 称 为 可 积极 性 条 件 . 
下 面 我 们 将 上 述 庄 方 程 以 等 标 染 形式 给 出 . 
适当 选择 等 标 染 , 使 其 中 四 维 速度 表示 为 


alu vA v3 二 v4 二 0 |[ 取 zt =(c',2?,23,24)]. (3.12.18) 
将 (3.12.11) 代入 (3.12.16), 得 到 
1 1 1 
wv = Ọ uO, — 5 Inv Pah” + zE + p)UpUy 一 g Iur: (3.12.19) 
上 式 的 零 标 染 形式 为 


_ 1 
bmn = bm n + pn — Imn (DAAG — 8459) + Z (€+ P)umun — rimne. (3.12.20) 


6 
此 式 用 旋 系 数 给 出 , 得 到 下 面 一 组 独立 方程 : 


D*¢ — (Dd)* — (e+EDG + R60 + kõọ = G +p), (3.12.21a) 
A246 — (Ad)? + (y+ NAG — vd¢ — Vdd = z(e +p), (3.12.21b) 
5o — Do + cAd + (& — B)5¢ — (56)? = 0, (3.12.21c) 
DAg + (e + DAG — nõo — 15h — 50609 = =e + 3p), (3.12.21d) 
Dd¢ — Do + KAG + (e — E69 — DGd¢G = 0, (3.12.21e) 
Add — VD¢ + TA¢g — (y — 7)5¢ — Adgdeg = 0, (3.12.21f) 
55¢ — uDd + pAd + (8 — a)6¢ — DOAY = ae (3.12.21¢) 
(AD—DA)¢=(y+4)D¢4 (e+ 2)Ad—(7+2)56—(7+2)5¢, (3.12.21h 


(ôD — D8)¢ = (a + 8 — x)Doọ + KAd — 056 — (P + € — E)ðp, = (3.12.211) 
(SA — AS)¢ = —VD¢ + (T — à — B)AG+ A 664+ (u — y + 7)5¢, (3.12.21j) 


(85 — 85)¢ = (A — u)Do + (P — p)Ad — (à — B)d¢ 
+ (a — B)d¢. (3.12.21k) 
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由 (3.12.6) 和 (3.12.16)、(3.11.12), 得 到 


Ri = Ro = zE +p), (3.12.22) 
1 
用 12 = P, R34 = zE — p), 
1 
Moo = Q22 = -73€ +p), (3.12.23) 
一 ] 
011 = eile +p) 
(3.12.3) 和 (3.12.4) 的 零 标 架 形式 为 
UnE mN” + (€ + p)Uum nn" — (E+p)upyhnn =0, (3.12.24) 


(e +p)ukup gð n 9 一 (E + p)UKUgYpn OP "ppd, + Upukp;g6n,.n 9 一 0 (3.12.25) 


将 上 二 式 用 旋 系数 表示 , 我 们 得 到 


De + Ac = (e + p\(y+7y—-—eE-—Etpt+p-—p- fp), (3.12.26a) 
Dp — Ap = —(E+ p)(y +7 +E +8). (3.12.26b) 
Ôp = (e +p)(k +T 一 元 一 功 ). (3.12.26c) 


下 面 我 们 将 方程 (3.12.16) 以 零 标 架 形 式 给 出 . 将 (3.12.16) 代入 可 积 性 条 件 
(3.12.17), 得 到 


l 


2Cuvapg Q, T =(€ + p).gUyUa + (E + p) (Uv: BUa + UyUa:B 一 3 Jvat;p — (e + P).qUyuUg 
1 
十 34x6cia — (E + P)(Ur;ctg + Uvug;a)- (3.12.27) 
EVES HRS NBAA 


— (E€ + p)(UmUqYep Unug Yip — Upg Vern —UmUg Yn). (3.12.28) 

注意 到 Weyl 张 量 的 零 标 架 形式 , 可 将 上 式 写 为 
D$- Badp = 5 (e+ p)(X—2), (3.12.29a) 
UoAd — W186 = 7(e +p)(A—2), (3.12.29b) 


- _ 1 l 
PDo — W156 = zE + p)(p — B) — 5 De: (3.12.29c) 
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Wap- Dap = He + (0-1) - bas (3.12.2900) 
DaDo + VAG — (Pz + Ba)8g = -zös (3.12.29e) 
DDoe — %Adt (P — pa)86 = 7(e +p) -rP r) (3.12.29f) 
w RI ERRE 
ron’, m” om”, (3.12.30) 
则 相应 地 有 
DoA, 65: (3.12.31a) 


Wo > Wo; (3.12.31c) 
Boy > Bon, Bp, > Pa, (3.12.31d) 
o2 > P99, i P11; 

No; (3.12.31e) 
Poi BG, Do B. (3.12.31f) 


3.13 REE- JEKE 


在 狭义 相对 论 中 , 物质 系统 或 电磁 场 的 能 量 动量 守恒 定律 表示 为 TH = 0. 将 
TY, =0 对 三 维 空间 积分 便 得 到 能 量 -动量 守恒 定律 . 上 式 的 零 分 量 积 分 为 


一 一 | Todo = -| oT; dz 一 一 = — | Tas, (3.13.1) 


右 端 由 高 斯 定理 化 为 沿 系统 边界 面 的 面积 分 . 上 式 表明 , 系统 能 量 的 增 量 等 于 进入 
边界 面 的 能 量 -动量 流 . 守恒 定律 的 这 一 表述 形式 在 引力 场 不 存在 时 是 有 效 的 . 在 
有 引力 场 时 , Te 的 普通 散 度 推广 为 协 变 散 度 , 守恒 定律 应 推广 为 具有 协 变 形式 的 
THY =0. AF Ty = Tip, EBP 


Thy 一 (—g) 7 (TY V —9)v Jap uT = 0. (3.13.2) 
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由 于 上 式 中 除了 普通 散 度 以 外 还 有 一 项 (39aw7?), 所 以 这 个 推广 后 的 守恒 定 


律 不 能 直接 给 出 狭义 相对 论 中 的 物理 图 像 . 如 果 度 规 依赖 于 时 间 , 则 对 于 /= 0, 上 
式 第 二 项 表示 引力 场 和 其 他 场 之 间 的 能 量 -动量 交换 . 为 了 将 (3.13.2) 与 成 普通 散 
度 的 形式 , 对 于 时 空中 一 反 P, 我 们 采用 短程 线 坐 标 系 . 在 短程 线 坐 标 系 中 , 度 规 张 
量 gnu 的 所 有 一 阶 导 数 都 等 于 去 . 所 以 .(3.13.2) 第 二 项 等 于 零 , 而 且 第 一 项 中 的 
J—9 可 以 提 到 微分 号 外 边 来 . 于 是 此 式 化 为 


uV 
a — =0. (3.13.3) 


按照 Landau-Lifshitz 的 表述 形式 , ER PHB T” 可 与 为 一 个 张 量 Sev’ GAR 
(SENT RF vr 是 反对 称 的 ) 


THY = —— (3.13.4) 
由 爱 因 斯 坦 方 程 可 得 
v_l[/pw_} w 
TW =7 (r 59" r) (3.13.5) 
EA P, AF T7 =0, 所 以 有 
l 
k = 59g" 9°" (Gao,87r 十 gpriac 一 gapior — Gor,af): (3.13.6) 
代入 (3.13.5) 得 到 
V _ 0 1 1 O VY TO VT 
I = Fra erent [(—g)(g"” g% — gg 上 (3.13.7) 


将 (3.13.7) 与 (3.13.4) 比较 , 可 知 Serve 可 以 选 为 上 式 右 边 的 表达 式 { }. HEP 
FA, 可 将 (9) 从 微分 号 下 提 到 外 面 来 . 引入 量 


1 O V TO Q VT 
hin = zg gar (T99 9 一 9 9 用， (3.13.8) 
(3.13.7) FAA 
O 
— HY 一 一 vya + 各 
(—g)T Jra h (3.13.9) 


我 们 采用 了 一 个 特殊 坐标 系 (短程 线 坐 标 系 ) 得 到 了 上 式 . 在 任意 坐标 系 中 , EA 


的 左 端 和 右 端 不 再 相等 , 将 两 端 之 差 以 (— 9)!” 表示 , 上 式 变 为 
O 


(—g) (TH +t”) = ga hee. (3.13.10) 


3.13 fea ze Ke 
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因为 上 式 中 各 项 都 是 对 称 的 , 故 量 tH 是 对 称 的 


phy = pve. (3.13.11) 


将 T 的 具体 形式 (用 Ts 表示 的 展开 式 ) 写 出 来 , 再 与 (3.13.8) 一 起 代入 
(3.13.10), 便 得 到 t 的 具体 形式 


+g g” (Dhal ro — Th Ta ] l (3.13.12) 


由 上 式 可 知 , te* 是 描述 引力 场 性 质 的 量 ; 又 由 (3.13.10) 可 知 t 不 是 张 量 . tH 和 
物质 场 的 能 量 -动量 张 量 Te 一 起 , 满足 守恒 方程 


— [(—g)(T*” +t”) =0, (3.13.13) 


所 以 t+’ RASIDI se EAE. 
由 (3.13.13) 可 知 , & 


pH = | (—g)(T# + t#”) dS, (3.13.14) 


是 守恒 量 . 当 t 二 0 时 上 式 退 化 为 [preas,, 这 是 狭义 相对 论 中 的 四 维 动量 


所 以 我 们 可 以 把 (3.13.14) 确定 的 P+ 看 作 是 整个 物理 系统 (引力 场 和 物质 场 ) 的 四 
维 动量 . 式 中 的 积分 可 在 任意 三 维 超 曲 面 上 进行 . 
取 上 式 中 的 积分 曲面 为 2° = const, 则 有 


Př = |(—g)(T te) (3.13.15) 


因此 量 (-g)(T% + 19°) 可 解释 为 物理 系统 的 能 量 密度 , 量 (9)(To: +t) 解释 为 系 
统 的 动量 密度 或 能 流 密度 ; 量 (—9)(T +t) 解释 为 动量 流 密度 . 在 没有 物质 场 存 
在 时 , Te = 0, 所 以 引力 场 的 能 量 密度 和 动量 密度 分 别 是 (g) 和 (g). 
类 似 地 , 也 可 以 得 到 角 动 量 的 守恒 定律 . 角 动 量 表示 为 


pe [crap -aa 
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显然 , 物理 系统 的 总 角 动 量 守 恒定 律 在 引力 场 存在 时 仍然 成 苹 . 

关于 引力 场 的 能 量 表 述 , 除 本 节 采 用 的 Landau-Lifshitz 方案 以 外 , 还 有 许多 其 
他 方案 , 但 都 没有 解决 下 述 疑 难 问 题 : 

(1) 由 于 tee 不 是 广义 协 变 张 量 , 所 以 总 可 以 在 引力 场 中 一 点 处 引入 一 局 部 惯 
TER, 使 t 全 部 等 于 零 . 这 表明 引力 场 能 量 -动量 硒 张 量 t 是 不 可 定 域 化 的 . 

(2) 引力 场 的 能 量 密度 °° 不 是 处 处 为 正 的 . 


B45 引力 场 的 分 类 


场 的 分 类 问题 与 描述 具体 场 的 严格 解 有 密切 联系 . 通过 场 的 分 类 可 以 对 引力 场 
的 性 质 有 更 深入 的 理解 


4.1 Petrov 分 类 
所 请 Petrov 分 类 , 就 是 根据 Weyl 张 量 


l Oo Oo 
— (ggu — 97.95) (4.1.1) 


WN TUTE JY AR Se AY (引力 场 ) 进行 的 分 类 . 

要 确定 曲率 张 量 的 所 有 代数 性 质 , 只 讨论 共 形 Wel 张 量 是 不 够 的 . 由 引力 场 
方程 可 知 , 所要 了 解 的 曲率 张 量 的 性 质 由 Rici 张 量 或 能 量 -动量 张 量 给 出 . 但 是 在 
真空 场 的 情况 下 , Weyl 张 量 便 与 曲率 张 量 完全 一 致 . 因此 , Petrov 分 类 实际 上 是 根 
据 曲 率 张 量 的 代数 性 质 对 真空 引力 场 的 分 类 . 

wE Fu 的 本 征 方程 表示 为 


Fuu S” = Sy. (4.1.2) 


AF S, AER, 入 为 本 征 值 . 如 果 张 量 场 i 是 反对 称 的 , 则 上 式 用 Sv 缩 并 
可 以 发 现 , 要 么 本 征 值 = 0, RARER S, ASAE. 由 3.11 节 中 引入 的 零 标 架 
RE (Int, m”, mE) 可 以 构成 所 有 的 二 阶 反 对 称 张 量 OLR). 其 中 , 零 标 架 和 天 量 的 
组 合 

My = 20) ny 十 SM My 

Viv = 2M), 


Un = 2n,mM,) (4.1.3) 


称 为 目 对 偶 双 天 . 在 对 偶 变 换 下 , 上 式 中 各 双 矢 变 为 目 喘 (只 大 一 个 因子 i) 


Viv = iVm, Uw = Uy. (4.1.4) 


. 138 - 第 4 章 引力 场 的 分 类 


式 中 符号 ~ 表示 对 偶 . 
由 等 标 染 性 质 可 以 证 明 


Eyvaplin’mem? = i. (4.1.5) 
根据 定义 (4.1.3) MERE ER, 可 以 得 到 目 对 偶 双 天 “标量 积 ” 的 性 质 
Mu V” = MjyU = Up V” = Up U" =0, 
MyM" = —4, VU =2. (4.1.6) 


反对 称 实 场 张 量 Fu 不 是 目 对 偶 的 , 也 不 可 能 直接 用 目 对 偶 双 天 (4.1.3) 展开 . 
(BERT Fu 构成 一 个 复 的 场 张 量 Pu 


~ 1 
By = Fy —iPy = Fw — ~i€wapF. (4.1.7) 


2 
注意 到 Fu — —Fyy, 我 们 有 


Foal Ft ai 


Guy = Fy +iPyy Sip. (4.1.8) 
这 表明 场 张 量 S 是 自 对 偶 的 . 将 5 用 (4.1.3) 中 的 双 矢 展开 
Py = PoU uv + 01 Mur + Q2 Viv. (4.1.9) 


展开 式 系数 $; 可 由 原来 的 实 场 张 量 Fu 表示 出 来 


2 
1 THY l UV 
Qı — A u M 一 — 54 uM 
l 
p2 = 5 ewU" 一 F U". (4.1.10) 


对 应 于 二 阶 反 对 称 张 量 Fu 的 六 个 独立 分 量 , 上 式 给 出 三 个 独立 的 复 系数 
下 面 盲 先 讨论 电磁 场 的 分 类 , 然后 用 形式 上 相同 的 方法 讨论 引力 场 的 分 类 . 


4.2 ”电磁场 的 分 类 
设 Fu 表示 Maxwell 张 量 , 则 (4.1.10) 具体 表示 为 


po 一 By p Erz + i(Ey + Bz), 
Qı 一 Ez E iBz, 
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把 坐标 系 变 至 对 称 张 量 的 主轴 系 时 , 对 称 张 量 的 形式 变 得 特别 简单 . 反对 称 张 
量 也 类 似 . 适当 选择 零 标 架 矢量 的 方向 , 可 使 展开 式 (4.1.9) 简化 . 
设 只 转 至 以 的 变换 表示 为 
t= Ent + Em” + Em”, 


nt =n”, m” =m” — En”. (4.2.2) 


式 中 E 为 复 参量 , 目 对 偶 双 天 的 变换 为 


Ul, = Up. (4.2.3) 
由 上 式 可 以 得 到 展开 式 系数 $; 的 变换 关系 
bo = $y — 2E91 + E°dy, 
$1 = $1 — Eb, $2 = $y. (4.2.4) 
适当 选择 参量 F, 即 适 当选 择 1 的 方向 , 可 使 o 或 o STS, 从 而 简化 展开 式 
(4.1.9). 将 带 撤 的 量 和 不 带 撤 的 量 对 换 , 然后 令 
po — 2E91 + Eg. = 0. (4.2.5) 


把 方程 (4.2.5) BERF E 的 二 次 代数 方程 , 根据 这 一 方程 根 的 个 数 可 以 把 电 
BEIT) AVA. 满足 条 件 
$? — papo # 0 (4.2.6) 


的 电磁 场 称 为 非 退 化 场 . 这 类 场 存在 两 个 不 同 的 Ve AAIE po = 0. 
ERE 
$i — d2¢0 = 0 (4.2.7) 


的 电磁 场 称 为 退化 场 或 零 场 . 这 类 场 只 有 一 个 14 的 方向 使 po = 0. 
由 (4.1.6) 和 (4.1.9) 可 知 ， 


$? — body = —4B PH” = -2(F,, FH” — iF, FY”). (4.2.8) 


表达 式 6? — dodo 只 与 电磁 场 张 量 有 关 . 由 此 可 以 清楚 地 看 到 , 上 面 的 分 类 与 零 标 
架 的 选择 无 关 , 与 双 矢 展开 式 也 无 关 . A (4.2.8) 使 上 述 分 类 方案 的 表述 更 加 简单 : 
电磁 场 是 退化 (MSH) 的 充分 且 必 要 条 件 是 


PyFr = F F” =0. (4.2.9) 
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2. 第 二 种 分 类 方案 


我 们 可 以 用 本 征 方程 和 本 征 天 的 语言 来 表述 电磁 场 的 分 类 . 由 (4.1.9) 和 (4.1.3) 
可 知 , do = 0 等 效 于 


uul” = (Py —iP) = Qila. (4.2.10) 
因此 , 对 于 非 退 化 场 , 本 征 方 程 (4.2.9) 或 者 
Ly Fyrl” = WF!" =0 (4.2.11) 
有 两 个 不 同 的 零 本 征 矢 Ir. 


退化 场 或 零 场 (mo = 9p1 = 0) 则 只 有 一 个 零 本 征 天 . 退化 场 张 量 (4.1.9) RAM 
单 的 形式 Pv 一 02V uw; BẸ 


Fav = luppo — lypy, Pul” = ppn” = 0. (4.2.12) 


3. 物理 意义 
零 电磁 场 最 简单 的 例子 是 Minkowski 空间 的 平面 波 


A, = Rel p,exp(ik, z” )|, 
Fy = Reli(pyky — puky)exp(iko z” )). (4.2.13) 


式 中 


puk” = kk” = 0. 


很 容 多 证 明 上 式 满足 零 场 的 充分 且 必 要 条 件 (4.2.9). 
FEE TT fey HARE, 可 将 系统 ( 源 ) 发 出 的 引力 辐射 看 作 平 面 疲 , 此 时 
四 维 势 用 海参 量 表 示 为 推迟 势 (c = 1) 


1 fjart- |r ri) as 
一 一 _ -dd 2 4.2.14 
A, (r,t) A | ron T ( ) 
场 张 量 按 r-! 展开 为 
Pw = FOr) + Fr? eee, (4.2.15) 


FY) = p ky — pyky. (4.2.16) 
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r-r 
ky = —(t - |r’ — r|)» = | mr] ~ (F, —1), 
一 ] 
kk" =0, AY ~ phk, =0. (4.2.17) 
零 场 的 能 量 -动量 张 量具 有 简单 的 形式 
Tyv = ZFS Fov = — pop" kukv. (4.2.18) 


在 局 部 洛 伦 效 系 中 , 能 流 密度 S* = T” 和 能 量 密度 w = T° 之 间 的 关系 为 |S| = w. 
可 见 等 电磁 场 是 纯 辐 射 场 . 
零 电 磁场 的 场 张 量 Su = 如 Www 场 方程 可 化 为 


= 0. (4.2.19) 


用 l, RUER, 缩 并 , 并 注意 到 Mlp = 0, LiH = —l,vm", 我 们 得 到 
1 一 0， (4.2.20) 
即 
lvl” = Ay. (4.2.21) 
由 此 可 得 
lv’ = 0. (4.2.22) 
总 能 找到 一 个 和 E, 使 下 式 成 立 : 
(Nw — Aw) =0, (4.2.23) 
或 号 成 
(AL) wer (ALDY = 0. (4.2.24) 
将 上 式 与 短程 线 方程 


比较 , 可 知 ut = AH. 这 就 是 说 ， 退化 电磁 场 的 零 本 征 矢量 以 是 短程 线 和 天 量 场 . 
将 (4.2.20) PURA m+ 缩 并 , 得 到 


Lymm” = 0. (4.2.25) 


由 此 可 知 世界 线 汇 的 剪 切 度 o 等 于 零 [ 见 (3.11.30) 和 (3.11.27)]. 
综 上 所 述 , 零 场 (退化 电磁 场 ) 是 平面 波 的 推广 ; 它 的 零 本 征 天 量 场 是 无 切 的 起 
程 线 矢量 场 . 
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4.3 引力 场 的 分 类 
跟 构 成 复 电 磁场 张 量 2u 类似, 可 以 用 Weyl 张 量 构成 复 引 力 场 张 量 Grae 
Buas = Cavab -iCwap = Cwas — icapra OTe. (4.3.1) 
由 此 可 得 
Pop = capr 97) = iBwvap, (4.3.2a) 


即 Suas 关于 后 两 个 指标 是 自 对 偶 的 . 由 Weyl 张 量 的 定义 (4.1.1) 得 到 CW = 0 
由 此 可 以 证 明 


~ l 
C uvaß = ITEuvraEaBXpCT — -一 uvaß > (4.3.2b) 


此 式 表 明 张 量 Suas 对 于 前 两 个 指标 也 是 目 对 偶 的 . 于 是 与 (4.19) 类 似 , 可 以 将 
Pvap 用 目 对 偶 双 矢 (4.1.3) 展开 


9 vap = Vv Vag + b2( Vir Map + VapMyv) 
+ $3(VivU ap + VaBU ww + Mv Mas) 
+ ġa (Uu Map + VapMy) + 50 nV ap; (4.3.3) 


此 式 含 有 5 个 复 系数 , KE 5 A 10 个 独立 分 量 . 


1. 引力 场 的 第 一 种 分 类 方案 


采用 零 标 架 和 自 对 偶 双 矢 , 使 展开 式 (4.3.3) 简化 , 重复 由 (4.1.9) 一 (4.2.4) 的 过 
程 , 然后 令 oh = 0, BẸ 


bs = bs — 4d4E + 693E° — 402E° + $1 E* =0. (4.3.4) 


这 一 四 次 代数 方程 的 四 个 根 对 应 于 本 征 矢 e 的 四 个 方 问 , 根据 这 四 个 根 的 重复 情 
况 , 可 将 引力 场 (Rieman 时 空 ) 分 为 Petrov I Æ ~ o X. 

[ 型 : 4 个 不 同 的 根 

[[ 型 : 3 个 不 同 的 根 , 其 中 1 个 为 二 重 根 

D 型 : 2 个 不 同 的 根 , 均 为 二 重 根 

[TI 型 : 2 个 不 同 的 根 , 其 中 1 个 为 三 重 根 

N 型 : 1 个 四 重 根 

O 型 : Weyl 张 量 恒 为 零 , 全 部 ph = 0 (4.3.5) 
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2. 引力 场 的 第 二 种 分 类 方案 
采用 (4.3.1) 和 (4.1.4), 可 直接 用 Weyl 张 量 和 零 标 架 矢量 的 乘积 来 表示 系数 


PA: 
l uvTrap ya 6, 
91 = 4 uapLU U = 2Cuvagn"n Mm" , 
$2 = -7 
1 
pa = 5 
pa = — -C uvag V” MP 
1 
05 = 5 uvaBV eV 一 2Cyvapl4l’mem?. (4.3.6) 


不 含有 mm” 和 mem” 的 项 , 再 应 用 Weyl 张 量 的 对 称 性 , 可 得 


Sl” =0, SË = CH IIe = 一 Cvalxle = 0. (4.3.8) 


VO pL 


由 此 可 将 Sj, 用 零 标 架 和 拓 量 表示 出 来 
Suv =al,l, + RelB(ljmy + lLmyz)). (4.3.9) 
所 以 , Weyl 张 量 的 本 征 和 天 I+ 具有 如 下 性 质 : 


LiypCrjap{rlo ll? = 0S bs = 0, (4.3.10) 


这 时 引力 场 为 了 型 . 
如 果 两 个 本 征 矢 重合 |E = 0 是 方程 (4.3.4) 的 二 重 根 ], 则 必 有 s = bs = 0. 
此 时 由 (4.3.6) 可 得 


lCrjaprll? = 0S os = ġ4 = 0, (4.3.11) 


KIN 5| HA I Al. 继续 讨论 可 得 到 D 型 ~ O 型 系数 pa 为 零 的 个 数 和 Weyl 张 
BOLE AEP. PTA AR, 分 类 如 下 : 
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不 同 零 本 征 矢 个 数 | 为 零 系 数 | Cuag 满足 条 件 
[ 型 4 bs LiypCvjapirletAl? = 0 
IT 型 3 bs, Q4 liu Cuag- = 0 
D X 2 bs, $ liu Cvjagrl* = (4.3.12) 
M | 2 bs, ba, 3 Crvagl4 = 0 
N 型 1 bs, 040302 Cuvag = 9 
O 型 0 全 部 94 


Penrose 图 (图 2-6) 给 出 了 退化 的 情况 : 每 个 箭头 表示 一 个 附加 的 退化 . 
Zo SNARE (14 固定 ) 
(e = Ale. 
n'# = Atn” — ABBI! + Bm” + Bm”. 
m! = lm" — er ABI: (4.3.13) 
式 中 4 > 0, C 是 实 的 , B 是 复 的 , 适当 选择 A, B,C, 还 可 以 使 1 型 的 ps3=0; 使 D 


型 的 $1 = do = 0; TE IL ALY go = 0; 使 [I 型 的 $1 = 0. 
对 于 真空 引力 场 , Weyl 张 量 和 曲率 张 量 相等 , 所 以 上 面 的 讨论 对 曲率 张 量 也 成 


立 
退化 真空 引力 场 最 简单 的 例子 是 平面 引力 波 , 与 
/ \ 电磁 场 的 情况 相似 .由 于 Rwgl8.= 0,1l, = 0, 所 以 
| 是 Petrov N 型 的 . 
D 由 毕 安 基 恒 等 式 , 可 以 导出 退化 场 零 本 征 矢 ie 的 


0 = pryl Viv = gprrab Vw).8 — g@uvap Vv:8 
=2(63V°%")., 一 4p VP lamp U VP Vo 463M“ lam”. (4.3.16) 


FA la RUER HF, 我 们 得 到 


VS la + lap M? = 3la,gml? = 0, (4.3.17) 
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此 即 (4.2.19) A. 所 以 , 退化 场 的 零 本 征 天 量 场 / 是 短程 线 和 天 量 场 ， 用 区 。 科 以 
(4.3.16) HHH, 得 到 


VE Ma + lap M? = 3la,am*m? = 0, (4.3.18) 


此 即 (4.2.25) A. KARR SA TEKR BIA’ 是 无 切 的 (o = 0). 

我 们 对 于 $s = 64 = 0 (BA D ®) 退化 真空 引力 场 证 明了 定理 : 退化 真空 
引力 场 的 零 本 征 矢 构成 无 切 的 短程 线 汇 . 其 他 类 型 的 退化 场 可 用 类 似 方 法 证 明 . 这 
一 定理 的 逆 定 理 (Goldberg-Sachs 定理 ) 是 : 如 果 有 一 个 无 切 的 短程 线 汇 真空 解 ( 引 
力 场 ), 则 这 个 解 一 定 是 退化 的 , 且 线 汇 是 本 征 线 汇 . 


Ri 


广义 相对 论 的 发 展 在 很 大 程度 上 取决 于 引力 场 方 程 的 解 和 它们 物理 解释 . 由 
于 数学 上 的 复杂 性 , 获得 场 方程 的 严格 解 是 十 分 艰难 的 . 因此 , 人 们 一 方面 运用 各 
种 数学 拉 巧 寻找 新 的 严格 解 , 一 方面 寻找 “生成 技术 ”, 即 寻 找 一 些 变 换 , 由 一 个 已 
MERNE (RI). 
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第 1 章 ”一 些 特殊 形式 引力 场 方程 的 解 


1.1 任意 变速 参考 系 中 的 引力 场 


根据 等 效 原理 , 这 一 参考 系 中 存在 引力 场 , 其 能 - 动 张 量 Tv = 0. 
选取 直角 坐标 系 , 设 参考 系 沿 z 轴 方 向 具有 加 速度 g(t), 参考 系 本 身 是 刚性 的 . 
不 失 一 般 性 , 可 将 所 求 的 度 规 号 成 下 面 的 形式 : 


ds? = w(z, t)ar” -dzl — dz” — dz“, (1.1.1) 


(1.1.2) 


(1.1.3) 


(1.1.4) 
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为 了 确定 A(t) 和 B), 我 们 取 w(z,t) 的 渐 近 式 . 当 参 考 系 的 加 速度 g(t) 0 时 ， 
WA wlr, t 一 常数 , B 一 0. 因此 在 渐 近 情况 下 , 可 将 w, t) 展开 , BE Bt) 的 
高 阶 项 

w(x, t) = A (t) + 2A(t)B(t)z. (1.1.5) 


goo = w(x, t) = 1] + 2? 


在 加 速度 g(t) 很 小 时 , 引力 势 U WFR Se 


U = g(t)z, 
Ts w(z,t)=1+2 Ha (1.1.6) 
比较 (1.1.5) 和 (1.1.6), 得 到 
A(t)=1, B(t)= s) 
最 后 得 到 所 求 的 场 方 程 的 解 
ds? = [1 + g(t)x/c*)*c?dt? — da? — dy? — dz’. (1.1.7) 


AP g(t) 是 参考 系 的 加 速度 , 可 为 时 间 上 的 任意 函数 . 

当 g(t) = 9 = 常数 时 , C. Moller 由 一 个 纯 数学 的 坐标 变换 的 方法 (不 解 引 力 场 
方程 ) 得 到 了 与 (1.1.7) 类 似 的 度 规 , 但 没有 讨论 g ENT BATE. Moller Prk 
用 的 坐标 变换 是 


Y=y, Z=z, (1.1.8) 


式 中 X,Y, 2, 了 表示 惯性 系 的 坐标 ; z,y, z, t 表示 匀 加 速 系 的 坐标 . 通过 变换 (1.1.8), 
由 惯性 系 的 度 规 
ds? = c*dT? — dX? — dY? — dZ? (1.1.9) 


变换 为 
ds? = c?(1 + gx/c*)*dt? — dx? — dy? — dz? (1.1.10) 


现在 , 我 们 解 引 力 场 方程 得 到 了 度 规 (1.1.7), 从 而 可 以 寻找 一 个 变换 , 使 (1.1.9) 
变换 为 (1.1.7), 这 一 变换 可 以 叫做 广义 Moller 变换 . 设 所 寻求 的 变换 为 


X” 一 人 (xf), pyv=0,l 
Y =y, 2Z2=2Z. 


1.2 Schwarzschild 外 部 解 . 151 . 
代入 (1.1.7) 和 (1.1.9) 得 
2 
— dr? +e f 4 ae | dt? 
_  [aX(a,t), 6X(z 1 
= | Aa. dz + A a 
2 
+e? Ze t) ae + ne at 
从 而 得 到 方程 组 
OX(z,t) OX(z,t) ,OT(z,t) OT(z,t) 
Ox Ot. “C ðr Ot | 
(1.1.11) 
(1.1.12) 


此 即 所 寻求 的 变换 . 4 g(t) = 9 = 常数 时 , 只 要 适当 移动 一 下 坐标 原 乓 并 调整 一 下 
坐标 刻度 , (1.1.12) 便 退 化 为 Moller 变换 (1.1.8). 

度 规 (1.1.7) 具有 相当 广泛 的 意义 . 它 适 用 于 坐标 系 作 加 速 平 移 、 振 动 以 及 更 
三 泛 形 式 的 运动 . 


1.2 Schwarzschild 外 部 解 
设 引 力 质量 位 于 坐标 系 原点 , 且 具 有 球 对 称 性 , 取 球 坐标 , 线 元 可 写 为 


ds? = e’c*dt? — e*dr? — r° (d0? + sin Ody”). (1.2.1) 


对 于 质量 外 部 , Tu, = 0, 从 而 Einstein 方程 成 为 


l 
Rup — zImtt -一 0. 


BEAR gt’ 缩 并 , 得 R=0. HZ Einstein 方程 为 
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由 (1.2.1) 直接 得 到 r, 的 不 为 零 分 量 


I = In = Tio = L, 
Too = er In = Tio = cae) 
ri = La ry) = Liar, 
rh =T} = 1 =T} = - 
r}, =—re*, TÌ = Ty, = cotd, (1.2.3) 
r} = —rsin*0e*, TA = —sin@cos6. 
1 


可 以 将 上 面 诸 式 代入 (1.2.2), 但 我 们 给 出 G% = RY - LotR 的 表示 式 , 以 便于 在 其 


他 球 对 称 场合 应 用 . OY 的 不 为 零 分 量 为 


(1.2.4) 
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根据 (1.2.8), 可 直接 得 到 Birkhoff 定理 (1927). 实际 上 , HERB 
v = —A(r) + f(t), 
MA e = ef He), RA (1.2.1) 并 令 
ef dt? = dt?. 
最 后 去 掉 dt 上 的 波 号 , 便 得 
v =v(r) = —A=—A(r). (1.2.9) 


这 就 是 说 , 真空 球 对 称 引力 场 一 定 是 静态 的 . 此 即 Birkhoff 定理 . 
将 (1.2.9) 代 回 (1.2.5) 或 (1.2.6), 积分 得 
K 


ev =e *=14—. (1.2.10) 


为 了 确定 式 中 的 积分 常数 K, 我 们 采用 渐 近 平 大 的 边界 条 件 : 当 了 一 oo 时 , 平 
直 空 间 的 牛顿 定律 成 立 . 此 时 引力 势 应 为 U = -G 一 由 此 可 得 


= 20 | 1 2GM 
goo 一 t-z 7 一 2r ) 
由 此 得 
K = -1 = —2m, (1.2.11) 
其 中 m= <=. 于 是 得 到 球 对 称 质量 外 部 解 (Schwarzschild 外 部 解 ) 
ds* = (1 — 2m/r)c*dt? — 7 a — r*(d6* + sin? Ody’). (1.2.12) 


此 解 由 K.Schwarzschild 于 1916 年 给 出 . 

Schwarzschild 解 (1.2.12) 是 当 宇 宙 因 子 入 = 0 时 , 在 球 坐 标 系 中 真空 场 方程 
的 严格 解 . 虽然 原则 上 曲线 坐标 中 的 量 是 和 测量 无 关 的 , 但 球 坐 标 中 的 p 和 9 党 
和 天 文 测量 的 量 相 同 ; > 和 天 文 坐 标的 差别 不 超过 八 百 万 分 之 一 . 度 规 中 所 含 的 党 
数 M 为 中 心 物 体 的 质量 . 对 于 太阳 , mo = GMo/c? = 1.4766 x 105cm; 对 于 地 球 ， 
me = GM。e/c? = 0.4438cm. 如 果 太 阳 和 地 球 的 引力 场 用 (1.2.12) 描述 , 则 在 太阳 表 
HA m/r = 2.122 x 10-6, 在 地 球 表面 有 m/r = 6.980 x 10-10. 显然 , 在 通常 情况 
条 件 下 m&r 是 满足 的 . 


— r*(d6* + sin? Ody”). (1.2.13) 
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1.3 Reissner-Nordstrom 解 


1.2 节 中 , 我 们 认为 中 心 质 量 不 具有 电荷 . 如 果 中 心 质 量 源 除 具有 质量 之 外 还 
HAET e, FET e 激发 的 电磁 场 充 满 整 个 空间 , 作为 物质 存在 的 一 种 形式 , 它 
同样 能 够 激发 引力 场 , 即 作为 引力 场 源 . 因此 , 质量 外 部 不 再 满足 Ta = 0, 而 代 之 
以 


THY = — (Go F Fa — (PF | | (1.3.1) 
AR EE BA, Fz = Fy; = 0. 为 此 , 我 们 采用 Maxwell 方程 
F% =0, 
即 4 
Aw (/—gF?") = 0. (1.3.2) 
O y 
H a (V—gF”) 二 0 得 
T 
0 (/—997" 9 F )= o ip e 一 这 (入 一 2) sin 6} = 0 
Fv 21) = g2 , 
即 


Fo, = Ce3 Nr) (1.3.3) 


AF C 是 积分 常数 . 根据 空间 的 渐 近 平 直 性 质 , 当 7 一 co 时 , 未 知 的 度 规 (1.2.1) 
应 趋 近 于 Minkowski FER, BA À 一 Q, V — 0; 男 一 方面 ， 当 r— OO 时 应 有 Foi — Q. 


由 此 得 到 C = 0. XIF, Fo 处 处 为 零 ; 同 理 可 证 Fy, AEAF. 
由 于 球 对 称 性 , 四 维 势 A, RA r, 所 以 Fu = 5 他 - * 只 有 脚 标 含有 1 


的 分 量 不 为 零 , 即 Fa, Fs. 和 For RAS. 由 于 Fa 和 Py, GAS, 于 是 只 要 求 出 
Fo. 为 此 , 仍 可 利用 式 


Ov\ __ 
LV gF”) = 0. 
此 式 可 与 为 > 
— —5(A+v) — 
ar {- — For? e sind} = 0, 
积分 得 
Fo. = —Fio = welt) (1.3.4) 


AF Q 为 积分 常数 . 4 r— 00 时 , Eo 应 表示 点 电荷 的 场 强 E = Q/r?, 于 是 上 式 
中 的 Q 即 为 场 源 的 电荷 . 
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将 (1.3.4) RA (1.3.1) 得 到 电磁 场 的 能 - 动 张 量 的 不 为 零 分 量 


= 一 73 = ee (1.3.5) 
(1.2.4) 和 (1.2.5) 得 到 场 方程 
1 kQ? 
) 4 3 = aa (1.3.6) 
2 y' —» k 2 
— 一 — + 一 一 一 D7 -i (1.3.7) 
1 k? 
Jig (1-3.8) 
由 (1.3.6) 和 (1.3.8) 得 到 入 = 一 v, 代 回 原 二 式 得 
ex(1 十 rz ) 一 1= _ KQ 
-o Bar? 
因为 goo = e”, 所 以 上 式 即 
d kQ? 
400 +r =i- 8T7 
积分 得 oc 
go = 1+ 23 + 


AP C ARS 为 了 确定 常数 C, 我 们 使 这 个 解 退化 为 己 知 的 Schwarzschild 
_2GM = om. 于 是 最 后 得 到 所 求 的 度 


C2 


(1.3.9) 


AP e? = eo . ipa weg q 时 , 可 推广 e? — e? +g [A (1.14.11). 式 (1.3.9) BẸ 
著名 的 Reisener- Nordstrom BH. AFA m AS e 的 两 项 之 比 


2m 1 


D eae f oe 


r2 r r’ 


10713 


故 知 在 r— co 时 与 m 项 比较 可 将 e 项 略 去 . 对 于 电子 , 上 述 比值 约 为 . 这 


就 是 说 , 只 有 在 电子 的 经 典 半 径 附 近 , 两 项 才 可 比拟 . 在 较 大 的 距离 上 , 含 e 的 项 的 
作用 便 是 微小 的 . 

这 里 应 指出 , 含 e 的 项 是 电荷 QO 的 电磁 场 (作为 物质 源 ) 对 引力 场 的 页 献 , 而 
不 代表 电磁 相互 作用 . 
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1.4 Schwarzschild 内 部 解 


设 场 源 物质 为 理想 流体 , 静止 于 所 选择 的 球 坐 标 系 中 , 且 均 匀 分 布 于 半径 为 mm 
的 球 内 , 在 球面 处 这 均匀 流体 的 压强 为 零 . 在 这 些 特殊 条 件 下 , 可 以 得 到 Einstein 
方程 的 一 个 严格 解 . 
为 了 计算 方便 , 将 场 方程 写成 混合 张 量 的 形式 
Gi 一 -guR = kT,- (1.4.1) 
理想 流体 的 能 - 动 张 量具 有 形式 


T, = gyal™ = (po + Po)gyau u" — g, Po- (1.4.2) 


仍 取 球 对 称 度 规 为 


ds? = edt? — e*dr? — r° (d0? + sin? Ody’). 


“Tq ds -as = 
dx? 1 
0 _ — ew 1.4.3 


(1.4.5) 
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和 A 1 1 
v 1 1 
Ky =e (4 +5) - 5, (1.4.8) 
yl! y! \ 1 ILN 
k Po = e7à (5 一 pu + re + Or (1.4.9) 


考虑 到 (1.4.7)~(1.4.9), ERA BA 


一 一 Py)— = 0. A. 
Jy + (pocl + Po) 7 0 (1.4.10) 


此 式 给 出 压强 和 引力 势 沿 7 方向 导数 之 间 的 关系 . 积分 (1.4.7) 得 


1 A 
e*=1- skpoc 十 T 


为 了 避免 = 0 处 (1.4.7) 出 现 无 限 大 , 我 们 取 积 分 常数 4 = 0. 上 式 成 为 
e+ —1-—., (1.4.11) 


式 中 


R? (1.4.12) 


= poe? 


积分 (1.4.10) 得 
poci + Pp = Ce 2”. 


AP C 为 积分 常数 . 将 (1.4.7)~(1.4.9) 中 的 po 和 Po RAER, 得 到 


考虑 到 (1.4.11), 有 


积分 上 式 得 
e?” = A— B € — 5) 7 (1.4.13) 
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AF A 和 B 为 积分 常数 . 式 (1.4.13) 和 (1.4.11) 给 出 Einstein 场 方 程 的 解 


2 


1 


r2 2 
a-B(1- F) 


2 


—1 
c dt? — (1-5) dr*—r°(d0? 十 sin Ody’). (1.4.14) 


kP = —— A (1.4.15) 


常数 A Al B 可 由 流体 球 边 界 处 的 连接 条 件 确 定 . E r< ri 的 上 述 内 部 解 与 
r >r, 的 Schwarzschild 外 部 解 在 r = ri 处 相等 , 并 使 +r = ri 的 压强 Po = 0, 从 而 
便 可 同时 确定 常数 A B 以 及 流体 球 的 质量 M. 上 述 条 件 表示 


142 


) 


) 


(1.4.16) 


还 应 指出 , A (1.4.14) 表明 , 此 内 部 解 的 适用 范围 是 rı < R. 这 一 条 件 在 天 体 


物理 的 实际 应 用 中 是 经 常 得 到 满足 的 . 例如 , 对 于 太阳 有 
po = 1.4g.:cm™™, 


rı = 6.95 x 101cm. 
于 是 由 (1.4.12) 得 R = 3.5 x 10!2cem > 1}. 


A (1.4.14) 称 为 Schwarzschild 内 部 解 . 


1.5 Kasner 解 的 推广 


假设 场 源 具有 柱 对 称 性 , 则 其 外 部 解 可 以 严格 给 出 , 不 带电 的 情况 由 Kasner 
给 出 . 
本 节 讨 论 荷 电 的 情况 . Einstein-Maxwell 方程 表示 为 


FHY — 0, (1.5.1) 
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Fv;a + Pras + Foy = 9, (1.5.2) 
Guy = = (Fok? + I For E?" Ou | (1.5.3a) 
由 于 Fep = 一 Fo, 后 一 式 可 简化 为 
Ry = = (Fok + E For E?" Gu) , (1.5.3b) 
根据 场 的 对 称 性 , 选取 柱 坐 标 , BEAT SH 

ds? = 2(r)dz0 — dr? — v?(r)dy? — w?(r)dz?. (1.5.4) 

将 上 式 代 入 (1.5.1) 和 (1.5.2), 积分 得 
uvwF°! = Cı = const, Fo. = Civ tw. (1.5.5) 


FE 和 Fog 其 余 分 量 均 为 零 , C1 为 积分 常数 . 
由 (1.5.4) 得 到 7, 的 不 为 零 分 量 为 


/ / 


ro, =r =—, To = uv’, r} = 12, = 一 ， 
u V 
/ 
Th, =-v’', TÌ =T% = > ri, = -ww. (1.5.6) 
Ruy 的 不 为 零 分 量 为 
/ / / 
Roo = (wu) + wu’ (= 十 一 十 z) — 2u *, 
dr u v Ww 
d /vw d /v d /w 
r=- jga) 
yN? w\2 wN? 
— (=) 4 (= 十 (=) (1.5.7) 
u V w 
/ / / 
Ro = — S iw) — vu’ (= + 一 十 z) +2w*, 
dr u v Ww 
d / / / 
R33 = — — (ww ) — ww’ (= 454%) + 2w * 
dr u vV Ww 
将 (1.5.7) Al (1.5.5) RA (1.5.3), 并 令 
dr = uvwdA, (1.5.8) 
得 到 
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(=>) — —C?u?, (1.5.10) 
U /,A 
(=>) = —C?u?, (1.5.11) 
w/ ,》 
UAUA | VAWA | Waua —~C2y?. (1.5.12) 
UV UW wu 
积分 (1.5.9) 得 , 


式 中 C2 = const 为 积分 常数 . 


由 (1.5.5) 可 知 , C1 = 0 即 电 磁场 不 存在 . 我 们 首先 考虑 Ci £0, C2 = 0 Wh 
形 . 此 时 (1.5.13) 给 出 


(1.5.14) 
(1.5.15) 
(1.5.16) 
(1.5.17a) 
(1.5.18a) 
(1.5.19a) 
AS SRG re AR ep IB, 再 作 一 次 坐标 变换 . $ 
Cpie* =p, C=, (1.5.20) 
此 时 有 
dr = C1 (C3 — NM)ec4dA = C1(Cs — A)dp. (1.5.21) 
将 (1.5.20) 和 (1.5.21) FRA (1.5.17)~ (1.5.19), 得 到 
ds? =C7?(C3 — CyMnCyp)~2dt2 — C2(C: 
— C3 InCyp)* {dp? + p dy? + dz*}, (1.5.17b) 
F°”! = -C7 (Cs — Cy'InCyp)~'p™", (1.5.18b) 


Foi = C74 O (Cs 一 C3 *InC4p)~*p7?. (1.5.19b) 
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如 果 质 量 源 不 带电 , 在 (1.5.13) FS C = 0, C = a2, 我 们 有 特 解 


u=e™, v=, w=e™, (1.5.22) 
a+b+c=a +b +e =1. (1.5.23) 
此 时 由 (1.5.8) 知 
dr? = e2(atbt+e)Aqy2 = d 02, 
于 是 (1.5.4) JRA 
ds? = p? dt? — dp? — p*°dy? — p*¢dz?, (1.5.24) 


这 就 是 Kasner 真空 度 规 . WRS Ci = 0, C: = 0, 则 得 到 Minkowski 度 规 . 


1.6 FE fe AV AE ES OP a 


人 们 认为 许多 天 体 都 具有 电荷 . 对 于 中 子 星 ， 人 们 认为 , 其 强大 的 射电 辐射 来 
中子星 表面 以 外 强大 的 磁 侦 极 磁场 形成 的 磁 层 内 的 相干 曲率 辐射 (RS 模型 ), Al 
而 认为 中 子 星 具 有 强大 的 磁 矩 , 其 数值 约 为 


P ~ 10”Gauss 单 位 . (1.6.1) 
因此 , 研究 电荷 ( 磁 荷 ) 和 磁 矩 的 引力 场 对 于 揭示 中 子 星 的 引力 性 质 是 有 意义 (Peng, 
aires 的 静态 磁场 . 静态 时 衬 可 表示 为 

gu = Jpr(2"). (1.6.2) 


如 果 四 维 时 空 点 沿 类 时 方向 移动 E 时 , 矢量 AY 不 变 , 则 电磁 场 Fy = Arey — Ape 
也 是 静态 的 . 此 条 件 即 AY 的 Lie 导数 为 零 


EHA”, — APE, = 0. (1.6.3) 
A & 为 类 时 Killing 矢量 , 它 满足 Killing 方程 
Env + Evxp = 0. (1.6.4) 
电磁 场 只 包含 纯 磁 场 的 条 件 可 表示 为 


1 1 
Fay — 2(E E) a 9 Shy 一 2900 (€, By _ és Bu), (1.6.5) 
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¿£? = 1, = 0. 
式 中 B, AERE. 可 以 取 B 为 纯 空间 矢量 (B, = 0, EE, £0) 


由 于 


— (Ari, + App”) = Ao — (Av&, + Au$"). (1.6.7) 


AP Ao = EAL. 考虑 到 (1.6.4), 可 将 (1.6.7) 的 后 一 项 化 为 (1.6.3), 于 是 (1.6.6) 可 
写 为 


上 式 最 后 一 项 由 Killing 方程 知 其 为 零 . 括号 内 的 式 子 即 (g0 BY) 的 Lie 导数 ， 
场 是 静态 的 , 此 Lie RAS. 因此 上 式 即 


或 


1.6 FE fay AVR AS Sh BB - 163 . 


Sy WETTEREN 
Ao(r, 6) = R(r)p? (cos gem2 (1.6.14) 
AF R(r) 满足 方程 
(1 — = + 3 (2QrR, +r Rrr)—I(l+1)R=0. (1.6.15a) 
经 尝试 , 知 
n=0, l=1, Ri(r)=r (r — 2m + Z) (1.6.15b) 


R(r) = Ri(r)- z(r), (1.6.16) 


2 
7 = —2 f _£ 48 ¢ — 2m + =) Ly (1.6.17) 


In|z | = —2ln|r? — 2mr + e*| + C. (1.6.18) 
积分 (1.6.18), 考虑 到 边界 条 件 , 得 到 


-0 r—m 
~~? | 9(e2 — m2)(r2 — 2mr + e?) 
1 _m — ./m2 —e2 
on (1.6.19) 
4(e2 — m2)/m? 一 e2 r-m+vVm—e 
4 
_ 52m—2\5 
a= (em ) —, (1.6.20) 
1—mr-! — [1 — (1 — e*m-?)2 | 
(1.6.19) 成 为 
加 r—m 
1 2m2r(1 — e2m-2)(1.— 2mr-} + e2m-?2) 
1 2Ma 
一 一 一 一 一 ll 一 1.0.21 
4m3(1 一 e?m-?)3/2 j ( r ) | ( 


将 (1.6.21) FRA (1.6.16), (1.6.15a) 和 (1.6.14) 得 


Ao(r, 0) =— Cy 
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r* — 2mr + e? 2ma: 
+ Imi — em 272” (1 - ) | x cos ð. (1.6.22) 
2M 
将 (1.6.22) - 
2C m? 2am 
Ao(r,@) = — 373 € + - ) cos ĝ (1.6.23) 


an 4e=0, 得 a = 1, (1.6.23) BURA Schwarzschild 空间 中 的 情况 , 4 r >m 


(1.6.24) 


设 场 源 质量 位 于 坐标 原点 , BY 9 = 0 方向 , 场 显 然 应 是 辐射 对 称 的 , 四 维 
WA, 只 有 一 个 不 为 零 的 分 量 Ay. 按照 (1.6.23), 我 们 可 以 将 A, 表示 为 


Ay(P) == (1 + ram) cos @. (1.6.25) 


以 上 我 们 把 Reissner-Nordstrém 度 规 作为 时 空 背 景 , 解 真空 Maxwell 方程 , 得 
到 了 静态 磁 矩 的 磁场 . 现在 ,我们 用 逐次 通 近 的 方法 , 在 一 级 近似 下 求 Einstein- 
Maxwel 方程 的 解 . 将 (1.6.25) 代入 能 - 动 张 量 


o ap 
Tvl(p) = = F po(p) Pvp) — A 9uv t app) E (p) 。 (1.6.26) 
(1.6.26) 和 以 e,m 为 源 的 能 - 动 张 量 
a 0 0 0 
e |0 -b 0 0 
一 一 1.6.2 
Tvle) 2r4 | 0o 0 -rz 0 (1.6.27) 
0  —r? sin? 0 


一 起 , WE Einstein-Maxwell 方程 组 的 右 端 . (1.6.27) 中 的 a 和 b AIA 


(1.6.28) 


1.6 Fa fay AUR FE aR A - 165 - 


— r°(1 + w)(d6* + sin? Ody’). (1.6.29) 


将 (1.6.26)~(1.6.29) 构成 的 Einstein 方程 组 按 u,v, w 展开 , 保留 一 次 项 , 得 到 


2m 3e? 1 1 (2m 2e" u , l u + cotO- ug) 
r? r3 T Dr2 0 y 


一 十 76 + a5 (3 cos* 6 + 1), (1.6.30) 


2m , 3e? 1 1 A A 1/2m 2e? y+ 2w 
~  Q a ~U rr W rr lo Z Thn Ur T 
r3 r4 2” i r \ r? r3 i 


9 2\ —1 2,.2 
_e € _ 2m = - ZE (30s? 8 — 1), (1.6.31) 


2,2 
bx > (5 cos* 0 + 1), (1.6.32) 


i | 42 ng- 十 m e vU l cot 6 -w 
-> (zu =u ~w w— 一 一 十 二 一 一 埃 
r2 \ 9 ,00 9 ,00 9 .00 r r2 9 ,0 


2 2 m2 
—— “4 十 a (5 cos? 6 — 1), (1.6.33) 


3e? 3 sind in 9 
“sind — > sin — $5 (2 +u + 3v— 4w) — = x (ur 一 or 


+ cot (uo +ue — 2w) = 0. (1.6.34) 


略 去 me 和 2 等 高 阶 项 , (1.6.30)~ (1.6.33) 化 为 


cot 6 a?o? 


s— x (3 cos* 0 + 1) = 0, (1.6.35) 
r 


2 
U rr + —uU r + -5 U,60 + 9 
T T rT 


2 1 
U rr + 2W rr 一 ~ (Ur 一 2w +7) 十 -z (4W,r +Ur— Ur) 
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272 
ap? > 
+ Dr6 (5cos“0 十 1) = 0, (1.6.36) 
1 1 
Wrr + lUr — Ur + AW) + > (U,00 + 0,60 
a2? 
+weoe—-—v+w—cotéd-we- 576 (5 cos* 0 一 1) =0, (1.6.37) 
1 1 
Wrr 十 D7 r — Vr 十 40r) 十 5,2 (Ww,00 
ap? 


(5cos*9+1)=0. (1.6.38) 


RE (1.6.35)~(1.6.37) 的 过 程 虽 然 麻烦 但 并 不 困难 . 如 (1.6.35) 分 离 变 量 , 得 到 两 个 
党 微分 方程 , 其 解 很 容易 得 到 


(1.6.39) 


将 (1.6.39) 代入 其 余 方程 , 将 v 和 w 展 成 储 里 叶 级 数 , 比较 各 项 系数 , 得 到 


(1.6.40) 


(1.6.41) 


(1.6.42) 


度 规 (1.6.42) 描述 具有 电荷 e FIRE p 的 中 心 质量 (如 中 子 星 ) 的 引力 场 . 它 
对 于 研究 中 子 星 的 引力 场 和 磁场 中 的 各 种 引力 效应 将 是 有 用 的 . 含 磁 倚 时 可 将 e 
PRAY e? + q?. 


1.7 Weyl-Levi-Civita 解 


当 引 力 场 具有 旋转 对 称 性 时 ， 真 空 Einstein 方程 的 严格 解 由 Weyl 和 Levi- 
Civita 给 出 . 
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在 引力 场 gu F, 如 果 存 在 一 个 表征 旋转 对 称 性 的 Killing RB, 则 这 一 引力 
场 称 为 旋转 对 称 引 力 场 , 如 果 这 一 旋转 是 绕 Ox? 轴 的 , 则 Kiling 矢量 具有 形式 


E! = (0,axz*, —az’,0). (1.7.1) 
式 中 a 是 表征 旋转 的 参量 . 
考虑 到 旋转 对 称 性 , 线 元 的 最 普遍 形式 应 为 
ds? = adz” + bdr!” 十 2cdzldz2 + ddz” + edy?. (1.7.2) 


AP 2° = ct, 是 类 时 坐标 ; r! 和 r? 是 空间 坐标 ; z3 =p EAM; a,b,c M dz 
c! 和 r? 的 函数 . 

我 们 知道 , 在 二 维 空间 中 ,Weyl 共 形 张 量 等 于 零 . 现在 , 用 这 一 性 质 可 将 线 元 
(1.7.2) 简化 . 考虑 由 线 元 


b(zl,z2)dzl 十 2c(zlz2)dzldz2 + d(zlz2)dz2 (1.7.3) 
表征 的 二 维 曲 面 , 这 一 、 二 维 曲 面 是 共 形 平 直 的 , 即 存 在 一 个 新 的 坐标 系 
zlz2 zl=7!1(7r!l,7), x? =27(z',2°7), (1.7.4) 
在 新 坐标 系 中 线 元 (1.7.3) 具有 形式 
e” [dr + da? J. (1.7.5) 


AP u 是 新 坐标 的 函数 , 在 上 式 中 , 为 了 简化 , RINSE T RMS. 
由 于 坐标 变换 (1.7.4) 不 影 啊 (1.7.2) 中 的 第 一 项 和 最 后 一 项 , 于 是 旋转 对 称 的 
静态 线 元 可 简化 为 


ds? = a(dzx°)? +er[(dz')?* + (dx”)*] + edy’. (1.7.6) 
为 了 方便 , 将 函数 a,y 和 e Bx 
a=, e” = —e2(7—-¥) e 一 —p*e*”. (1.7.7) 


AP y, y 和 p 是 坐标 z1 和 z2 的 函数 , 因此 我 们 有 


= (1.7.8) 
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ee 一作 0 
—e2(¥—-7) 
Juv = ay (1.7.9) 
0 _ 0 一 262y 
由 此 得 
J—g = pe), (1.7.10) 
在 上 面 各 式 中 , 所 有 函数 都 不 依赖 于 时 间 坐标 z? 和 纬 向 角 坐标 op. 
由 (1.7.8) 和 (1.7.9), 可 以 得 到 Christoffel 符号 
=n, 站 = 一 Pa = Th = Yi ,1 
Toz = 25 ri 一 -rh 一 7122 = 7,2 — V2; 
rA — e229 7) 1, r2 — e22) », 
Dis =p pi1—w1, T33 = 67^ (Y, pp) 
Ts 一 p~*p,2 — 2; T33 = e (P Y,a — PP,2), 
其 余 
r7, =0. (1.7.11) 
由 (1.7.11) 可 得 到 Rew,) 从 而 建立 Einstein 场 方程 Rv =k (Tur — 59D) 
Roo =e?" (Y aa + p ',4,A) 
=k (To — 5ew7 ) (1.7.12) 
Ri 三 办 44 — Yaa — 20101 —P ptp YAp, A +P Cp, — 7,20,2) 
=k (Tn + zer) | (1.7.13) 
Ri2 =p" *(7,10,2 + 7,20,1) — 2,1%,2 一 0 P12 = kTia, (1.7.14) 
R22 =, AA — Y,AA — 2W 2%) 2 一 PŽ P22 + PT YAPA 一 p (Yapa 一 了 了 20 2) 
=k (Ta + T (1.7.15) 


R33 =e “7 p [wb aa +p (VW,Ap,A — PAA) 
1 
=k (Te + Per ) (1.7.16) 


其 余 
R = 0. (1.7.17) 
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Ema A=1,2;T 为 标量 能 - 动 张 量 : 


T = e 2Y Thoo 一 e2(% 一 7) (T11 十 T22 ) 一 po *e*” Tas. (1.7.18) 
对 于 真空 场 ,也 = 0, 场 方程 简化 为 
p, aa + PT, Ap, Aa =O, (1.7.19) 


Y AA — Y,AA 一 2011 — p "p11 + PT Y Ap A + p (Yapa 一 了 2p 2) 一 0, (1.7.20) 


p(y1p2 +7,2P,1) — 2%,1W,2 — P™*P,12 = 0, (1.7.21) 
p AA — yaa — 2022 — pp +p apa — pP (V1p1— 7,2P,2) = 0, (1.7.22) 
wWAatp '(W.Ap,A — p,A) = 0. (1.7.23) 


由 方程 (1.7.19) 和 (1.7.23) 得 


这 是 二 维 Laplace 方程 , 即 p 为 两 个 坐标 和 z2 的 调和 函数 . 
为 了 简化 引力 场 方 程 (1.7.19)~(1.7.23), 我 们 引入 柱 坐 标 系 


Z =p, 27 =z. (1.7.25) 


式 中 p 是 Laplace 方程 (1.7.24) 的 任 一 解 . 在 一 般 情况 下 , p 不 是 标准 平 直 空 间 的 
FEAL pp. 

KHERA, z? = ct, xt = p, r? = z, r? = Q, 第 一 个 方程 (1.7.19) 和 最 后 
一 个 方程 (1.7.23) 相同 . 真空 引力 场 方程 组 归结 为 


2 
(Sete t ae) — (Fy a) 2 & =Q, (1.7.27) 


ð? Opdp 8z? Op? pôõp 0z? Op 
1 OY Ow OV 
-一 _ 0 一 一 -一 1.7.28 
p Oz 2 Op Oz 0 | 


2 
(Fo he) - (Fr 4 21 -2 (2) = 0. (1.7.29) 
由 此 我 们 可 以 得 到 四 个 等 效 的 方程 


& 十 二 -一 十 a) = 0, (1.7.30) 
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ð WQN? (dp \? 
T =p (32) — ($) | | (1.7.31) 
0 Ow ð 
Be = 2p ap Oe (1.7.32) 
Oy 6? WN? (N 
TA + 5g 77 (2) + 后 | : 1-788) 


此 即 具有 旋转 对 称 性 的 静态 真空 引力 场 方程 . 

方程 (1.7.30) 是 通常 平 直 空间 Laplace 方程 的 柱 坐 标 形式 , 函数 y 具有 旋转 对 
称 性 . 容易 得 到 方程 (1.7.30) 的 一 个 特 解 , 然后 将 此 解 代 入 其 余 两 个 方程 (1.7.31) 
和 (1.7.32) , 便 可 解 出 y. 将 (1.7.31) 和 (1.7.32) 分 别 对 p 和 z RS, 然后 相 加 便 得 
到 第 四 个 方程 , 所 以 第 四 个 方程 不 是 独立 的 . 

我 们 把 Weyl-Levi-Civita 度 规 在 柱 坐 标 中 的 形式 (1.7.8) 写 为 


ds? = eY edt? — e074) (dp? + dz?) — pe?" dy”. (1.7.34) 


对 于 一 些 具体 的 情况 , 用 上 述 方法 便 可 得 到 上 式 的 具体 形 陈 . 


1.8 质量 四 极 矩 的 外 部 解 
作为 静态 旋转 对 称 场 的 例子 . 我 们 给 出 质量 四 极 矩 的 场 方程 的 严格 解 . 为 此 ， 


选择 椭 球 坐标 (x,y) RAE 
r= — (r +r), y= — (n _ r2). (1.8.1) 
式 中 ri 和 7 2 E 
ri =p +(z+m)’, 
rs = p*+(z—m)*. (1.8.2) 
此 处 p 和 z 是 通常 的 柱 坐 标 ; m 是 一 个 参量 . HRN Rew 
z 21, 
-1 <y < +l. 
在 新 坐标 系 中 , 方程 组 (1.7.30)~(1.7.32) 可 写 为 
2 (e — n| + 元 Q — A = 0, (1.8.3) 
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— 2y(x* — al (1.8.4) 
2, [ Op OW 
方程 组 (1.8.3)~(1.8.5) 可 用 分 离 变 量 法 解 之 . > 
p(x, y) = A(x) M(y). (1.8.6) 
将 上 式 代 入 (1.8.3), 我 们 得 到 下 面 两 个 方程 : 
5 (e 一 DE -CA =0, (1.8.7) 
d fa _ 2,0! — 
Jy a y“) a +CM =0. (1.8.8) 
AP C 为 不 依赖 于 z M y 的 常量 . 


č 


为 了 得 到 一 个 正常 解 , 我 们 取 C =1(1+1), = 0,1,2,- ,此 时 (1.8.3) 的 解 可 
与 为 


V(r,Yy) = 》 gyi(z,y), (1.8.9) 
l=0 
AP 
wi(z,y) = Pr(y)Qi(z), (1.8.10) 
其 中 Pi(y) 是 Legendre 多 项 式 , Qir) 是 第 二 类 Legendre MA. 例如 , 选择 1 = 0 
时 有 l xz—i 
polz, y) = 5m (1.8.11) 
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这 里 由 于 1=0 故 a = 0, 于 是 (1.8.7) 和 (1.8.8) 中 的 A, M 表示 为 


7 M(y) = 1. (1.8.12) 


(1.8.13) 


wo 和 yo 给 出 Schwarzschild BERL [只 要 由 椭 球 坐标 (x,y) 回 到 球 坐 标 (7,0) : z = 
一 — 1, y 一 cos0.| 
EHARA (1.8.9) 中 的 系数 , 便 可 得 到 (1.8.3) 的 其 他 解 . 例如 , 使 


Y = po + gyi. (1.8.14) 


AP 1 关 0,gi 为 一 任意 常数 . 此 处 不 对 ! 取 和 . 这 个 解 可 认为 是 Schwarzschid 解 的 
推广 . 场 源 除 具 有 质量 之 外 , 还 具有 | RBS RE. 

1! = 1 对 应 于 质量 偶 极 矩 的 场 ， 在 物理 上 这 个 解 无 意义 ,因为 没有 人 负 质 量 存 
在 . l= 2 的 解 描述 四 极 矩 的 引力 场 . 令 o = go, 我 们 可 将 这 个 解 与 为 


y =31 f t 5032" — 1)(3y* — 1) int —* 


T+ 二 1 
(1.8.15) 


2T—1 


y =—o" K — 10z + 1)ln 


x (2? 一 =) + 30. (1.8.16) 
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y 中 的 积分 常数 是 根据 无 限 远 处 边界 条 件 确定 的 ( 当 z 一 oo 时 7 一 0). 
为 了 说 明 上 面 的 解 在 远离 引力 场 源 时 的 行为 , 我 们 先 将 Weyl-Levi-Civita 线 元 
按 椭 球 坐 标 zx 和 y 写 出 [注意 到 (1.8.1) 和 (1.8.2) 


2 2 
ds? —e2¥ p24} = m2e2—¥) (q? _ y?) | dx 4 dy ) 


— me?” (x? — 1)(1 — y*) dy”. (1.8.17) 


借助 于 关系 式 
Z 一 一 一 1， y=cos8, (1.8.18) 


可 将 (1.8.17) 写 为 球 坐 标 形式 


、 2 .。 2 
ds? 一 e2ypc2dt2 — e2(1-¥) (1 + m om =) dr? 


+(r*—2mr + m? sin? sae? —e°”(r?—Imr) x sin? Ody”. (1.8.19) 


4 r? = ct, x! =r, r? = 0, x? =, 并 按 - 展开 , 得 到 


(1.8.20) 
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-1 
x P(cos o) sin’ Ody’. (1.8.22) 


根据 近年 来 的 测量 结果 , 对 于 太阳 , o ~ 107; 对 于 地 球 , o~ 1.5 x 10°. 


1.9 Vaidya f# 


Vaidya 度 规 描 述 具 有 球 对 称 性 的 辐射 引力 场 . 我 们 可 以 解 相 应 的 Einstein 场 
方程 , 导出 这 一 度 规 . 
对 于 球 对 称 辐射 的 非 旋 转 球体 ( 场 源 ), 能 - 动 张 量 可 与 为 


Tuv = qh ky, (1.9.1) 


AF k, 是 问 外 辐射 的 零 天 量 , q 是 局 部 观察 者 测 得 的 辐射 能 量 密度 (观察 者 具有 
四 维 速度 uM), BP 


q = Tpvt v”. , (1.9.2) 
KH Schwarzschild 坐标 , 具有 上 述 性 质 的 度 规 的 最 普 遇 形式 是 ( 取 c= G = 1) 
, 92 ~1 
ds* = a ( 一 m) dt* — (1 — =| x dr? — r*d (1.9.3) 
AP m = m(r,t), 
f(m) =m! (1- ="), (1.9.4) 
_ Om , om 
BET Op 


2m! 2m\ (im rh 
Rup = -2 ( 一 = (Sa + i ) ( + i . (1.9.5) 


下 面 我 们 将 度 规 (1.9.3) 在 推迟 坐标 系 中 给 出 . ERRERA (wm 0,9) P, 
Vaidya 线 元 (1.9.3) 具有 形式 


2m(u) 


ds* = f — | du? + 2dudr 一 rd (1.9.6) 


式 中 u 是 Schwarzschild 几何 中 的 推迟 时 间 坐 标 ， 它 与 Schwarzschild 了 时间 坐标 之 
则 的 关系 是 
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u = t-r — 2mln(r — 2m). (1.9.7) 


这 一 变换 要 求 = _0 
在 上 述 坐 标 系 中 ,gw 的 不 为 零 分 量 可 由 (1.9.6) RA 


l 
g’? = 一 一 一 一 一 . (1.9.8) 


从 而 有 


2 ° 
1 33 — — sin ĝ cos 0, 


1 
T3 = Tis = = 


rs, = TI», = cot 0, 
1 其 余 分 量 为 零 . (1.9.9) 


Rw 的 表示 式 为 
Ry = ——mon oy. (1.9.10) 


Ty = —~— mô o>. (1.9.11) 


(1.9.11) 表示 辐射 场 的 能 - 动 张 量 , 具有 几何 光学 形式 . 比较 (1.9.11) 和 (1.9.1), 我 
们 得 到 


(1.9.12) 
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上 诸 式 中 m= amt) 即 辐射 的 能 量 密度 . 


为 了 将 Vaidya % 度 规 以 零 标 架 形 式 给 出 , 首先 将 度 规 (1.9.6) 与 为 


ds* =I,n,dr"dz’ + nyl,dr4d2’ 一 rp 而 vdZAdz7 — M,m,dz"dz”, (1.9.13) 


(1.9.6) 还 可 改 与 为 (对 称 化 形式 ) 


x | z’ + isindd)| | (1.9.14) 


比较 (1.9.13) 和 (1.9.14), 得 到 零 标 架 矢量 的 协 变 分 量 


1 2 
ry = 5 (1) + 


My = -— (ô? + isin 08). (1.9.15) 


2>” 


My 表示 式 加 一 个 负 号 是 为 了 和 Kinnersiey 2 ( 见 2.1 1) 一 致 . 
为 了 给 出 标 染 矢量 的 逆 变 分 量 或 方 同 导数 , 我 们 写 出 


Sa (UIW 8y) + (nO ) ("0,) 
— (m*0,,) x (m”O_) 一 (On bp), (1.9.16) 
或 者 等 效 地 有 
<= = DA + AD — 85 - 88. (1.9.17) 
上 式 又 可 写 为 


2 2 2 
O_O Of, _ amu) (oO Loy - -( l =) . (1.9.18) 
ðs? Ou Or T Or r 00 rsin 0 Oy 


将 (1.9.18) 重新 整理 和 对 称 化 , 然后 与 (1.9.16) 或 (1.9.17) 比较 , 得 到 


O 


D = 一 一 
Or’ 
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Ou r Or’ 
1 0O .1 0 


AMË =dm?. (1.9.20) 


1 
p= ap? 
cot 6 
a= — 》 
2V 2r 
B = —Q, 
y = mt) (1.9.21) 
还 可 以 得 到 Rici 张 量 零 迹 部 分 的 非 零 分 量 
Boo = mi) (1.9.22) 
Weyl 张 量 的 非 零 分 量 只 有 一 个 
p? 一 _m) (1.9.23) 


由 (1.9.2.2) 可 以 计算 Rici 张 量 的 分 量 . 因为 R=0, 从 而 有 Ry = Rm2 Z? = 
2Pooll,, CERE - DIWEK k f 


kT yy = — Lly (1.9.24) 
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Te ID BE - 动 张 量 具有 几何 光学 形式 . 

我 们 可 以 看 到 , Vaidya 辐射 场 不 满足 无 源 Maxwell 方程 , 这 是 预料 之 内 的 事情 ， 
因为 辐射 场 有 单 极 结构 . 

实际 上 在 标 架 形式 中 , 无 源 Einstein-Maxwell 方程 由 下 述 代数 关系 给 出 : 


Pmn, = dmPn- (1.9.25) 
由 于 Onn 只 有 一 个 非 零 分 量 , 我 们 令 
ik 
2 = mn, po = 9 = 0. (1.9.26) 


将 (1.9.26) FRA je = 0 的 Maxwell 方程 直接 得 到 矛盾 的 结果 : 一 方面 上 RÆ u A 
9 HY EAA, 另 一 方面 一 二 cos 9. 这 就 是 说 Vaidya 度 规 不 满足 无 源 Maxwell 方程 . 


我 们 还 可 以 计算 辐射 能 量 通 量 . 对 于 静止 于 无 限 远 的 观察 者 , RE s = 
即 等 于 辐射 物体 质量 减少 率 . 


1.10 电 (RÉ) TI RAAE AI E UIRAE HII NER 


为 了 揭示 一 些 天 体 的 引力 性 质 , 寻求 同时 具有 电荷 (Air) FR J 
的 质量 源 的 引力 场 是 有 意义 的 . 

我 们 在 1.5 节 中 得 到 一 个 具有 电荷 和 磁 矩 的 中 心 质 量 引 力 场 , 没有 考虑 质量 四 
极 矩 的 存在 , 也 没有 考虑 电荷 ( 磁 荷 ) 和 磁 矩 的 相互 作用 对 引力 场 的 页 献 . 在 考虑 
到 这 些 作用 之 后 , 本 节 有 用 微 扰 论 的 方法 , 获得 场 方 程 的 解 . 

在 所 讨论 的 情况 下 , 所 寻求 的 度 规 中 应 该 含有 质量 四 极 窍 ARE p 的 相互 
作用 项 . 与 质量 M 的 贡献 相 比 , WREE J MRE p 已 经 是 小 量 . 因此 可 忽略 J 和 
p 的 相互 作用 的 页 献 

静态 辐射 对 称 线 元 在 柱 坐 标 系 (p, z, 办 PROPRIA SA 


ds? = eY edt? — e2—¥) (dp? + dz?) — pie “dg”, (1.10.1) 


EP y Aly 只 是 p, z 的 函数 . 
质量 外 部 的 Einstein-Maxwell 方程 具有 形式 


式 中 For = Arig 一 Ag.7, Åp 是 电磁 场 四 维 势 ， k = 
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电磁 场 只 含 纯 磁 场 的 条 件 为 


Fw = 297? (B, — & By), (1.10.4) 


AF & 为 类 时 Kiling RB. 由 上 式 可 得 


将 (1.10.1) 和 (1.10.5) 代入 (1.10.3), 得 到 A 满足 的 方程 
V°A—2Vy-VA=0. (1.10.6) 


A V Al V? 是 平 直 空 间 柱 坐标 系 中 的 梯度 算 符 和 拉 普 拉 斯 算 和 从 . 
由 于 场 具 有 辐射 对 称 性 , 所 以 A, 只 有 一 个 非 零 分 量 A, = A. 于 是 可 将 Ein- 
stein 方程 (1.10.2) 写成 如 下 形式 : 


Vy = ke 7” |\VAl?, (1.10.7a) 
2 _ 
V(b = 7) + yp = 2% = he (A3 — AY) (1.10.7b) 
y? (Y — y) 一 2 一 ke “(A 一 A$), (1.10.7c) 
Yz — 2p, = —2kpe*"A „A z (1.10.7d) 


(1.10.7b),(1.10.7c) 和 (1.10.7d) 消去 二 阶 微分 项 得 


Vp = py'p— p's — kpe (4o 一 4z)， (1.10.8a) 
Yz = 2p pz — 2kpe A, Az, (1.10.8b) 
作 变 换 
p* = (r? — 2mr + kQ’)(1 — u’), (1.10.9a) 
z=(r—m)p, —-l<pu<cosé <l. (1.10.9b) 


AH k= =Q 为 星体 电荷 ( 磁 荷 ). 在 此 变换 下 , J (1.10.6), (1.10.7a). (1.10.8a) 
和 (1.10.8b) 分 别 成 为 


[Cr — 2mr + kQ”) Ar] r + |(1- u )A u), 
=2(r? — 2mr + kQDA rY r +21 — pDA uY p. (1.10.10a) 


(r? — 2mr + kQ? ve + [(1 — Wulu 
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=ke” [(r* — 2mr + kQ?) A’, + (1 — p*)A*]. (1.10.10b) 
_ 1 一/ 2 2 
Y p “om? y (kO? mAn? G —m)(r* — 2mr + kQ*) 


— ke VA, Ay) (1.10.10c) 
2—2mr + kQ? - 
yp mT = mye OG — 2mr + kQ*) [yi — ke?” AS] 
— p(1 — pe") (bi, — ke A 
+2(r —m)(1— pp) rY u- ke?” A,A Jl} (1.10.10d) 


变换 之 后 的 线 元 表示 为 


ds? =e2Y edt? — e?—Y) [(r — m)? + (kR? — m?) py) 


dr“ du’ 2 2 
ee ee 2 ie y, k 
(ar t i) (7 mr + ke ) 
x (1 — p*)e"*"' dd’. (1.10.11) 


下 面 我 们 解 方程 (1.10.10). 注意 到 方程 中 含有 引力 常数 k， 因 此 应 有 w = 
P(r, u, k), A = A(r, u, k).k = 5 很 小 , 我们 将 少 和 A 展开 成 HRAM 


plr, u, k) =p (r, p) + kb (r, p) + kp (r, p) + (1.10.12a) 
A(r, u, k) = AO (r, p) + KAM (r, u) + kA? (r, u) +- (1.10.12b) 
将 (1.10.12) 代入 (1.10.10) 并 比较 各 项 的 量 级 , 得 到 

(r? — 2mr)p ,r+ [1 — pp = 0. (1.10.13a) 

(r? — 2mr) AP] r + [(1 — p?) AD] a 
=2(r? — 2mr) AP pO + 211 — p) AO pO). (1.10.13b) 

(r? — 2mr)p P], + [1 — we 
= — Qh rr $e 2¥O (r? — 2mr) AM” + (1 = p?) AO’). (1.10.13c) 


(r? — 2mr) A}, + [1 — pA] 
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(r? — 2mr) AY) + [1 - p’) AR] 


=- Q AYO + 2(r? — 2mr) Ay yy 


+2(1 — p)APy? +2 G 一 2mr) AD yp E-I) 
7 一 0 
2 Ali) (一 7 一 1 2\ A(j) (i—i ， 
+ QRADYGTI-Ð + (1 — p?) ADY Dut, i=1,2,---  (1.10.13e) 


方程 (1.10.13a) 可 用 分 离 变量 法 求解 . 对 于 中 心 质 量 和 质量 四 极 矩 产生 的 引力 声 ， 
可 求 得 


十 — (3r? 一 6mr + 2m*)In (1 一 =| | (1.10.14) 


AP J ARBRE. 
下 面 解 方程 (1.10.13b). 由 (1.10.14) 可 知 YO = YO (r, u, J). FENA AO = 
AO (r u, J). 由 于 J 很 小 , 我 们 将 AO 展开 为 J HRAN 


AMO (r, u, J) = A (r, u) + JAY + o(J*). (1.10.15) 


REZ (1.10.15) 中 J2 以 上 高 阶 项 , 代入 (1.10.13b), 并 比较 J 的 同 次 项 系数 , 得 到 
Aly) 满足 的 方程 


显然 
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AF a 和? 为 积分 常数 . 
将 (1.10.19) 和 (1.10.20) 代入 (1.10.17), 取 r oo 时 的 极限 , 并 和 经 典 情况 下 
电荷 ( Rim) 和 磁 矩 的 势 比 较 , 可 确定 积分 常数 a 和。 


3 
a=Q, b= -r (1.10.21) 


式 中 @ 和 yz 分 别 为 中 心 质量 具有 的 电荷 (Rer) MARE. 于 是 我 们 得 到 Schwarzschild 
背景 度 规 下 的 电荷 (rr) 和 磁 窍 的 势 


At = z _ ŠPK 2 (= — 1) + (2 — —) In ( — =] i (1.10.22) 


将 (1.10.14), (1.10.15) 和 (1.10.22) 代入 (1.10.13b), 得 到 AT 满足 的 方程 


0 
(r? — 2mr)AY Je + [1 — WAR}, pp — 2A , 


=go(7) + g1(7) + g2(r)p? 十 ga(r)A (1.10.23) 
式 中 


15 » 2 
+ ama X (3r° —6mr+m | (1.10.24) 


45p 2m 


91(7) 三 一 SmE FG — 2m)(—2r? + 5mr 一 2m?) x Ia € m) 2 


12m3 2 
4 (— 12 + 42mr — 44m? + — ) x mln ( — = 


14 2 3 
+ 30m? (-6r + lom 一 — + =r} | . (1.10.25) 


g2(r) = — 3% Ee — m) (r? — 2mr)ln € — m) 


r2 T 
lo 2 2 
+ — x (3r* — mr + mî )|. (1.10.26) 
2m4 


显然 , WE (1.10.23) 的 解 可 写 为 


Alo) = folr) + F(u + POR + Be. (1.10.28) 
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将 此 式 代 入 (1.10.23), 得 到 fir) 满足 的 方程 


(7? — 2mr)far]r — 2mfs.r — 12fs = g3(7), (1.10.29a) 

[(r* — 2mr) for], — 2mf2,r — 6f2 = g2(7), (1.10.29b) 

(r? — 2mr) fir], — 2m fi,r — 2f1 = gilr) — 6fa(r), (1.10.29c) 
(r? — 2mr) forl r — 2mfor = go(7) — 2fe(r). (1.10.29d) 


D rt \2 Tr r4\2 Tr 
DcosO /1 3 4» 
一 一 一 1.10. 
+ “5 € z COS 9 ) (1.10.30) 


AY} f= Jit DUAR SEX Schwarzschild E F Ria FA BS FE HY AB IE 
下 面 解 方程 (1.10.13c). 将 PO 和 AO 的 表达 式 代 入 , 并 忽略 J Al p 的 相互 
作用 项 , 我 们 得 到 


vo(7) 一 Q?y + vı (r)u + pp v2 (7). (1.10.31) 
式 中 
< m r m\)* < 
a=- 58 [24 SP Zin (1-2), (1.10.33) 
< m rT m\)° 
v2(r) =, E + = + 一 四 € 一 = 
7 oat Tr <p )+ -人 人 (1-10.34) 
1-2 
将 (1.10.31) 的 解 写 为 下 面 的 形式 .: 
yO) = ho(r) + hi(r)y + ho(r)u", (1.10.35) 
代入 (1.10.31), 得 到 hi(r) 满足 的 方程 , 解 之 得 
QO* 2hedr 
ho(r) = rG 2m) ~ | Fr — 2m) dr + wi(7) + w2(r). (1.10.36a) 


. 184 - 第 1 章 一 些 特 殊 形 式 引 力 场 方程 的 解 


式 中 


形式 


3m T T 
4 9 In ( 一 =| 
+ =ln (i — = | | — ar), (1.10.37a) 
3 T T 
 3JQ? '2m\]* 397 2m 
; ( m) 
3m* m? 3m? 43m 10m Ur 
Oor Ë 4r2 4r - +60 | r ar} (1-10.38) 
3p (4 1 2r 5 2m 
h = _ — — —— — 一 —— _ —_ ] — 1 ] 
u(r) 2m? 全 r t (= =| i (1 r 外 (1.10.36b) 
2 
ho(y) = G 一 2mr + sm? ) Ha(r) (1.10.36c) 
H,(r) = | IGi(r) + Saiar -, 
r(r 一 2m) G — 2mr + sm? | 
Oo frr 43 2, 2m\ |" 
ot el (Se feet) [a (t—22) 
4 
$2mr2— 4 ors p24 mrt emi In 2m .(1.10.37b) 
or 3 3 3 T 
45JQ? 1 2m 
一 二 rrf(r — — In{1—— 
Go(r) Ame | srr m)(r - 2m) a( m ) 


3 
Imr — 2 
+H 2m r — mr r(r — 2m) 
3m’? 4me m' 


至 此 , 我 们 已 经 求 得 度 规 yO 的 一 级 修正 项 ky. 由 前 面 诸 式 可 见 , yD 具有 


VY = wy? +4 + y+ v9. (1.10.39) 
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类 似 地 , 我 们 有 


PO) = A 4 4.4) + oO. (1.10.40) 
由 此 可 知 
Y = Ym + PQ + Yp t+ vst Ypo + VQ: (1.10.41) 


(1.10.41) 中 的 (Ym +7) 为 


(1.10.42) 


(1.10.43) 


(1.10.44) 


FERGIE p 对 的 贡献. Ypo 和 wjo 分 别 表示 p, Q 相互 作用 及 J. Q 相互 作用 对 
引力 场 的 页 献 . 

下 面 我 们 给 出 wo 的 严格 表达 式 . AS? 表示 磁 荷 的 势 的 n 级 修正 中 不 含 J 
和 PP 的 部 分 , 则 由 (1.10.13e) 可 得 


Ay =0, nèl. (1.10.45) 
又 由 (1.10.10b) 得 到 wr 满足 的 方程 
-meg r=- (1.10.46) 
对 (1.10.46) 积分 , 得 到 
(n—1) —lf2n 
(n) _ | Po T _ (—1)" Q 
Ye = Q? | r2 一 amr 2n(r? — 2mr) (1-10.47) 
将 (1.10.47) 代入 (1.10.43) 得 
OO 2 
ya = Spy = Zn € += =) | (1.10.48) 


2 
y _ € _ 2m g) eXlbs+¥rtbra+¥s9). (1.10.49) 
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下 面 计 算 g11 中 的 未 知 函数 y. 将 (1.10.30)、(1.10.22) 和 (1.10.12b), LAR y AN 
表达 式 代 入 (1.10.10c) 积分 , 可 得 > 的 表达 式 . 首先 将 (1.10.10c) X r 积分 , 得 到 


x Y rY — ke- VA A (1.10.50) 


将 yM A 的 表达 式 代 入 积分 , 便 得 到 ~y. 在 忽略 J、w 相互 作用 对 引力 场 的 贡献 之 
Ja, 由 (1.10.50) 可 知 y 具有 下 面 的 形式 : 


Y =F + Ye + + YQ (1.10.51) 


下 面 我 们 对 (1.10.50) Ans ET IRATE. 右 端 第 一 项 


F = Ym + Yo (1.10.52) 
古 当 仅 有 中 心 质量 m Mt Q 时 的 7 值 . 由 (1.10.50) 得 到 
7 = sln(r? — 2mr + KQ?) — 3lnl(r — m)? + (KQ? — m?)p?]. (1.10.53) 
其 中 用 到 了 下 面 的 表达 式 : 
Um 十 Wo = -In (1 — m) + -In ( + — , (1.10.54) 
Ag = È. (1.10.55) 


(1.10.51) EMR yy ZANE AT y 的 页 献 . 将 ws 代入 (1.10.50), 
积分 得 


+ 一 -nn 一 -一 (1.10.56) 


式 中 
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m. r 
45\° 4J2 [ 1 > 3] 45d 
— }] 一 -| 一 (7 一 -二 | 十 一 一 . 1.10. 
+ (8) 22 e-m] aos 
45\"*2J92f 5 6 
F,(r) 一 (= me -Št — m)* + 2" 一 m)“ — L 


3m. 4m T 
45\"2J2 [ 20 > 32) 45d 
—) S |-(r- 一 | 二 一 二 1.10. 
+ (2) mê | ma m) + | + (1.10.58) 
45\° J2 (f 9 10 
Fo(r) = (=) =| EG 一 m)“ — 一 (7 一 m)“ + L 
2m 36 » 28 
X In CE +z- m) D] 
2m 36 9 
x In € 一 =| 十 一 2 一 m) 一 16}. (1.10.59) 


此 结果 与 质量 四 极 矩 的 引力 场 度 规 完全 一 致 
将 (1.10.50) 展开 为 - 的 级 数 以 后 再 积分 , 便 可 得 到 (1.10.51) 右 端的 后 三 项 


. 188 - 第 1 章 ”一 些 特殊 形式 引力 场 方程 的 解 


g22 = 一 rm exp(2y7 — 2w + 2p 一 2 加 十 27Jo — 2WIQ + 2YpQ — 2pQ). (1.10.65) 
933 = —r? sin’ dexp(—2wy 一 2Wp 一 2WJO 一 2WnQ). (1.10.66) 
式 中 : 77,703 Yp M yo 的 明显 表达 式 已 由 (1.10.56)~(1.10.62) 给 出 ; wy 由 (1.10.14) 


1 9 49 15 2m 
= 一 — — — __ ~ . — 1 。 
Wy z J (8 cos 6 Daal m) + 7—=(3r° Smr + 2m?) x In ( m 外 
(1.10.67) 
(1.10.68) 
(1.10.69) 
(1.10.70) 


当 J = 0,p = 0 时 , BER (1.10.63)~(1.10.66) 退化 为 Reissner-Nardstrm FER. 
当 Q=0,p=0 时 , 度 规 (1.10.63)~(1.10.66) 退化 为 质量 四 极 矩 的 引力 场 度 规 . 


1.11 Tolman ## 


1. 无 压 流 体 (Tolman 度 规 的 场 源 ) 
搬 述 这 类 物质 的 能 - 动 张 量 可 写 为 


TH = putu” + PH. (1.11.1) 


AP p 是 质量 密度 , va 是 单个 粒子 的 四 维 速度 , wa = dx?°/ds, P 是 应 张力 量 ( 取 
c 二 1). 对 于 理想 流体 , HES RIE, 则 应 力 张 量 P” 可 表示 为 


PHY = p(ulu” — gh”). (1.11.2) 
式 中 p 是 压强 . 如 果 压 强 等 于 零 , 则 Tr* 简化 为 更 简单 的 形式 
TY’ = pubu”. (1.11.3) 


将 上 式 代 入 守恒 律 Tw = 0, 容易 得 到 
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uu, = 0. (1.11.4) 


(pu”)., = 0. (1.11.5) 


方程 (1.11.4) 表明 , 流体 中 每 一 质点 沿 短程 线 运动 , 方程 (1.11.5) RNAS 
守恒 . 
2. 随 动 坐标 系 


如 果 流 体内 所 有 粒子 的 轨迹 可 以 用 类 时 的 、 不 相交 的 曲线 族 来 描述 , 对 于 局 部 
观察 者 , 可 以 选取 这 些 轨 迹 为 新 的 类 时 坐标 . 这 样 的 坐标 系 称 为 随 动 坐标 系 . 变换 
到 随 动 坐标 系 时 , 类 时 坐标 t 和 径 向 坐标 7 分 别 变 为 t+ Al r, AER Oo 和 p 可 以 
保持 不 变 . 因此 , 场 的 球 对 称 性 质保 持 不 变 . 消除 交叉 项 之 后 , 随 动 坐 标 系 中 普通 的 
球 对 称 度 规 可 表示 为 


ds? = udt? — vdr? — wd R’. (1.11.6) 


式 中 dR? = dé? 十 sin Ody?, u = u(r, t), v = v(r, t), w = w(r,t). 

为 了 简便 , EAF t A r 的 撤 号 已 去 掉 . 

粒子 的 轨迹 由 短程 线 方程 (1.11.14) 描述 , 在 随 动 坐标 系 中 , 沿 这 些 短 程 线 坐标 
r,0,p 均 不 变 . 因此 四 维 速度 是 


u” = (u" ,0,0,0). (1.11.7) 
A u = dt/ds. 于 是 短程 线 方 程 可 写 为 
S + Thu =0. (1.11.8) 


由 此 得 Ti = 0(i = 1,2,3), 8igoo = 0. 即 goo = goo(t), 只 是 类 时 坐标 的 消 数 . 


dt’ = w!/?2dt, (1.11.9) 
其 他 坐标 不 变 , 则 (1.11.6) 可 与 为 
1 0 
[gu] = = | (1.11.10) 
p — R? 
0 — R? sin? 6 
gp 具有 形式 
1 0 
—e HL 
[Ju] = _p- (1.11.11) 
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为 了 简便 , 在 上 式 中 最 后 又 去 挥 AS, FRA e = v, R = wp A RAD tA 


T. 


dr = d0 = dy = 0, 我 们 有 dx? = ds, 从 而 有 


uy = u” = (1,0,0,0). (1.11.12) 
由 (1.11.10) 和 (1.11.11) 可 得 rÀ 的 不 为 零 分 量 
No1 = sh Tz = To3 = RR, 


ro, = RR, Th =-—e RR’, 
r} = cot@, T% = RRsin? 6, 


r}, = —e “RR'sin*6, 2, = —sin@cos8, (1.11.13) 
._ OU _ Op 
式 中 j= at T Or 


Roo = -5b - pË- TH, 

Roi = Rù — =R, 

Ru =e Gi + T + zih) + “WR — 2R”), 

R22 = RR + > RA + R2+1—e-* (RR 一 SRR p 4 R?) 

R33 = sin 0 R22. (1.11.14) 


(1.11.15) 
由 (1.11.12) 可 知 , Toe 只 有 一 个 分 量 不 为 零 , 即 Too = p, MEA T = p. 将 这 些 
结果 和 (1.11.14), (1.11.15) 代入 场 方 程 


Ty = PUyUy, (1.11.16) 
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—üğü—- —R-—=j? =4 1.11.1 

ü- pR- sh = 4np, ( T) 
2k’ — R'ù =0, (1.11.18) 

1 2. 4 
ji + A + ne% 十 e Gua 一 和 = Anp, (1.11.19) 

2 R\ 1 2 1 R'\* 2 

~R+2{ = 一 — +e |—R'y'’ —-2{(—] —=R"| =4np. (1.11.20 
pet 四 十 pitt zte peH (Š) R Tp. ( ) 

由 (1.11.17)~ (1.11.20) BEE ü 的 项 , 得 到 三 个 方程 
e“(2RR+R?2+1)—-R?7=0, (1.11.21) 
2R'— R'j, = 0, (1.11.22) 

~\ 2 
一 1 1 R' P R' 2 9 y 1 .. R 1 _4 | 


BE (1.11.10) 表明 , r = const 的 球面 的 面积 是 4xR?, TH R 应 满足 条 件 R' = 


本 
(1.11.24) 
将 (1.11.24) 代入 (1.11.10), 得 
ds* = dt? — | i (1.11.25) 
此 即 Tolman BERL. 
将 (1.11.24) 代入 (1.11.21) 和 (1.11.23), 得 到 
2RR+ R? — f =0, 
= ORR — f’) + Z (R? — f) =4np (1.11.26) 
积分 (1.11.25), 得 到 
R? + f(r) == us (1.11.27) 
AP F(r) 为 > 的 任意 函数 . 将 (1.11.27) RA (1.11.26) 得 
a = 4T0. (1.11.28) 
我 们 讨论 f(r) = 0 的 特殊 情况 . 此 时 (1.11.27) 简化 为 
R2 = Fw) (1.11.29) 
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积分 此 方程 得 
3 2/3 
R(t,r) = R°?) + SPY) (1.11.30) 
式 中 
R(r) = R(0,r). (1.11.31) 
(1.11.30) 对 r 微分 并 利用 (1.11.28), 还 可 得 到 
a [R1/2(r)R' (r) t yo 
R(t,r) = (4np)~?/8 ee + a = (1.11.32) 
另外 , 由 (1.11.28) 还 可 得 到 
< (FPR!) = 0. (1.11.33) 


1.12 Wilson 解 


静止 带电 流体 球 的 内 部 解 , 已 有 人 给 出 . 1965 年 , Efinger 给 出 一 个 严格 解 , 此 
解 在 原点 7 = 0 处 有 一 奇 点 . 1967 Æ, Kyle 和 Martin 给 出 一 个 解 . 1969 Æ, Wilson 
又 给 出 一 个 解 . Kyle 和 Martin 的 解 都 消除 了 原点 r = 0 WRF. 当然 , 这 些 解 
fer AO 处 仍 可 以 有 奇 点 , 于 是 他 们 对 流体 球 加 以 一 定 的 限制 , 以 如 开 这 些 奇 扩 . 
下 面 我 们 求 静止 带电 流体 球 内 部 场 方程 的 解 , 附加 一 些 条 件 , 得 到 一 个 球 内 没有 奋 
点 的 解 . 所 得 到 的 度 规 是 : 球 对 称 的 , TA RHE TER, 压强 、 质 量 、 密 度 等 都 是 有 
限 的 . 因此 , 所 得 到 的 解 满足 球 内 的 物理 条 件 . 

将 球 对 称 度 规 (c = G = 1) 


ds? = e’dt? — e*dr? — r? (d0? + sin? Ody”) (1.12.1) 
代入 场 方程 
R; — 5 Ott = 8n(M + Ek)» (1.12.2) 
Fy = Anou", (1.12.3) 
Fura + Foray + Fan = (1.12.4) 
式 中 
M, = (p + pju up 一 gup, 
y 1 V Qt l yY Qe 
E% = 77 (—F Fpa + 75, F °F) . (1.12.5) 


其 中 p 和 o FAA MEA EAA EM BS PE 


1.12 Wilson 解 . 193 - 


静止 情况 下 , wi =0,wW= go”. 假设 场 完 全 是 静电 场 , 即 Fis = 0, Fok = $,R = 
ox, 这 里 $ EHH. 


/ 
-a (V i) tig 
e € + 5) 3 = 8np 一 E, (1.12.6) 
/i ff / If / 
y »fv Xv v2 vA 
J — 二 ”二 一 一 E 1.12. 
e € 全 十 本 十 一 六 8np + E, (1.12.7) 
A 1 1 
— O 
e (> — =) + 2 一 8p + E. (1.12.8) 
式 中 
E = F” Fo, (1.12.9) 
dF”? 2 入 十 了 
470 = + =F 4 TY F°! | ez (1.12.10) 
dr r 2 
方程 (1.12.6)~(1.12.8) 可 改写 为 
一 信 / 1/ 1,.1 2 / 
e 3U v 入 了 V À 1 1 
SAD 二 一 一 | 一 一 十 一 一 一 一 一 一 十 一 | 一 一 ~ 1.12.11 
"P= a tee 4° 4 e+) 272， 
eA fu” No v? v N 1 1 
E= (二 - -一 -一 -二 |+ 一 1.12.12 
2 k 4 uar 2r 2r r? pe? ( 
5XM vw Nv 区 1 1 
gno =e (22 -2 ~2 42 = )4— 1.12.13 
we & (3 4° 8 8 4 pa) + 5 ( 


这 里 ,我 们 有 四 个 方程 : (1.12.6)~(1.12.8) 和 (1.12.10), 有 六 个 未 知 量 : p, E, p, À, v 
Alo. 因此 , 有 两 个 变量 可 以 自由 选择 . 我 们 取 入 和 w 为 这 两 个 自由 选择 的 变量 . 
为 了 使 > 一 0 时 不 出 现 奇异 性 , 由 方程 (1.12.11)~(1.12.13) 可 知 , RES 


入 一 Ar*, (1.12.14) 


v= Br? +C. (1.12.15) 


AP A, B 和 C 是 任意 常数 . 
将 (1.12.14) 及 (1.12.15) 代入 (1.12.6)~(1.12.8) 和 (1.12.10), 我 们 得 到 


_ Ar? 1 1 
16np = e74 4B - 2A+ B(B — A)r? + = T7 (1.12.16) 
2E = e74" B(B — A)r? — =A? 2 t +4 (1.12.17) 
2 r? r2’ a 
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1 1 
16np = e74" 6A — B(B — A)r? — 5l +5 (1.12.18) 
01 2 
Ano = Ee + = Fo! + (A+ ByrF e(Br'te)/2 (1.12.19) 
式 中 
1/2 
2p 2_.[l AB, A 1 -Ar -Br -ec 
01 _ —2Ar*—Br“—c | ~ 2,2 2797, 2 4 O OOO 
”=| (im 2 ”2 sa) + 2r? | 
(1.12.20) 
在 = 0 处 , 由 方程 (1.12.16)~(1.12.20) 我 们 有 
16rpo = 4B — 2A, (1.12.21) 
Eo = 0, (1.12.22) 
16xpo = 6A, (1.12.23) 
Ano = = |B + (A — BY]! (1.12.24) 
为 了 使 po 和 po 都 是 正 的 , 必须 有 
2B > A, (1.12.25) 
A>0 (1.12.26) 
进而 , 对 于 po > 3po, 
A>B (1.12.27) 


条 件 (1.12.25) 和 (1.12.27) 合 写 为 


2B>A>B. (1.12.28) 


下 面 我 们 给 出 边界 (r= ri) 处 所 满足 的 条 件 
(1) pl = 0. 由 方程 (1.12.16) 得 到 


_ ~ (1.12.30) 
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Q? > 0, 由 (1.12.17) 和 (1.12.29) 给 出 下 面 的 条 件 : 
-4 
r? < aA By (1.12.31) 
条 件 (1.12.28) R ERWA Shia ee TE AY. 
我 们 还 可 以 看 到 , 整个 球 的 巨 BIEN. 由 方程 (1.12.17) 可 得 
2E =e A" {a + (A — B)?|r? + ar 十 an foe. | (1.12.32) 
AERA MELER. 
(3)p1 > 0. 由 方程 (1.12.18) 和 (1.12.29) 得 到 
A+B>0. (1.12.33) 


条 件 (1.12.33) 表明 , 在 > = ri 处 pi 不 可 能 等 于 零 . 因为 者 pi = 0, 则 由 (1.12.25) 
和 (1.12.26) 确定 的 正 数 A M B RETE. 这 导致 整个 球 内 p= E=p=0 =0, 
即 球 本 身 不 存在 . 

我 们 很 容易 看 到 , 整个 球 内 p 都 是 正 的 . 由 方程 (1.12.18) 可 得 


A’r? 4 


16np = eAr 64 + B(A—B)r* + J + T 十 .… |. (1.12.34) 
eR ESCA sige ERY. 
(4)\, +, = 0. 应 用 方程 (1.12.14) 和 (1.12.15), 得 到 
Ar, + Bri +C =0. (1.12.35) 


方程 (1.12.35) 表明 C 是 负 的 ， 因为 A,B Al r? 都 是 正 的 . 
je = 1 — 2M, ARQ” 式 中 M 是 球 的 质量 . 应 用 方程 (1.12.14) 得 到 


2 
e Ari = | 一 2M + ant 。 (1.12.36) 


本 节 得 到 的 解 在 中 心 和 边界 处 都 是 正常 的 , 满足 物理 条 件 . 


1.13 Ejinstein-Rosen 解 


这 一 度 规 描述 柱 面 引 力 波 , 它 在 宇宙 学 中 有 重要 应 用 . 前 面 Wey-Levi-Civita 

度 规 描述 静止 的 轴 对 称 的 引力 场 . 将 其 中 (1.7.34) 的 坐标 z 和 + 上 对 换 , 得 到 线 元 
(c = 1) 

ds? = e77—2¥ (dt? — dp”) — e?” p*dy? — e?” dz”. (1.13.1) 
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由 (1.13.1) 可 将 Einstein BARS A 


at + a0 ge =o (1.13.2a) 
2 2 
= -o [的 + (2) | | (1.13.2b) 
Oy _ Opow ; 
A = 2P; zr (1.13.2c) 
首先 , 我 们 讨论 波动 方程 (1.13.2a) 的 周期 解 . 其 一 般 形 式 为 
wy = AJo(wp) cos(wt + a) + BNo(wp) cos(wt + 8). (1.13.3) 


AF Jo(wp) 和 No(wp) 分 别 是 第 一 类 和 第 二 类 Bessel AAW, A, B,w,a,p AM. 
作为 一 个 特殊 情况 , 我 们 讨论 特 解 


wb = AJ lwp) coswt. (1.13.4) 
这 是 一 驻 波 解 . 将 此 解 代 入 (1.13.2b) 和 (1.13.2c), 得 到 
= Arete {lop co wt + [Jolwp)]Psin?wr}, (1.18.5) 
a = —A?’w po (wp) Jo (wp) sin? wt. (1.13.6) 
积分 , 得 到 
y =34wpJo (wp) J4 lwp) cos? wt 
+ 5A2w2p? x {wp — Jo(wp) Je (wp) (1.13.7) 
显然 , Fl y 都 是 t 的 周期 函数 . 
如 果 我 们 取 


w = BNo(wp) coswt 


代替 (1.13.4), 则 得 到 的 解 在 原点 有 奇异 性 . 此 解 可 解释 为 无 限 长 质量 线 发 出 的 柱 
对 称 的 引力 驻 波 . 
如 采取 


yY = AJo(wp) coswt + ANo(wp) sin wt, (1.13.8) 
考虑 到 p 很 大 时 Bessel 国 数 渐 近 展开 式 


2 


Jo(wp) x (2) COS (wp 一 =) (1.13.9) 
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9 1/2 x 
No(wp) & (2) sin (wp — 7) (1.13.10) 
我 们 有 Up 
2 T 
Wer A wp COS (wp — wt — =) . (1.13.11) 


KEFA (1.13.10) 代入 (1.13.2b) 和 (1.13.2c), 积分 后 得 到 


+ [Jo(wp)Jo(wp) — No(wp)No(wp)] cos 2wt 


— [Jo(wp)No(wp) + No(wp)J0(wp)] sin 2ut | 一 “Aut, (1.13.12) 


此 解 中 含有 一 个 时 间 的 非 周期 项 . 由 于 引力 能 量 的 连续 转移 , 使 度 规 张 量 发 生 非 周 


期 性 变化 . 
下 面 研究 脉冲 解 . 
我 们 讨论 从 z 轴 发 出 的 脉冲 疲 . RAR PAA 取 为 
1 T f(t )dt 
-二 | To (1.13.13) 


式 中 r =t 一 p 是 延迟 时 间 ; f(t) 是 波源 强度 . 假设 当 t < -如 时 f(t) = 0, to 为 一 
有 限时 间 , 容易 验证 (1.3.13) 满足 方程 (1.13.2a). 


以 下 讨论 几 个 例子 . 
f(t) = fod(t). (1.13.14) 
式 中 fo = const. (1.13.14) 代入 (1.13.13) 得 
yp=0, 7<0. (1.13.15.a) 
= 4+ __fo__ T > (0. (1.13.15b) 


y=0, 7<0. (1.13.16a) 


2 2 
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这 是 波源 为 尖 脉 冲 的 情况 . 与 7 =t 一 p=0 对 应 的 波 前 为 奇 开 面 . BAT ME 
巴 ” 持 续 很 长 时 间 . 


f(t)=0, t<0 
f(t)=fo, 0<t<T 
f(t)=0, t>T. (1.13.17) 


T<T. (1.13.18) 


, TST. (1.13.19) 


式 中 
z? = {(t? — Pt- T? - PpP. (1.13.20) 


可 以 看 到 , 在 这 种 情况 下 y M y DARA, 这 是 由 于 源 函 数 f 的 不 连续 性 引起 的 . 
3. 取 波 源 函 数 为 连续 函数 


f(t)=0, t<0, (1.13.21a) 
f(t) = fot, t>0. (1.13.21b) 
式 中 fo = const. 在 这 种 情况 , 重复 前 面 的 步骤 , 容易 得 到 
y=0, 7<0. 
= 10 in + (E 7 Py? _ (t?7 — p*)'/*|, + >0. (1.13.22) 
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27 2 2 p 
— (t — 02)L2lnz +(e 7 pry , T>O. (1.13.23) 
Pa pb Aly FET =t—p=—0 QHARACRAR. 
取 源 函数 为 
f(t)=0, t<0; 
f(t)=0, t>T. (1.13.24) 
4. 这 对 应 于 上 很 大 时 解 的 行为 
(1.13.25) 
(1.13.26) 
从 而 得 到 fp 12 
l 0 
YX 5 sim 一 a . (1.13.27) 
可 见 波 的 “ 尾 ” 已 消除 . 


1.14 Kerr-Newman 解 


Kerr 度 规 描述 一 匀 角 速 转动 球体 的 外 部 引力 场 ， Kerr-Newman ERR — 
个 匀 角 速 转动 荷 电 球体 的 外 部 引力 场 . 我 们 先 讨论 Kerr-Newman 度 规 , 而 把 Kerr 
度 规 作 为 其 特殊 情况 . 在 1.15 节 、3.5 节 、3.15 节 中 还 要 给 出 Kerr 解 的 推 寻 . 

我 们 由 Reissner-Nordstrom 度 规 (R-N 度 规 ) 经 过 复 坐 标 变换 获得 Kerr-Newm- 
an 度 规 (Newman,1962). 


作 变 换 


(1.14.1) 


可 把 Reissner-Nordstrom 度 规 (1.3.9) BA (AX c=1) 


2 
ds* = € 一 一 一 十 =) du? + 2dudr — r?° (d0? + sin’ 6dy*), (1.14.2a) 
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BN , 
2 
1-—+5 1 0 0 
r T 
[gv| = l 0 0 0 (1.14.2b) 
0 0 =r’ 0 
0 0 0 —r?sin? 6 
由 此 得 到 
g = —r* sin’ 0, 
0 1 0 0 
2 , 
1 — ( _ 2m =) 0 0 
ig] = 7 7 (1.14.3) 
1 
0 0 -> 0 
r 
0 0 0 -—r?sin~*6 
SA STR In”, m” 和 m” 
J = 04, 
1 m e? 
n =- ortza) 
11 i 
Po | fH p 1.14.4 
k V2 Tr € + 58) ( 
SOR REAR AT SA 


作 变 换 


/ 。 
r =r + iacosð, 


u = u — ia cosl. (1.14.7) 


dr’ = dr — ia sin 6d, 
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du’ = du + ia sin 0d0. (1.14.8) 
ATR@RAB EPS NWEKE, 我 们 得 到 变换 后 的 标 染 天 量 


以 二 时 


mr = [V2(r’ + iacos0)]-! x asin (5 — ôt) +65 + =a , 


2 
n" = 9 — E 一 (mr 一 =) (r°? + a? cos? 6) 07 , 
r 


/ / / / fu —/ — f / 
g” =n +n —m m” mm . 


我 们 有 
p~*(—a* sin 6) p~*(r* + a*) 0 —p~a 
gw] = pr +a”)  p~?[2mr — (r? +a”) — e’ 0 72a | 
0 0 — p7? 0 
一 02a p~2a 0 p~2(— sin 9) 
1+p~(e*—2mr) l 0 p?(asin’ 6)(2mr—e?) 
l 0 0 —a sin’ 6 
Iul = ] 0 一 三 0 
pasin 0(2mr—e?) -asin20 0 —sin?6|r?+a?+ asin’ 2mr—e) 


r? +a? cos? 0 
(1.14.9) 
式 中 p? = r°? + a? cos? 0. 
由 (1.14.9), (1.14.7) 和 (1.14.1), 最 后 得 到 
. 2 2 
ds? = Slat — asin? Ody]? — llr" + a*)dy — adt]? — ar — p°d0?. (1.14.10) 
式 中 A = r? 一 mr +a? + ee. 
式 (1.14.10) MÆ Kerr-Newman EH. 
Kasuya(1982) 将 Kerr-Newman 度 规 推 广 到 场 源 含 磁 荷 的 情况 . 在 Boyer- 
Lindquist 坐标 中 , Kerr-Newman-Kasuya 度 规 表示 为 


_ [p2 2 
ds* = fı — ee dt* — + dr? 一 (X')d0* 


E l 2mr — (e? taa sin’ 6 (24 | 


2a sin? 0 


x sin? Ody? + {(2mr — (e? + q*)}dydt. (1.14.11) 
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式 中 


5 =r +a’cos0, A=r*?+a*+e*?+q*-2mr, a=. 


m,e 和 9 DIRIR ME, E tay A Gy 
当 e= 0 时 , (1.14.10) 退化 为 


— (rf + af cos* 0)d0” 一 G 十 Qa“ 十 


Amar sin“ 0 


—dtdo. 1.4.12 
r2 + a? cos? 0 P ) 


x sin? Ody? + 


IA te 8 4 AY Kerr BER. 

在 (1.14.10) PS a = 0, 便 得 到 Reissner-Nordstrom BEAR. 此 度 规 在 时 间 反 泪 
(t 一 —t) 变换 下 形式 不 变 , 是 一 个 静态 球 对 称 度 规 . 当 a #0 时 , 度 规 (1.14.10) 不 
具有 时 间 反 汗 不 变性 , 是 一 个 稳 态 轴 对 称 度 规 . 

为 了 说 明 参 量 a 的 物理 意义 , 我 们 把 Kerr 度 规 按 = 展开 , 保留 一 阶 项 , 得 到 


— r?° (d0? + sinf Ody”) + 4 一 sin“ Odydt. 


or’ 
(1-5) 
一 7 4 
ds* = or = dt? 一 (1 十 =) [dr + r?°(d0? + sinf Ody*)| 
1+ 5) 
( t ar’ 
4ma “., 
+ mv Sn Odydt 
r’ (1 + 5 
PY 


sin* Odidt. (1.14.13) 
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将 (1.14.13) 和 Lense 所 得 到 的 转动 球体 外 部 度 规 ( 弱 场 近似 ) 


TEN sin’ Gdwdt 
GJ 
ma = T3 
GM 
由 于 m = 2 故 
了 
~ Mc’ 


ac = J/M, 即 单位 质量 的 角 动 量 ， 第 称 为 比 角 动量 . 
由 此 可 知 , Kerr 度 规 和 Kerr-Newman 度 规 拉 述 转动 球体 的 外 部 引力 场 . 


1.15 Kerr 上 度 规 的 直接 推 寻 


上 节 中 我 们 用 复 延 拓 的 方法 由 R-N 度 规 获得 了 Kerr Newman 度 规 和 Kerr 
度 规 ,由 于 不 是 解 引 力 场 方程 得 到 的 , 所 以 不 能 算是 严格 推导 , 只 能 徘 代 入 场 方程 
验算 , 来 证 实 它 满足 场 方程 本 节 采 用 直接 解 引 力 场 方程 的 方法 导出 Kerr 度 规 
(Klotz,1982). 我 们 还 将 在 3.5 节 和 3.15 节 中 用 Ernst 方法 和 孤立 子 方法 给 出 Kerr 
度 规 的 标准 解 术 推导 . 

按照 Klotz 的 符号 , 稳 态 辐射 对 称 度 规 可 以 与 为 


ds? = ydr* 一 (dC“ 十 d0 + “dy” + 2qdrdy. (1.15.1) 
式 中 
y= YC,0), F=5(68), q=q4(0), a= const. (1.15.2) 
作 变 换 
dr = dt — qdy, (1.15.3) 
FF 
二 一 ap 一 9 p= p(Q), (1.15.4) 
度 规 (1.15.1) 改写 为 


ds? =(ydt? — a(p — q)d¢* 一 ap — q)d0” 
— [(1 — y)q* + paldyp* + 2q(1 — y)dtdy. (1.15.5) 
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WARBER x? = t,x! = C, x? = 0,22 = p, 由 (1.15.5) 可 得 


po PY po _ PY2+(1—7)"42 
20 一 


Or 2A? 2A 
ro, — 9 PY + Wp 

13 9 A 
PO 一 _ glpy2+ (1— Pag 

20 2A 7 
Tl bt 1 _ _4%1 

p,1 1 _ 4(qy,1—p,1) 

ri = —T2 = —— = , 

11 22 2(p — q) 33 2y 

d,2 2 ‘7,2 
r} = — ri = = 
— Y)9,2 — qY,2 df ,2 

rą t 12- ) ry, = T= ap 0) 
r2 — Pı r2 _ 92- [p + 2(1 -Valg2 

2 2(p-g) ™ 25 

2 
Y,1 : q “Y,2 一 y(1 - 1)4,2 
lasap TA 
TD,1 一 9,1 

Ns= aA 
r3, — Prt U -Ptaa -72 

3 20 人 和 

ER 
Tr”, =0. (1.15.6) 
式 中 
A = yp + (1 — y)q. (1.15.7) 


由 (1.15.6) 得 到 Rae 的 表达 式 , RA Roo, Ros, Ri, Riz, R22 和 Rss FAS. 其 中 


y11 + Y2 i 


Ro =- M42, Ta t-a) 
Yqd,2 
+ 27,2¢,2(1 — Y) — 7Yp,17,1| + 4A 5 
x [—py,2 — 29,2(1 — 7)"], (1.15.8) 


q(Y,11 十 了 22) qo 
— 3 ) 2 一 


+ 3y,29,2(1 — Y) + (p — Do? 十 72) 
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十 rap {24221200 — (1 — 7Y)g,22| 
+ [2yq°4(1 —y)* — vapaal} + an Pr. — 7), (1.15.9) 
A A 
Rio 一 sa 一 Ta ol -一 0)41 十 2Ap ıl. (1.15.10) 
显然 , 方程 Rio = 0 的 一 个 解 是 
A 2 =), (1.15.11) 
代入 (1.15.7) 得 
1,2 = 一 Cm (1.15.12) 
p-q 
注意 到 (1.15.2), 积分 此 式 得 
yai-—£, far) (1.15.13) 
p-q 
引入 o REC 
do = A’/*d¢, (1.15.14) 
场 方 程 
qRoo + Ros = 0. (1.15.15) 
加 与 为 


| x 
D pe — 2qq 22 + h) 一 20 b° — q Gai + 3q% — gs | = Q. (1.15.16) 


do 
由 上 式 可 得 | 
Ip 一 k 一 const, (1.15.17) 
f 
p =2kp+n, n= const, (1.15.18) 
q% = —2kq* — nq. (1.15.19) 


积分 (1.15.7)~(1.15.9), 适当 选取 积分 常数 值 , 得 到 


n .2|1 1/2 
一 一 一 一 —(2 1.15.20 
p = (kg? — n), | (1.15.21) 


2k 
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f= Ao, A= const. (1.15.22) 
k=2, n=-4a, A= mat’. (1.15.23) 

引入 变量 7, 使 
r = yao, (1.15.24) 


A =at (r? +a? —2mr). (1.15.26) 


— (r* + a* cos* 0)d6* 一 G +a”) 


Amra sin? 6 
r2 + a“ cos? @ 


fn fee sin? Ody? + 


dtdw. 1.15.27 
r? + aĉ cos’ 0 P ) 


此 即 Kerr 度 规 (1.14.12). 
桂 元 星 等 (1984) 用 Klotz 的 方法 求 出 了 Kerr-Newman 度 规 . 
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2.1 标量 -电厂 -引力 复合 场 


近年 来 , 人 们 对 于 用 高 维 空间 作 低 维 分 解 的 方法 研究 统一 场 论 越 来 越 感 兴趣 
并 且 构 造 了 几 种 复合 场 ; 但 场 方 程 多 是 不 具有 明显 形式 的 , 因此 很 难 给 出 它 的 严格 
解 ( 哪 介 是 最 简单 的 球 对 称 解 ). 这 就 使 人 们 无 法 探索 复合 场 产生 (预言 ) 的 引力 效 
XT. 

为 外 , 在 广义 相对 论 建立 时 ,人们 就 已 经 清楚 地 认识 到 , 物体 唯一 有 意义 的 运 
动 古 相对 于 宇宙 中 其 他 物质 的 运动 . 这 一 观点 可 以 追溯 到 马 严 原理 . 为 了 充分 考虑 
这 一 原理 , Brans 和 Dicke 在 建立 场 方 程 时 , 在 拉 格 明日 密度 中 引入 了 一 个 标量 场 


p: 
LBD = |YR + TI 一 wy)? V—9. 
这 一 理论 和 广义 相对 论 同 样 经 受 住 了 精度 日 益 提 高 的 引力 实验 的 检验 , 
本 万 的 目的 是 建立 一 种 天 于 标量 场 、 电 磁场 和 引力 场 的 复合 场 理 论 . 
我 们 采用 五 维 Rieman 流 形 的 4+1 分 解 的 方法 确定 拉 格 明日 密度 ,从 而 建立 


复合 场 的 场 方 程 . 然后 , 进一步 讨论 复合 场 的 引力 性 质 
1. LEH SBA AO 


我 们 将 五 维 空间 作 44-1 分 解 . 假定 空间 存在 类 时 Killing RÆ, 则 五 维 空间 的 
变 分 原理 归结 为 四 维 空 - 时 的 (物理 空 - 时 的 ) 变 分 原理 , 从 而 建立 复合 场 理论 . 

在 五 维 空间 M5 P, 定义 一 矢量 场 ot, CWA ata, = -1. 这 一 矢量 场 便 可 确 
定 五 维 空间 M5 的 4+1 分 解 . 按照 空间 M4 分 解 的 熟知 的 方案 , 我 们 可 以 得 到 


(2.1.1) 


式 中 
(4)2 (4) y 
d's’ = 9,,dr"de"; p,v=0,1,2,3,4. (2.1.2) 
(4) (5) \ 
9 jw 二 (9 jw 十 auav) 是 垂直 于 矢量 a 的 四 维 局 部 截面 (空间 )Ss 的 度 规 张 量 , H 
满足 
(4) (4) (A) (4) 
u v (0 Q B — a. 
a rn (2.1.3) 
det| 9 4} =0, 9 %=-4. 
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用 恒等式 
Q;y;a Qia v 一 一 Q Re as (2.1.4) 
y 一 x (5) 
可 将 标 曲 率 R BA 
(5) (5) (5) 
R 一 一 2 RBar g pr 
(5) (5) 1 (5) (5) 
= —2 R oga%a” +2( R ap — 5 9 af R)a*a? 
(5) (5) (4). (4) 
一 一 人民 aga% af +2 R a Bd-y g að g PY (2 1 5) 
其 中 用 到 了 关系 式 » 
D 
R aa2aA = (a;6:a 一 a% g)a. (2.1.6) 
五 维 空 间 中 的 变 分 原理 可 与 为 
(5) (5) 1 f (5) (5) 
AN,s 
(5) (5) ` Y A 
AP g = det[9 a]. 由 以 上 诸 式 可 得 
(5) (5) (5 
— | L | PA 172d5z， (2.1.8) 
(5) (5) ] , J (5) (5) „g (5) (5) 
L=L|9 = {aka —a%al) R apoy 9 9M} 9 Y. (2.1.9) 


在 得 到 上 式 时 我 们 略 去 了 对 了 SARR -2a — a¥, 0"), (AA EDRR 
为 沿 系统 边界 面 的 面积 分 , SFB). 
设 所 研究 的 空间 区 域 V5 中 存在 Killing RÆ Er, E+E, < 0. 选择 坐标 系 , 可 使 


(2.1.12) 


2.1 标量 -电磁 -引力 复合 场 209 - 


保持 EX 和 gu, 形式 不 变 , 且 导 致 规范 变换 


~ Ox" 
A;=A - 
® OR 


故 可 将 空间 S4 看 作 完 备 的 空间 M4, 具有 度 规 g 和 场 a, Ai, 这 时 V5 = V4 {24 : 
xt < xt < ri}, Vtc M4. 在 St 中 对 称 联络 V 可 表示 为 


+ fi: (2.1.13) 


Vz = V oY — w( rY )Ou = V rY 一 V tOo On 
(5) 1 ©) (5) 1 
= V rY — 了 (了 了 “Vr +X -V y )Oo — z (Y AX )0c 
(5) ji (5) (5) 1 (5) (5) 
= V sY 一 了 (了 Vat V y)ðo — 5(¥ ` Vazr— X- Vyss. (2.1.14) 


式 中 ð 为 M5 中 的 矢量 场 , HIE ôs- ôs = 1. 
协 变 导数 2 X 和 号 ,5。 的 表示 式 可 写 为 


Və, X = V do —w(V Oo X )ac = V ac 一 X V 00000, (2.1 15) 
(5) (5), (5) (5) 
V tOo J — V 200 一 W(X ) V A000 Í 十 w( V rf) (2 1 16) 
曲率 张 量 表示 为 
(5) (5) (5) (5) (5) (5) (5) (5) (5) (5) 
R(X, Y) Z =(Va Vy— Vy Ve- V fay] Z - (2.1.17) 


以 上 诸 式 中 凡 $4 中 的 量 均 未 标 维 数 . 由 (2.1.14)~(2.1.17) 以 及 对 称 联络 和 天 量 的 
EE, 我 们 得 到 


~ (Vyw)(V2Z) — w([X,Y])Z. V o¢0e}0q, (2.1.18) 
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(2.1.21) 


(2.1.22) 


AY E X Killing 矢量 ; 在 M5 中 取 完 全 系 基 及 其 对 偶 基 (E, 0), (drt, do’), 我 们 得 


到 [(dz” (3) = 67) 


On: OV = Iw, 01:0; = 9(0;,0;) = I ij, Oo =O" Oz, 
w([O;, 0;]) = —0Fi;, 
Fi; — A; i — A; j, 
(4) 1 (4) (4) (4) (4) 
V aj = 5 9 (I mig + I mii I ig,m)Oe, 

(5) (5) 

R (8i, 0; )Ok = R ijk Om, 

(5) (5) 

R(0;, 0;)Ok Om = R mkij; 

(5) (4) (4) 

R(0;, Oj ) Ox “Om = R mkij 

由 以 上 请 式 可 以 得 到 
(5) (4) 
d ij = J ij — 0i0)) 
w = —o,d2", 
\ = —(dx* + Adz’), 
Ou, = aA,, 
(5) (4) 1 
R mkij 一 R mkij 一 0 (Fit Fim jk Fim 2F;i Fem), 
(5) (4) (4) (5) (4) (4) (4) 3 
Ryvrr g H g vA = Jd mkij I me g 5 一 R +-a° Fi, F" 


(5) 


(5) (5) 


ji (4) 1 
Z= L\|J |P =- € R tje Far") | 


此 时 五 维 变 分 原理 (2.1.7) 过 渡 到 四 维 情况 
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一 J T | g /dz = 0. (2.1.37) 
作 变 换 a— P, 9 —> dik 
a= > exp +V2(y 一 Po)/V3 , (2.1.38) 
9 ik = gin explFV2(y — vo) /V3}, (2.1.39) 
yo = FV 3ln2/V2. (2.1.40) 
拉 格 朗 日 密度 (2.1.37) 变 为 
B= -P = LV- 
一 -二 ae 一 (Vy)? 十 Z Py piete] V—9. (2.1.41) 


(5) . 
ds*= > exp (5e) ds? — exp (+ o) (dx* + A,jdz’)? (2.1.42) 


相对 应 
2. 复合 场 方程 


根据 (2.1.41) 中 各 量 量 纲 的 考虑 , 我 们 作 代 换 4; = BA, $5 = nbg, 6 = 1/g, Ñ 
中 1, g, bn 均 为 常数 , 1 的 量 纲 是 长 度 , 9 的 量 纲 是 电荷 , n CEA; A; 和 95 是 场 变 
量 . 为 简便 , 变换 后 去 掉 ~ 号 , (2.1.41) 可 写 为 


Z=- {六 — <7? B2(Vy)? + FrFietvebne Vy 5| (2.1.43) 


式 中 指数 应 负数 , 所 以 当 By > 0 时 应 取 负 号 . 
由 拉 格 朗 日 密度 (2.1.43) 代入 变 分 原理 式 , 得 到 标量 场 p、 电 磁场 Fi 和 引力 
场 Jij 的 复合 场 方 程 


Ri; — zI R = 2k ij (p) + 2kEi; (Ak) exp(—Bnyv6), (2.1.44) 
1 
Dij = n“ {* iP, j T ) (2 1.45) 
1 
hij 一 一 “RFs 十 -gij Fem F”, (2 1 46) 
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式 中 i,j,k,- = 0,1,2,3. 
下 面 我 们 给 出 场 方 程 的 一 个 静态 球 对 称 解 . 当 标 量 场 不 存在 时 , 此 解 退 化 为 
Reissner-Nordstrom E$. 
前 态 球 对 称 度 规 具有 形式 
ds? = a(r)dt? — b(r)dr? — c(7)(d0* + sin? Ody”), (2.1.49) 
标量 场 
p = (r). (2.1.50) 
fa TEKKER, 可 使 势 A; 变 为 
A; = (Apo, 0,0, 0). (2.1.51) 


L =5V (r)b(r) - elr) sin | R + np 
— Ag, x a~*(r)b-*(r) exp(—nByv6)], (2.1.52) 
2 2 
— _ 9,71 —] 9 Crr Gr arr Ar 
R c (r) +6 o| k $) (S 72 
3/Cr\? brcr arcr 1l/ar\? larbr 
2 (+) = be + ac + 2 ( a, 2 ab | (2.1.53) 


式 中 or = Lal), aor = pale). 由 此 , 在 作用 量 的 表示 式 中 对 二 0, 积分 , 再 取 


dr? 
全 导数 , 得 到 拉 格 明日 


+ AS, exp( 一 V67Bp) - =| + = b(r)c(r). (2.1.54) 


直接 计算 可 以 证 明 , 对 于 静态 球 对 称 情 况 , 由 上 式 得 到 的 场 方程 和 由 (2.1.44)~(2.1.48) 
所 得 到 的 是 一 致 的 . 
下 面 我 们 由 (2.2.12) 构成 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 , 然后 积分 , 获得 场 方程 的 解 . 令 


b(r)e(r) =d(r), a(r)b(r) = e(r), 
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x d(r)//e(r) + —vVe(r). (2.1.55) 


i 一 d,à, „A ) 
i qi = ( ‘ 0) (2.1.56) 


—~ 9" = 97" =Q. (2.1.58) 


x d~*(r)dd(r) + j|v k?m? — kq?(r — e7)dy, (2.1.61) 


.214 . 第 2 章 复合 场 方 程 及 解 


6? = 4k? + 64/7, (2.1.62) 
nq M K AEA SS is 
对 方程 
aL ðI 
Od, ôd 
积分 , 我 们 得 到 
d = r* — (k*m? — kq* + kK”). (2.1.63) 


我 们 只 局 限于 (k?m?—kq? > 0) 的 情况 , 按照 [2.1.48] 中 给 出 的 一 般 方法 , 由 (2.1.61), 
(2.1.62), (2.1.64) 和 边界 条 件 , 经 过 虽然 麻烦 但 并 不 困难 的 运算 , 我 们 得 到 


a(r) — JBEK V6/6n -人 (万 十 1)w7P/4k o = 人 (万 1)w°P/4k — 
2 2 (2.1.64) 
br) =a~*(r), elr) = d(r)/b(r) 
2V6 
k k/p j1 _sD/4g 1 5D/4k SE 
olr) = ——In|w"’? 4 -(B + 1)w 一 二 (已 一 1)w (2.1.65) 
on 2 2 
A (r) = 284 4 % \(B+1—(B—l)w*]7! (2.1.66) 
0 一 ôn D W 》 
式 中 
p% = k*m* — kq* + kG’, 
_r-vyk’m? -kọ +kK? 十 km 
W = ， 一 ， 
r+./k*m2 —kq*+ kK? k2m* — kq? 
n= k2m2 — kq? 
© 4/k?m?2 — kq? + kK? 
于 是 所 寻求 的 度 规 为 
ds? = a(r)dt? — a+ (r){dr? + [r? — (k?m? — kg? + kK*)|d2*}, (2.1.67) 
dN? 三 d0 十 sin Ody’. 
4 
1— KV6 D D a 
7* = 4A*wW(1—w)*w Ba 3(B + 1)w T ae — = (B 一 1)u ae i , (2.1.68) 
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— 2km + 6nk7*(1+w)(1—w)7 


+3D BI Ba DDAR] ， (2.1.69) 
式 中 
A? = km? — kq? + kK’. (2.1.70) 
可 将 度 规 (2.1.69) 改写 为 
ds? = a(7)dt? — a(r)dr? — ra’. (2.1.71) 
3. 讨论 


(1) 由 场 方程 (2.1.47) 和 (2.1.48) 可 见 , 参量 6 摘 述 标量 场 o 和 电磁 场 Fij NB 
合 程度 . 当 6 = 0 时 , ARE LIBS. 5 = K = 0 时 ,不 但 不 存在 上 述 厢 合 , 而 且 
由 (2.1.66) 可 知 不 存在 标量 场 pg; 此 时 场 方程 退化 为 静态 球 对 称 Einstein-Maxwell 
方程 . 容易 证 明 , 此 时 解 (2.1.65)~(2.1.72) 恰好 退化 为 熟知 有 的 Reissner-Nordstrom 
度 规 . 

(2) 由 场 方 程 (2.1.48) 可 以 发 现 , 量 


J’ = V68nF 9 ji， (2.1.72) 


Jt = 0, (2.1.73) 


HA (2.3.1) 可 以 看 出 , 这 一 守恒 量 取 决 于 电磁 场 和 标量 场 的 相互 作用 . 由 (2.3.2) 
可 见 , 这 一 守恒 量 可 以 看 作 电 磁场 和 标量 场 的 复合 场 的 “源流 密度 ”天 量 . 
(3) 当 r— oo 时 , 度 规 (2.2.23)~(2.2.30) 可 写成 下 面 的 渐 近 形式 : 


kM kg? 
一 十 E 十 .…， (2.1.74) 
r r 


a= l1 


2k 


T 


2 一 1 一 tees, (2.1.75) 


式 中 M = 6(2km+ BK V6) 与 Schwarzschild 度 规 和 Reissner-Nordstrom 度 规 比较 ， 
可 知 量 M 即 为 引力 源 的 引力 质量 , 但 它 和 耦合 参量 CK AR. 当 BK =0,6=1 
时 , M = 2km. 可 见 m 对 应 于 Schwarzschild 质量 (常量 5 和 可 认为 是 和 单位 有 
关 的 常数 ). 

由 (2.1.74) 和 (2.1.75) 可 以 看 出 , 在 静态 球 对 称 的 情况 下 , 标量 场 对 度 规 的 页 
献 是 高 阶 小 量 . 
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2.2 五 维 标量 -电磁 -引力 复合 场 理 论 中 的 介子 质量 谐 


在 现代 物理 学 中 , 人 们 已 经 沿 看 统一 场 论 的 方 同 做 了 许多 研究 工作 ; SAKA 
了 规范 场 的 思想 , 分 解 空间 几何 的 思想 , 超 对 称 的 思想 , 等 等 . 在 这 些 思 想 和 相应 的 
方案 中 , Kalutza 提出 的 五 维 复合 场 理 论 具 有 重要 的 地 位 . 我 们 首先 简单 地 说 明 五 
维 复合 场 理 论 的 基本 要 扣 . 

首先 , 五 维 流 形 按照 5 个 坐标 的 封闭 性 条 件 , 选择 形式 为 V4 x S51 的 拓扑 . A 
们 已 经 证 明 , 要 求 标量 场 的 电荷 等 于 电子 电荷 (te), 会 导致 第 5 个 坐标 的 周期 T 
非常 小 (~ 10-30cm). BF T 远 小 于 场 方程 成 立 的 线 度 , 人 们 把 拉 格 明日 按照 第 5 
个 坐标 的 周期 取 平 均 . 这 时 , 在 拉 格 朗 日 中 出 现 了 量 级 为 10-5g 的 质量 项 , 可 以 看 
作对 电磁 场 质量 的 贡献 . 为 了 使 质量 “标准 化 ”, 人 们 又 引入 了 第 6 维度 量 , 并 选择 
6 维 时空 的 拓扑 为 V4 x S! x 51. 这 个 6 维 流 形 的 度 规 对 zx 的 依赖 性 对 电荷 没有 
MR, 只 对 标量 场 的 质量 有 贡献 , 但 具有 相反 的 符号 (因为 oo 是 类 时 的 , 而 oc? 是 
RFH). 由 于 ze 的 周期 57, 不 同 , 它 不 由 任何 条 件 决 定 (元 由 标量 场 的 电荷 
等 于 te 决定 ), 所 以 原则 上 可 以 得 到 任何 质量 值 . 

可 以 把 荷 电 的 标量 场 解释 为 描述 荷 电 物质 的 标量 场 . 实际 上 , 过 小 到 经 典 极限 ， 
即 令 

p = p'/*exp(il/h). (2.2.1) 


AF y 与 z = (-G55)3/4 AKA, 了 是 经 典 作用 量 , p 是 粒子 在 区 域 dV 出 现 的 几 
率 ， eho 0, 则 Klein-Gordon-Fock 方程 退化 为 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 ， 爱 因 斯 坦 方 
程 右 端 退 化 为 通常 的 电磁 场 能 动 张 量 , 麦克 斯 韦 方程 的 右 问 是 通常 的 流 . 

在 本 节 中 , 我 们 把 荷 电 的 和 中 性 的 标量 场 理解 为 介子 的 波 函 数 . 为 了 使 中 性 标 
量 场 有 质量 , 令 其 电荷 等 于 零 , 就 必须 引入 第 7 个 度量 . 我 们 的 基本 目的 是 证 明 , 通 
过 对 附加 时 空 坐 标的 选择 , 可 以 得 到 至 今 人 们 所 知道 的 所 有 介子 和 它们 的 共振 态 的 
质量 谱 . 

考虑 拓扑 为 V7 二 V4x S! x S! x S! 的 7 维 歼 曼 流 形 , 选择 其 度 规 张 量具 有 形 


A 4k 1 
we -g pA “2° kA, 0 0 
0 0 +1 0 
0 0 0 +1 


式 中 g 是 四 维 黎 曼 空 间 的 度 规 张 量 ,4, 是 电磁 势 , k AES, x ERE 
因子 , 附 标 A, B =0,1,2,3,5,6,7. 
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拉 格 朗 日 密度 取 为 
1L = VG'R. (2.2.3) 
做 共 形 变换 和 (4+1+1+1) 分 解 , 得 到 
"L = (-G)"? R =(-g)? {x [ÎR + 5 ap FP] 
— So XVEVEX + oss — XX,6,6 + XX,7,7)}. (2.2.4) 
AP AR 是 由 gu 构成 的 标 曲 率 
Vi = Vat VE a, (2.2.5) 


Vi. 为 通常 的 关于 gu 的 协 变 导数 . 

我 们 要 求 质 量 项 具有 基本 粒子 质量 的 量 级 ， 所 以 周期 T M T ABER) 
(~ 10-30cm). ATLA, 目 然 地 可 以 认为 , 通常 研究 的 拉 格 天 日 是 对 r5, 和 zx。 W 
过 平均 的 


T, To pT; 
*L(x") =| | | 1 L(x”, x5, 2°, 2" dr dr" dr'. (2.2.6) 
o Jo Jo 
AP AL (oH) 是 通常 的 四 维 拉 格 朗 日 密度 . 
我 们 选择 共 形 因子 x 上 共有 形式 
X = 1+ iby @(z4) + iboyo (a4) + bay (zs) — b3h*(x*) (2.2.7) 


考虑 到 变量 z+ 和 r3 r r 分 离 , Hx 改写 成 


X =] + 104 P(x") fi (x°, TZ x") 十 1b2Wo (x) x falz”, T x") 
+ ba(w") fa(2®, 2°, 27) — bay" (zt) (25, 2°, 27), 


Th BS Ray SER. 

所 引入 的 函数 O(c") 描述 中 性 的 同位 旋 T= 0 的 介子 . 函数 polet), ye) 和 
w* (z+) 描述 三 重 介 子 ( 当 bo = b3), 或 者 二 重 介 子 ( 当 bo = V2bs).wo(zT*) EZER 
二 重 介子 的 中 性 分 量 , 而 bi, bo 和 bs 是 常数 标准 化 因子 , AAR vo, y M y* 
的 量 纲 为 1-3/2. 

选择 函数 fi, fo 和 fs, BEXT EL) 取 平 均 以 后 不 出 现 交 又 项 Sy, Dou, vod, 
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fe = cos —(n + 1)z’ - cos —(n + 1)2°, (2.2.8) 


Ti VT Ti T5 
2 =< + 下 了 了、 


按 z5,z6,z7 BOA, 并 加 上 要 求 : 荷 电 的 标量 场 的 电荷 等 于 te, 我 们 得 到 
Tı = 4nV/kh/ec. 取 平 均 后 得 到 


x k Q 
240 (ww An? 4n? > o 


OF = ð, +i(e/ħc)Ap, OO, 三 0/07 


BAAS bs 可 由 拉 格 朗 日 密度 (2.2.9) 得 到 的 麦克 斯 韦 方程 确定 


(2.2.10) 


我 们 从 物理 观点 考虑 , 做 一 些 自然 的 假设 . 第 一 个 假 议 是 不 区 分 三 重 和 二 重 介 
T. 因为 若 取 bi = bo = bs, 便 得 到 描述 单 态 和 三 重 态 的 拉 格 明日 , TAR bi = 
bo = V2bs, 则 得 到 描述 单 态 和 二 重 态 的 拉 格 朗 日 . 第 二 个 假设 , 4 n = 0 我 们 得 到 
Myy = My = My, 所 以 在 和 n #0 对 应 的 状态 中 , 我 们 不 考虑 电 倚 的 分 离 , 即 状 态 
Uo 和 EEE (二 重 ) 态 中 我 们 认为 是 等 几率 的 , 并 用 函数 


来 描述 . 因此 , 三 重 (二 重 ) 介子 质量 的 “平均 ”等 于 


(2.2.11) 
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我 们 选择 mo 和 m,- 的 均 方 根 值 为 式 (2.2.11) 中 的 初始 质量 mz (MeV) 


1/2 
=) c? = 137286MeV. (2.2.12) 


义 因为 


2 (2.2.13) 


这 里 我 们 指出 , 如 果 不 按 电荷 取 平 均 [ 式 (2.2.11)], SSE RAR AT EE Ze 


—- JFK 
S 
Th 


中 性 的 单 态 的 质量 (MeV) 由 下 式 给 出 [ 见 (2.2.9): 


1/2 
一 7 (n + 4) = 137286(n + 4)MeV. (2.2.14) 


第 三 个 假设 是 , 如 果 某 一 粒子 不 对 应 于 任何 一 个 mr, UR CN BAL f Bt 
不 是 本 征 函 数 , 但 是 是 两 个 相 邻 本 征 函数 的 登 加 (OAR mn < mz < Mny) 


f =cos@f, + sin O fn+1 


KA 
f = sin Ofn + cos O fn+1, 
因此 
m+ = (cos? 9m? + sin? gm2 1) (2.2.15) 
或 者 


m4 = (Sin 0m; + cos” Om 41)”, 
AP 9 是 介子 谱 中 常用 的 相 移 角 , 由 下 式 给 出 : 


cos0 = V2/3, sin@ = 1/3. 


理论 预言 和 实验 结果 的 比较 见 表 3-1 和 表 3-2. 
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o FNP FO FW NY rr 


l 


表 3-1 
= 1 和 1/2 的 介子 质量 


XH | 相对 误 实验 值 eee 相对 误差 
| pe | 
0 


137286 0 


16. p' |~1600 11| <1 


17. 1660(10) — |<1 
495.7 18. 1700(20) <1.5 
19. 1785(6) <1 
776(3) 20. 1600~2000? 
895(4) 21. 1865,7 0 
1040(13) 22. ~1970 <1 
1150-1170? 23. 2007 <1 
1231(10) 24. ~2060 <1 
1280(40) 25. ~2140 <0.5 
~1280 26. 2307(6) <2 
1310(5) 
~1400 
434(5) 
~1500 
表 中 符号 “-- ”表示 用 式 (2.2.15) 计算 的 . 
表 中 理论 预言 后 计算 式 


mp =(sin? 0 - m2 + cos? 0 - m2)1/? = 1220 
MA’ =(sin? 0 - m2 + cos? 0 - m2)!/* = 1265 
mg, =(sin* 0 - m3 + cos” 0. m4”)? = 1280 
mg, =(sin* 6- més + cos 0 - m?,)1/2 = 1402 

mx =(sin? @-m?, + cos? @-m2,)!/2 = 1493 
M Az =(sin? 0 -m?, + cos? 0 - m2,)1/2 = 1675 
mg: 一 (sin 0 - m3 十 cos 0 - m2,)1/2 = 1769 

my =(sin? 0 - m?, + cos? @-m?,)!/2 = 1817 

mp 一 (sin 0 - mis + cos” 0 - m2,4)!/2 = 1952 


Mp, 一 (sin“ 0 . mís + cos’ 0 - m24)? = 2041 


表 3-2 
I = 0 的 介子 质量 


实验 值 |. 相对 误 实验 值 Taaa 相对 误差 
9 


.7 | 549 549 0 |0 ~981(10) -|<3 
2. w | 783 823 2 | < 1020 -|<4 
3. n | 958 961 3 | < 0.5 1080 4 |<2 
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续 表 
I =0 的 介 了 质量 


ey | me |_| py em 

/MeV zi /MeV 
1270 3. I /w }3097(1) 
1284(9) . NN|1400~3600? 
1300 
1418(10) 
1516(12) 
1666(5) 
~1690? 
1935 
2040(20) 
~2150 
~2350 
2200? 

~ {1100~3100? 
1900~3600 
2830? 
2984 


表 中 理论 预言 值 计 算式 
ms» =(sinf 0 - m4 + cos’ 0. m2)1/2 = 1008, 
My =(sin* 0 - m3 + cos” 6 - m2)1/2 = 1054, 
mp =(sin? 0 - mé 十 cos 6 - m2)1/2 = 1283, 
Me =(sin? 0 - mÉ + cos? 0 - m2)1/2 = 1329, 
Mn =(sin? 0 - m1?z + cos” 0 - m2,)1/2 = 2975, 
My! 一 (sin2 0 - m3, + cos” 0 - m2,)+/? = 3524, 


Mp! =(sin? 0 - m3, + cos 0 - m2, )1/2 = 3615. 


2.3 dilaton-Maxwell-Einstein 复合 场 


20 世纪 90 年 代 中 期 , 现代 宇宙 学 和 引力 理论 受到 了 来 目标 量 - 张 量 理论 和 卡 
鲁 查 - 克 莱 因 型 高 维 理论 观点 的 挑战 , 后 者 在 dilaton 场 ( 即 中 性 标量 场 ) 中 给 出 了 
一 系列 好 的 结果 . 一 些 作 者 对 标量 - 张 量 理论 很 是 喜欢 , 甚至 认为 它 是 最 有 希望 的 
引力 基础 理论 . 不 少 作 者 讨论 了 存在 dilaton 场 时 物质 场 的 行为 . 结果 表明 , 极端 
荷 电 dilaton 黑洞 从 某 种 意义 上 讲 如 同 基 本 粒子 ， 有 标量 场 的 超 对 称 性 可 能 有 助 
于 奇 点 问题 的 研究 .………: 这 些 结果 使 人 们 有 兴趣 去 寻找 有 标量 场 时 具有 规则 视 寞 
的 解 . 
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本 节 我 们 讨论 引力 与 无 质量 标量 场 和 电磁 场 的 耦合 . 根据 弦 理 论 的 低能 极限 ， 
系统 的 作用 量具 有 形式 


1 
16x 


对 上 式 取 变 分 (分 别 对 于 gu, P, Am), 得 到 场 方程 


I= | V—g(R+29””VmYV Vne + e 2h gM g" Fmk Fai )dt r. (2.3.1) 


Ji 
Rmn + 2VmPV nE + e74 (29! Fink Fr — TEA 一 0, (2.3.2) 


2 
JY mVn p + 567 Fn F™ = 0, (2.3.3) 
Vmle 7? gg" Frnt) = 0. (2.3.4) 

我 们 取 协 变 de Donder 规范 条 件 
DnvV 二 9gmm = 0, (2.3.5) 

式 中 Dm 是 关于 闵可夫 斯 基 度 规 


~mn = diag(+1, 一 1 一 r —r? sin? 6) 


的 协 变 导数 . 我 们 进一步 假设 , 解 是 静态 球 对 称 的 
Fio(t, r, sh p) = E(r), 
p(t, r, 8, p) = (r). 
此 时 度 规 具 有 形式 


gmn = diag/u(r), —v(r), —w(r), —w(r) sin” 6]. (2.3.6) 


如 果 标 量 场 不 存在 , p = 0, 由 作用 量 (2.3.1) 得 到 的 解 描述 一 个 质量 为 po. 电荷 为 
Q 的 黑洞 . 用 闵可夫 斯 基 时 空中 的 谐 和 坐标 , 此 度 规 可 写 为 


—] 
do? = (To He 4 Q” ja- (THO Q” ) dr? 
r+puo (r+ Ho)” 


— (r + uo) (d0? + sin“ Ody). (2.3.7) 


此 即 谐 和 R-N BEM, RAMA pw > 0, = yu- Q?. 
满足 (2.3.5) 的 静态 球 对 称 渐 近 平 百 解 为 


(2.3.8a) 
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1 — 4k? 了 十 1 Q? r—p 2" 
r) = l ] 一 

plr) Bk r — u y 167k | (=) | (2.3.8b) 

2k 
w(r) = (=P) (ZHE) ev 
— p 
(1+4k°)/4k 2 2k 
— (72 _ 12 (=) Q ,_ (TZE 
( u“) u exp PAZA Fu | >. (2.3.8c) 


AY u> 0,Q 和 大 是 任意 常 参 数 。 由 作用 量 (2.3.1) 和 (2.3.8b), 可 以 看 出 dilaton 
场 具 有 负 的 动能 项 . — 

由 于 (2.3.8b) P MANER 所 以 此 解 一 般 是 奇异 的 . 但 有 趣 的 是 ， 可 以 使 
对 数 项 的 系数 为 零 , BR k= 土 = >, 消除 这 一 项 , 从 而 避免 亩 异性 . RIJE k = 
得 到 


p(r) = 2 € — =, | (2.3.9a) 
w(r) = (r + p)* exp p ( 一 =] (2.3.9b) 
wa Cor) dr G) ew 


这 里 我 们 已 取 2。 = 0. 
当 Q 一 0 时 , 此 解 退 化 为 静态 球 对 称 的 证 和 Fock 解 


FÆ, (2.3.9) 是 在 存在 dilaton 场 和 电磁 场 时 , Fock 解 的 推广 . 通过 上 面 的 退 
化 过 程 可 以 看 出 , 参量 p 是 场 源 的 质量 , Q 是 其 电荷 . 此 解 有 两 个 视界 


1 / 
T+ = pt = 5 (i + M0 一 292 ) , (2.3.11) 


这 两 个 视界 都 是 规则 的 . 显然 , 度 规 gu 的 行列 式 在 视界 面 上 也 是 规则 的 


一 —(r + p)* exp pa (1 _ 一 E) sin“ 6. (2.3.12) 


在 Schwarzschild 坐标 中 , 我 们 也 可 以 获得 和 (2.3.9) 类 似 的 解 . 把 条 件 (2.3.5) 
换 成 


1 
us(r) = = p(rje 22), 
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ws (7) 一 r2e29s(m)， (2.3.13a) 
则 下 面 形式 的 解 满足 场 方程 (2.3.2)、(2.3.3) 


p(r)=1—- 4, p=, E,(r) =~. (2.3.13b) 


在 这 种 情况 下 , 度 规 和 两 个 场 在 r = 0 处 有 奇异 性 . 但 是 奇 反 被 视界 V [A 
(2.3.11)] 包围 . 在 视界 面 上 , 度 规 和 两 个 场 都 是 规则 的 


下 面 讨 论 度 规 (2.3.9) 和 (2.3.13) 给 出 的 标 曲率 . 很 明显 , 和 作用 量 (2.3.1) 相 
对 应 , 能 - 动 张 量 中 的 电磁 部 分 是 无 迹 的 , 对 标 曲 率 R 的 贡献 仅仅 来 目 dilaton 场 . 
求 (2.3.2) 的 迹 , 可 以 得 到 与 (2.3.9) 对 应 的 标 曲 率 


(2.3.14a) 
— y, = É 
b= be = 
此 时 (2.3.14a) 给 出 
2 47” — Ho 210 
Ro(r) = 8u9 (Or + uo)? exp (- or + — . (2.3.14b) 


上 式 在 7 = po(1+ V5)/4 处 达到 极 大 值 , 且 在 无 限 远 趋 于 要 


Ro(r) — 0, 当 7 一 oo. 


对 于 任意 的 质量 uo, 在 视界 附近 有 
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全 此 , 我 们 得 到 了 Einstein-Maxwell WMATAA HREM dilaton 场 的 复合 
场 方程 的 一 个 静态 球 对 称 解 . 度 规 (2.3.9) 有 两 个 与 极端 黑洞 一 致 的 规则 视界 . 此 
解 有 一 个 显著 的 特点 , 质量 po SCHLTR: yo > V2Q. 这 与 R-N 解 不 同 (R-N 
fF yo = |Q). 当 Q = 0 时, 所 获得 的 与 Fock 解 或 Schwarzschild 解 一 致 . 

所 获得 的 解 仍 满足 无 毛 定理 . 分 析 无 限 远 处 dilaton 场 的 行为 , 可 以 得 到 dilaton 
何 的 值 


这 表明 复合 场 的 性 质 仅 由 两 个 独立 参数 (wo AQ) 决定 , 即 黑洞 的 性 质 仍然 仪 由 质 
量 、 电 人 荷 和 角 动 量 三 个 参量 决定 . 


2.4 ” 共 形 引力 物质 规范 场 


HE 20 世纪 初 , Weyl 为 了 统一 引力 和 电磁 相互 作用 , 就 提出 了 一 种 几何 化 场 
论 . 这 种 理论 导致 时 空 度量 和 路 径 有 关 , 不 可 接受 . 但 是 Weyl 的 思想 却 成 为 现代 
规范 场 理论 的 基础 . 20 世纪 90 ER, 人 们 又 重新 对 Weyl( 共 形 ) 对 称 性 感 兴趣 , 沿 
这 一 方向 发 表 了 一 系列 文章 . Cheng Hung 提出 , 在 规范 质量 产生 机 制 中 引入 共 形 
对 称 性 是 很 有 意义 的 . 赵 书 城 (1991) 将 纯 规 范 概念 引入 共 形 群 , 构造 了 可 积 Wey! 
空间 中 包含 引力 场 、 物 质 场 和 Weyl 规范 场 的 规范 理论 。 人 们 重新 关注 共 形 对 称 
性 , 主要 由 于 量子 引力 的 重 整 化 问题 遇 到 了 原则 性 困难 , 粒子 物理 实验 一 二 没 找到 
Higgs 粒子 . 而 且 目 前 场 论 中 存在 的 三 种 质量 (引力 质量 、 惯 性 质量 和 真空 自发 破 
Rte) 之 间 的 联系 也 还 不 很 清楚 ， 期望 引 入 共 形 对 称 性 能 够 有 助 于 上 述 问 题 的 
解决 . 

度 规 gw(z) 和 场 5(z) 满足 的 局 域 变换 (CT) 


gpv(7) = Q*(x)guv(z), P(x) = N” (x) G(z) (2.4.1) 
称 为 共 形 变换 , 式 中 O(c) 为 非 零 实 标量 函数 , w RA Weyl RE. APREN 
ds? = —g,ydz"dz", Nav = (一 十 十 十 ). 
由 (2.4.1) 可 以 定义 协 变 导数 
dy = ð, — wb (x), (dp PY = N” dp È. (2.4.2) 
b. (x) BY Weyl 规范 场 , 满足 共 形 规范 变换 


bi, = bp + 8RN- N7. (2.4.3) 
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相应 的 规范 场 张 量 Hu = 0,,b, -8,bj. 显然 对 于 共 形 变换 群 存在 相应 的 纯 规范 OF 
联络 ). 


O 


b= 0p P, H =b, +O RT (2.4.4) 
WE Huw =0, 其 中 d(x) 称 Weyl 标量 场 , w = 一 1. 
Weyl JLP EJ RANER H E 


VAg = €guv — Py, Gav — Py Gua = (2.4.5) 


的 空间 , XV) 为 CT 和 广义 坐标 变换 (CGT) 相应 的 双重 协 变 微 商 . 志 ,为 共 形 
不 变 联络 , 它 与 黎 曼 空间 Christoffel 符号 T wy 有 关系 


De = To, — (62by + Zby — Juvb%). (2.4.6) 


由 此 可 定义 Weyl 曲率 张 量 Re, Ruy ARH R 


R= gR = R+6(V,,b" — b,b”). (2.4.7) 


V AI uv = 0I uw — I SuI av — I Su I av = 。 (2.4.9) 


这 时 时 空 是 可 度量 的 ,d3? = 9, ,devde. 可 定义 相应 的 曲率 张 量 Reu, Rw 和 
R. 其 中 


R= ¢ (R-66 O90). (2.4.10) 


值得 讨论 的 是 关于 可 积 Weyl 时 空 与 Weyl 规范 场 b,, 的 相 容 性 问题 . 确实 , t 
Fa Weyl 几何 的 观点 , 它们 是 不 相 容 的 . 然而 , WRA 9,, 为 度量 , 即将 gwg 看 成 
描述 时 空 的 几何 量 . 同时 按照 规范 理论 , K b, 看 成 存在 于 该 时 空 的 规范 场 , 则 可 构 
造 可 度量 Weyl 时 空中 包含 Weyl 规范 场 的 共 形 场 论 . 其 特点 是 在 保留 时 空 可 度量 
性 质 的 同时 引入 新 的 动力 学 自由 度 

具有 普遍 对 称 性 的 作用 量 为 


I= | ac = | + Ly)d*z, 
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LG = -5(¢r-4), LM = Ls + -LM 
g-V-$(1-- ý ge- iki pr 2.4.11 
b — — g ~ gpa we 9 bbub 。 (2. . ) 


式 中 仅 给 出 b, 场 的 拉 格 朗 日 , 其 他 物质 场 将 分 别 讨论 . 指标 的 升降 是 用 go”, gee 进 
行 的 , H | 
R=¢ 7(R-6¢ ‘Od), (2.4.12) 


2 4 
* 2 òL 
T' pv 一 一 M . (2.4.13) 
_g 9g" 


根据 (2.4.12), 可 将 ZAIN BA 


— <k?2(8,,¢0"d + 240, - b + 67b,b") 一 2 | + Ly. (2.4.14) 


可 见 引力 场 是 由 gulr) 9(z) 场 描述 的 , b,, 为 质 荷 为 ko 的 物质 场 , a, f, ky, A 均 为 无 
EASA, 且 仅 有 三 个 是 独立 的 . 特别 地 取 k2 = 1430 并 利用 R 的 分 解 式 (2.4.7), 
可 将 (2.4.14) 式 与 成 

1 1 


Y= Vg 7 Ro - 39!" dudoh — gp Hm HY" - agl + Zu (2.4.15) 


这 正 是 Smolin 给 出 的 Weyl 时 空 引 力 理 论 . 可 见 , 不 考虑 曲率 平方 项 时 , 上 述 理 论 
属于 可 度量 时 空 共 形 规范 理论 的 范畴 . 

由 于 共 形 不 变性 , 场 量 中 存在 一 个 非 动力 学 自由 度 , 不 难 验 证 , 在 经 典 意义 下 ， 
以 9 ,为 基本 变量 的 共 形 不 变 Einstein 方程 (2.4.13) 包含 以 galz), olr) 为 基本 变 
量 的 场 方程 的 全 部 信息 . 在 理论 中 gd 为 几何 量 , 描述 引力 . 

对 于 共 形 引力 场 中 的 粒子 , 为 了 满足 共 形 不 变性 , 其 质量 应 以 无 量 纲 参数 质 荷 
k 代替 


I=— | kds = — | kp(a)ds. (2.4.16) 
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经 典 粒子 运动 方程 则 为 
(2.4.17) 
kiu 一 一 00 的 .的 + Jð: Q7. (2.4.18) 
d?rò xy , dz dz” 
7,2. + (T iv + Kw a = 0. (2.4.19) 
定义 四 动量 py, = L- = kg(zjw 可 以 得 到 粒子 在 共 形 引力 场 中 的 雅 可 比方 
程 
g" , 2 a 十 办 太一 0 (2.4.20) 


与 黎 曼 时 空 方程 比较 , 粒子 惯性 (运动 ) 质量 成 为 场 , 不 再 为 基本 参数 , 代 之 以 粒子 
的 质 荷 . 
m= kd(z). (2.4.21) 


从 这 种 意义 讲 ,$p(z) 起 惯性 场 的 作用 . 
为 了 描述 目 旋 1/2 粒子 在 共 形 引力 场 中 的 运动 , 须 建立 Weyl 几何 的 Vielbein 
形式 ,Weyl 时 空中 引入 局 域 0(3,1) 切 空间 , epa 定义 为 


gu (2) = Epa (T)eva (1). (2.4.22) 


相应 于 局 域 Lorentz 变换 的 李 西 旋 度 系数 


Whab = (Cualh — Eubea): H7: (2.4.23) 
旋 量 场 y(r) 为 局 域 Lorentz 和 群 旋 量 表示 的 变换 对 象 . 由 于 其 正则 量 纲 
[V] = M? L73T73, 
则 其 Weyl 权重 w = —3/2. 即 在 CT F 
Y = RTÈyp, Yp =2724. (2.4.24) 
这 时 , 满足 广义 不 变性 的 旋 量 场 拉 氏 密度 函数 为 


L = Sg |O Dw — Dorp) — boo) , (2.4.25) 
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式 中 ,T+ = eb Ta, 而 
Biv = (4, 一 57 pats ) wy. (2.4.26) 


采用 式 (2.4.23), 可 以 证 明 


Z= V913 (WI Duh = 9,580") - zo | (2.4.27) 


将 此 式 与 黎 曼 空间 的 拉 格 朗 日 比较 , 可知 除 了 质量 项 以 外 二 者 相同 . 这 表明 , 对 于 
Dirac 粒子 , O(c) 仍然 具有 惯性 因数 场 的 意义 , 这 还 表明 在 Weyl MEI IA A He AL 
子 的 相互 作用 中 , 不 可 能 引入 共 形 对 称 性 . 这 是 b,, 和 相 因 数 规范 场 的 本 质 区 别 . 
WA EH G, 引入 规范 势 4(z),4 = ejahoa: 由 [Aa] = MY?T 1? 可 知 ， 
4u(z) 场 的 Weyl 权重 应 为 -1. 在 局 域 变换 下 有 
AL = NT Aa, es = Reva, Ay = Ap (2.4.28) 


La 


即 规范 场 A, 的 Weyl 权重 为 零 , 广义 协 变 规范 场 张 量 和 拉 格 朗 日 与 黎 曼 时 空 相同 ， 
即 


L = VT (PPr). (2.4.29) 


即 运动 方程 中 不 含 与 bj 场 的 相互 作用 . 
在 方程 (2.4.13) F, 令 和 = 0, 我 们 讨论 场 源 静 止 、 弱 场 近似 的 情况 ， 以 揭示 参 
量 大 的 物理 意义 . 只 考虑 经 典 粒子 , 共 形 不 变 能 - 动 张 量 为 


TH = py thu. (2.4.30) 
AF po 为 共 形 不 变质 荷 密度 . 对 方程 (2.4.13) 求 迹 得 
RY = 8n 区 — =o 7) T =9 Tm. (2.4.31) 


弱 场 条 件 下 , A 


Juv = uv + huv, hoo 一 一 2V， 9 一 poll 十 n)- (2.4.34) 
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式 中 hw Yn 均 为 小 量 . 由 ol) 场 几何 性 质 , 当 r 一 oo 时 ,bg(z) 一 bo 4 0( 常 量 ). 
取 惯 性 系 条 件 , AS C=ad47n, WE 
Joo ¥ —G2(1+2€), Jij = PRC + 2m) nig. (2.4.35) 


代入 方程 (2.4.33), 可 得 


V E = Anz po. (2.4.36) 
由 此 可 得 两 个 质 荷 分 为 k,k' 粒子 , 应 有 如 下 引力 
-二 (2.4.37) 
ERRET k 的 物理 意义 — 5t. 
SK (2.4.31) 的 迹 , 可 以 得 到 
R — 66 *O¢d = —8nd~*T. (2.4.38) 


AP T = TH 为 可 积 Weyl 时 空 外 所 有 物质 场 能 量 动量 张 量 的 迹 . 由 此 可 见 , 惯性 因 
数 场 确实 可 以 看 成 是 由 整个 宇宙 物质 场所 决定 的 量 . 考虑 一 个 简单 的 宇宙 模型 , 可 
以 对 & 的 值 做 一 大 致 估计 . 设 宇宙 为 密度 均匀 的 气体 球 , 密度 为 p = 10779g-cm73, 
半径 为 宇宙 表 观 半径 a = 108cm , 则 标 曲 率 为 R ~ -6/a2, 由 (2.4.38) AX FHE 
平均 值 


(从 X a = = pa" ~N 10°"g cm |, (2.4.39) 
这 个 值 接近 于 引力 常数 的 倒数 1/G. 
下 面 讨论 共 形 对 称 性 目 发 破 缺 . 


拉 格 朗 日 (2.4.15) 可 以 写成 形式 
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FA FRES A A ELT guy (x) 和 d(x), 它们 的 真空 期 型 值 不 应 为 
F. 理论 中 的 物质 场 则 有 为 零 的 真空 期 望 值 , 即 


(Gur 0 # 0, (9)0 # 0, (Aj) 0 一 (Wo — (bu )0 = 0. 


RAFT FE (2.4.42), 可 得 
(joð (9)o = 0. 


由 此 得 到 (8)o = 常量 do. 这 将 导致 在 低能 极限 下 共 形 对 称 性 的 真空 目 发 破 缺 . 代 
AJ (2.4.40) F, BRIG Lagrangian 成 为 


PARA i k 的 物质 粒子 获得 统一 的 惯性 因数 , 其 惯性 质量 成 为 m = koo, 


Einstein 引力 理论 目 然 产生 ， 引力 常数 为 


1 1 
G = 一- 一. 
Ana $e 


当 取 a = 1/47 时 , G = 1/62, BE do © 1019GeV, 给 出 共 形 对 称 性 真空 自发 破 缺 的 


2.5 非 稳 态 Einstein-Maxwell 4 
FEARS 我 们 将 Kerr-Newman 度 规 推广 到 非 稳 态 情 况 . 


(2.5.1) 


RH m = m(u),Q = Q(u), w 为 延迟 时 间 坐 标 . 此 度 规 场 源 的 质量 和 电荷 为 时 间 任 
ARAR, 引力 场 的 分 布 . 
把 (2.5.1) 写成 零 标 染 形式 


Juv = bny 十 nly MpypMy a MyMv, (2.5.2) 
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ly, = On, 
1 2m Qi 
m=z- +S) +h, 
r 。 。 
My = -万 人 + isin 05"). (2.5.3) 


式 中 u, v =0,--- ,3, 分 别 代 表 vwr, 0, p. FH (2.5.2) 式 的 逆 变 形式 并 仿照 Newman 
提出 的 方法 进行 复 化 , 我 们 得 到 


I+ = 01 ， 
nt = 5 1m (= +=) += 01 
mp = - (68 + isin 054). (2.5.4) 
其 中 7 可 取 复 值 , 7 是 7 SER. 
作 坐 标 变 换 
u = u — ia cosl, 
r' =r +iacosĝ(a = const), 
0 = 9, 
Y =y. (2.5.5) 
MERER A 1 0 iasing 0 
m 0 1 —iasinĝ 0 
laf] = 0 0 | 1 (2.5.6) 
00 o 1/ 
再 把 变换 后 的 和 RAKE, 就 得 到 如 下 的 等 标 染 : 
(2.5.7) 
(2.5.8) 
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g = (a° +1°)pp, 
g™ = —app, 
g` = (2mr — Q* — r° — a”) pp, 
g = —app, 
g” = —pp, 
33 pp 
一 一 2.0.9 
I sin’ 0 ( 
其 协 变 形式 是 
goo = 1 — (2mr — Q*)pp, 
goi = 1, 
gos = a(2mr — Q*)ppsin* 8, 
913 = 一 asin 6, 
1 
922 二 一 -一 ， 
pp 
_ 4A 2 2 a’ +r’ 
933 = sin’ 0 | (Q^ — 2mr)a‘ pp — — To (2.5.9) 
sın 


这 就 是 我 们 求 得 的 新 的 时 空 度 规 . 它 是 Kerr-Newman 度 规 的 非 稳 态 推广 . 它 
与 Kerr-Newman 度 规 的 不 同 之 处 是 : (2.5.8) 和 (2.5.9) 中 代表 质量 和 电荷 的 m(u) 
和 Q(u) 是 延迟 坐标 时 u 的 任意 函数 , 而 Kerr-Newman ERA m Al Q RERA. 

为 了 研究 引力 场 (2.5.9) 并 把 结果 与 稳 态 Kerr-Newman 度 规 和 非 和 神态 Kerr FE 
规 进行 比较 , 我 们 采用 另 一 种 零 标 架 : 度 规 (2.5.9) 的 零 标 架 的 逆 变 分 量 为 


Ie 一 ôt, 
1m2 _ (r2 2 
nr = pp (t+ amr — © 5 te Lat + adk 
nP [igs O54 + 8E : ôk (2.5.10) 
m= 5 la sin 0 102 + 993 . .9. 


其 协 变 分 量 为 


la =ô, — a sin” 05"), 


一 0 69 + # 
ve a| 2 "T pp 
9 Am2 _ /m2 2 
十 mr — g (rn +4 ) asin? 06° 
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_ 2 
_ P |; os aco On wa 2\ ot x3 
M, = 一 -万 ia sin 06), 一 万 一 i(r* + a*) sin Od), |. (2.5.11) 


(2.5.12) 


我 们 注意 到 该 度 规 的 旋 系数 > RAS, 而 在 Kerr-Newman FMPECAS. 其 
余 的 旋 系 数 与 Kerr-Newmn 度 规 形 式 相 同 , 不 同 的 只 是 质量 和 电 傈 古 可 变 的 . 我 们 
将 看 到 ， WAM v 不 为 零 将 在 其 他 的 Newman-Penrose 量 中 引起 稳 态 Kerr-Newman 
度 规 没 有 的 项 . 

Ricci 张 量 的 标 架 分 量 B00, B01, B02, B11, Fi2, B22 可 用 如 下 的 Newman-Penrose 
方程 计算 : 


Dp — ôk =(P? + oF) + (e +E)p — Rr — K(3a + b — T) + Goo, 
Da — Se =(p +E — 2e)a + Bo — be — KÀ — Ry + (e + p)n + Pio, 
DA 一 Sr =(pA + Gp) + 7% + (a — b)r — VE — (3e — E)A + B0, 
Dy — Ac + ôa — 86 =(7 + Ta + (F+7)8 — (e +E) 
—(y+7)e+ ra — vr + (up — Ac) + aū + BB — 2a8 
+ (P — p)y + (p — B)E +2811, 
ôy — AB =(T — T — Bly + uT — ov — EÙ — (y — Ẹ — u)B + aA + Pp, 
Sv— Apy=(y +AA)+(y+7)w—o7+ (7 -38—G)v+ Goo, (2.5.13) 


2.5 JEA Einstein-Maxwell 场 » 235 - 


Ricci I R = —24A 可 用 下 式 求 出 : 
Du — òr + ða — ôL 


=(P + p)u + (p — p)y — (@— B)m 


— (ep + Eu) — vK + aÑ + BB + TT — 2ab + $14 3A. (2.5.14) 
AF D, A 和 8 是 导数 . 根据 其 定义 和 (2.5.10) 式 给 出 的 等 标 染 , 我 们 得 到 
-2 
A = pp | (r? +a?) 一 = (r3 +a? —2mr + g) taz 
ô = -5 fia sin 92 + = + icosecð z]. (2.5.15) 


把 上 式 和 方程 (2.5.12) 给 出 的 旋 系 数 代 入 (2.5.13) 和 (2.5.14) 式 得 到 


Q 
$11 = “y (eR) 
iasin0 (p*pdm _,9 dQ 
a? sin 6(pp)? [ d2m d'Q /dQ@\|, ~s { dm dQ 
(ror (88-092) 
R = —24A = 0. (2.5.16) 


为 了 计算 Weyl 张 量 的 零 标 架 分 量 vo, v1, Ya, V3, pa, 我 们 采用 下 列 Newman-Penrose 
方程 


Do — 8k = (p+ po + (3e —E)o — K(7 — T + A+ 38) + Yo, 
D8 — ôe = (a + r)a + (P-2)B-(ut+y)K—-(A-TMet+1, 
Ap — ôr = —(pu + 0å)+ (8-a —F)r + (y +7)p +r — p — 24, 
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du? du? du 2 

dm dQ al 9.2 

S — S eo 6 dl 
HF oE) sph sin“ 0 (2.5.18) 


注意 (2.5.16) 和 (2.5.18) PAY G1, 22, Y3, p4 BAS, 而 这 些 量 在 Kerr- 
Newman BRPAAS. 

代入 第 二 篇 第 3 章 中 的 N-P H (3.11.21a)~(3.11.21r) 和 (3.11.23a)~(3.11.23k), 
我 们 证 明了 度 规 (2.5.10) 确 是 Einstein-Maxwell 方程 的 严格 解 . 

三 个 光学 标量 (YR. REMAKE) 为 


O = 一/ = —pp. (2.5.19) 


很 明显 它们 和 Kerr-Newman 度 规 相同 . 下 面 我 们 将 证 明度 规 (2.5.9) 是 Petrov 
I] 型 其 重复 的 主 零 天 量 为 Ir. 因此 ， 我 们 的 解 具 有 与 Kerr-Newman 相同 的 能 切 
度 、 旋 度 和 零 线 汇 . 

我 们 现在 计算 在 坐标 系 vb0,p 中 的 Ricci KB. 由 于 Ricci 标量 为 零 [ 参 
方程 (2.5.16)], 所 以 Ri = Rmn ZZ? = Tj. 于 是 , 能 - 动 张 量 由 下 式 给 出 : 


见 


du? du? du 
dm dQ 4a sin 0 dm 
T ETPP (> du oF) 所 Vi du’? milyun p 
8Q(pp) asin dQ 
— Te dy Pll. (2.5.20) 


利用 方程 (2.5.11) 和 (2.5.20), 我 们 可 直接 写 出 在 坐标 系 ur 0 p 中 的 Ricci 
张 量 和 能 - 动 张 量 的 各 分 量 . 结果 表明 满足 主 能 条 件 , 这 表明 度 规 (2.5.9) 是 具有 物 
理 意义 的 . 

下 面 讨 论 度 规 的 代数 分 类 . 我 们 采用 Petrov 分 类 的 放量 形式 对 Weyl 张 量 进 
行 分 类 . FEIN ABE A, Int, m, m 都 对 应 一 个 放量 基 为 14,na 的 切 空间 ( 满 
cE lant = 1). 由 旋 量 基 可 得 到 在 5 维 复 空间 Es 中 的 男 一 组 基 


£0ABCD =NaAnBncnp, 
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£1ABCD = — 4l(4ngncnrp), 

424BCD =Ôl Ai Bror D)» 

£3ABCD = — 4l ilglc” D, 

f4ABCD =lalplolp. (2.5.21) 


利用 这 组 基 ， Wey! re E 4BcD( 它 是 等 价 Weyl 张 量 Cuvpeo HI DEE) 可 表示 为 
WABCD = 3 VméEmABCD. (2.5.22) 


AP am 是 Weyl 旋 量 的 标 架 分 量 . 由 于 本 度 规 的 wo = yi = 0[ 参 见方 程 (2.5.18)]， 
用 C1 缩 并 (2.5.22) 式 得 到 


WA4BcDLCI = yolalBp. (2.5.23) 


式 中 a, All, 成 正比 . 由 此 可 知 , Æ Yc # ôe 度 规 是 Petrov IE; Æ Ye = ôe, W 
度 规 为 D 型 , 这 里 , 容易 证 明 3y2wyp4 Z 43, 从 而 有 Ye £ ôe, 因此 我 们 的 度 规 属于 
Petrov II Æ. 

注意 ”在 (2.5.8) 中 : 

第 一 类 Christoffel 从 号 的 非 专 分 量 为 


1 
l apy = 5 Jap y + Gay,B 一 967 a = l ayp, 
dm dQ 
1ooo = — | —r — Q — | pp 
000 (er oF | PP; 
Fooi = (2mr — Q*)rp*p — mpp, 
Ioo2 = —(2mr 一 Q*)a* sin 0 cos 6p*p", 


2—2 


1013 = —(2mr 一 Q*)ra sin “60°D + moa sin” Oop, 


[023 = (Qmr 一 Q*)(r* +a “asin 0 cos 0p“p D^, 


d 
[033 = am 一 git a” sin* J op, 
du du 


Ti00 = —(2mr — Q*)rp*p” + mpp, 

Ti03 = (2mr 一 Q*)ra sin” 0p*p* — ma sin’ Oop, 
1 122 = 7, 

71123 = —a sin 0 cos 0, 


[i33 = —(2mr 一 Q*)ra* siní Opp 2 + ma’ sin * Opp + rsin“ 6, 
1200 = (2mr 一 Q)*)a* sin 8 cos 9p°D D“, 
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I3 = —(2mr — Q*)(r* + a*)asin 6 cos Op*p*, 
1 212 = 一 7 

1213 = a sin O cos 0, 

T2229 = a“ sin 8 cos 0, 


T'o33 = (r? + a”) sin 0 cos0 + (2mr — Q?) (2a? sin 6 cos Opp 


+ a* sin? 0 cos 0p° p^), 
dm dQ on 
I a00 = 2 ($ — oF | asın J op, 


T301 = —(2mr — Q*)ra sin? 0p*p* + masin* Opp, 


I'392 = (2mr 一 Q*)(r* + a”)a sin 6 cos 0p p", 


7 dm dQ\ 5.4, _ 
7303 = | T; T e) a“ sin” Opp, 
[319 = 一 亿 sin @ cos 6, 


1313 = (2mr — Q*)ra? sint 0p*p* + ma? sint Opp — r sin? 8, 
T323 = —(r* + a°) sin@cos@ — (2mr — Q*) 
x (2a? sin? 6 cos Opp — at sin? 0 cos 6p"). (2.5.24) 


第 二 类 Christoffer 符号 的 非 堆 分 量 为 


du du 
+ ma*p*p* — (2mr — Q*)ra? sin? Opp”, 
Ty) = —(2mr — Q?)a* sin 0 cos Opp", 
To, = (2mr* — Q?r)a® sint 0p? + (2mr? — Q*)ar sin? Op" p* 
dm d 


— ma” sin gp 订 + (Fr - oF) a? sin 0p? p? — ma sin? Opp, 


dm dQ _ _ 
I = — ($r 一 oF | * sin“ Op*p — (mr? — Q r) p 


~ 
mo 
| 


= a’ sin 0 cos Opp, 

T's = rasin“ Opp, 

122 = Tr(a" + 1°) pp, 

ry, = (2mr — Q*)a?® sin? 0 cos 0p° p’, 

Ts = —(mr* — Q’r° — Q*ra*)a” sin* 0p p7? 

— mr?a* sin 6p°p° + ma’ sin 0 cos 6 — (F — oF) a* sin? 0p° p? 


+ ra’ sin Opp + r sin? 0, 
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ri = (2mr? 一 nr * sin? 6p°p° — (2mr — Q*)*rp*p-° 
+ ($r oF ) a * sin? Op" p 十 om — Q*)mp*p* 
+ (2mr* — Q? B D — ma? sin’ 0p p 
dm -Qe = 5 moD 
To = (2mr 一 orep 厅 — mpp, 
Ti, = (2mr — Q?)?rasin? 0p*p? — (2mr — Q*)ra® sint 6p*p" 
— (2mr — Q? Jma sin? 6p*p* — (2mr — Q?)rasin? 6p*p* 


d d / 
+ ma? sint 6p*p* 一 ea 一 oF) a? sint 0p*p* 


+ ma sin? Opp, 


r}, = —a* sin 0 cos Opp, 


r}, = —(2mr — Q*)rasin* 6p*p* + masin? Opp — ra sin“ Opp, 


ri = (2mr 一 Q*)rpp — ra’ siní Gop — r, 
r}, = —(2mr — Q Y ra? sin* Opp 
+ (2mr — Q? )ra* sin? 6p*p° + dm, _ oe 
du du 


x at sin 0p? p? + (2mr — Q?)ra’? sint 0p p? 
+ (2mr — Q*)ma? sint 0p? p? — ma* sin? 6p*p* 
+ ea — Q iu) a? sint Oop — ma’ sint Opp 
+ (2mr — Q*)r sin? Opp — ra” sint Opp — 7 sin* 0, 
r = —(2mr — Q°)a? sin 0 cos 6p" p* 
Ts = (2mr 一 Q*)r*a sin 0 cos Opp” + (2mr7 一 Q? Ja’ sin 0 cos 6p" 7 , 


ri, — rpp, 
r$, = —a sin 0 cos Opp, 
EA = —qź sin ĝ cos Oop, 


r2, = —(2mr — Q*)a* sinë 8 cos Op*p° — 2(2mr — Q*) 

x a? sin? 6 cos Op*p* — (r° + a“) sin 8 cos Opp, 
Iso = 一 (Fer -QQ 一 =) ap p + mapp — (2mr — Q*)rap”p”, 
rè, = —(2mr — Q*)acos bcosech p 万 
2 


rÈ = (2mr — Q*)ra’ sinf 0p?°p? — ma sin? 07" 


d d 
+ (Fr 一 oF) a? sin? 0079" 
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r% = a cos gcosec0p7， 


I: 23 = (2mr 一 Q Ja” sin 0 cos Op" p + cos bcosecl 
d d | 
P33 = —(2mr — Q*)ra® sin bp 一 (‘Fer 一 a) a? sint 0p*p" 


+ ma? sin* 0p D + rasin’ Opp. (2.5.25) 


2.6 Einstein-Maxwell HHJ — ARR AZ 


我 们 曾 给 出 一 个 一 级 近似 解 (Wang, 1985), 描述 含 磁 矩 的 质量 源 的 外 部 场 . 本 
廊 将 给 出 一 个 严格 解 . 

Einstein-Maxwell 场 的 第 一 个 严格 解 是 Bonnor 于 1954 年 获得 的 . 接着 , Tauber 
采用 Kerson 解构 成 一 个 含 磁 荷 的 中 心 质量 的 外 部 解 . 1966 年 Bonnor 采用 Kerr 
度 规 , 用 目 己 的 关于 稳 态 真空 解 和 电磁 真空 解 的 对 应 关系 , 得 到 了 一 个 含 两 个 参量 
的 解 ( 含 质量 和 磁 偶 极 和 矩 ). 这 个 解 在 无 限 远 是 平 直 的 , 磁场 趋 近 于 磁 侦 极 子 的 磁 
场 . 但 是 Bonnor 的 解 有 一 个 问题 , 即 当 磁 的 参量 为 零 时 不 能 过 滤 到 Schwarzschild 
解 . 

20 世纪 70 年 代 末 , Herlt 求 出 了 一 个 解 复 , 其 中 包括 Bonnor 解 , 也 可 退化 为 
R-N 解 . BÆRE, Herlt 的 解 不 能 描述 磁 侦 极 矩 的 静 人 磁场 . 

下 面 将 给 出 的 解 满 足 上 述 各 个 物理 条 件 , 描述 质量 -人 磁 滤 的 外 部 场 . 

E-M 方程 具有 形式 


O 
Rik = 8nTik, Fk(V —gFimg”g"™) = 0, 
Fik: + Pei: + Pick — 0, 


1 1 
lik = An (mun 一 Fim P ga) 
7 OAR 94; 
Fix = Áki — Ask = 3 — Fk (2.6.1) 
静态 辐射 对 称 引 力 场 度 规 的 一 般 形 式 为 
ds* = fte" (dpo? + dz*) + p*dy*] — fat’. (2.6.2) 


Pa f 和 7 只 依赖 于 p Al z. 
在 所 讨论 的 情况 下 , 四 维 势 可 写 为 A, = As(p, z), 其 余 分 量 为 零 . 这 样 , 可 将 


2.6 Ejinstein-Maxwell 场 的 一 个 议 侯 解 


401 _ pI/ofY _ (BEN | 4f | (AAs -(% 
Flap) ~ (ae) [+> la) - Ge 
y _ p Of Af , ,f OAs OAs 
“Oz ~ f2 Ap dz tt Op Oz’ 
8 10 æ 7 6, 6, 
= 9p 500. Oe A = Poa, tgz 
式 中 Po 和 zo 是 单位 天 量 . 
从 (2.6.3) 的 第 二 个 方程 可 以 看 出 , 由 式 
aM, _ 104s OAL _ f OAs 
Op poz’ Oz  p Op 
给 出 的 A, 也 满足 场 方程 . 将 A, RA, (2.6.3) 和 (2.6.4) 改写 为 
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(2.6.3) 


(2.6.4) 


(2.6.5) 
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也 是 方程 (2.6.9~2.6.10) 的 解 . 式 中 a,b,c 和 d 都 是 任意 的 实 常数 . 
令 上 式 中 c= 0,a = —2dc,b = —d, 得 到 


这 样 , 我 们 得 到 一 个 生成 解 定 理 : 知道 了 场 方程 的 一 个 解 (六 AS), 便 可 构造 一 
个 新 解 
f =4cpf(AZ — f)~?, Ag =1 一 2co43(44 — f). (2.6.13) 


由 (2.6.10) 和 (2.6.12) TÆ r =r. 
PB BOAT REARS TY A aR. 


把 方程 (2.6.6) 改写 为 
1 ð 
Ay ) | 
f z2 (2.6.14) 
p Op 
引入 两 个 函数 y M x, WENTE 
(2.6.15) 
(2.6.16) 
不 难 证 明 , 如 果 F) 是 常 微分 方程 
(2.6.17) 
的 解 ， 则 
As=x, f=p2F(Y) (2.6.18) 
就 是 方程 (2.6.14) 的 解 . 
解 (2.6.17), 得 到 
1 fev’ + bye” i E 
F (4) = bo (oe | , bo = const. (2.6.19) 
令 bo = 1, BP F = ch?y, & (2.6.13) 对 应 的 (2.6.14) 的 解 可 以 写成 
4c? 9? ch? 4) ， 2cox 
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这 时 方程 (2.6.7) 可 以 改写 为 
sg (omaron) -a [CA-GR 
AG 2lnch“y nea = | (53 7 2 
1 ð 9 p? 4 Ox Ox 
方程 (2.6.5) 可 改写 为 
元 Ca4s + x thy) = px 
Z (29s + x thy) = -P + 2x. (2.6.22) 
方程 (2.6.20~2.6.22) 确定 了 E-M 场 方程 的 新 的 解 簇 . 
4 
p = koy (x? -1)(1—-—y?), z= Kory, (2.6.23) 


从 Weyl 坐标 变 至 椭 球 坐标 , 再 变 至 Schwarzschild 坐标 , (2.6.20) EBEA Schwarzschild 
解 和 R-N 解 . 由 这 一 退化 和 解 的 渐 近 行为 , 便 可 确定 解 中 各 参量 的 物理 意义 , 下面 
我 们 就 及 做 这 一 工作 . 

将 (2.6.20~2.6.22) 变 至 椭 球 坐标 , 我 们 有 


ro = (z?  —y)! G — ua +(1- PeZ . (2.6.24) 
在 坐标 (z,y) 中 , 度 规 (2.6.2) 具有 形式 
” q2 2 
ds = Kof GG —y*) C= + + a) + (x° — 1)(1 — ydg? — fdt?, 

(2.6.25) 

而 解 (2.6.20) 和 方程 (2.6.15~2.6.16) 具有 形式 

f= 4c? «2 (a2? 一 1)(1 — y?)ch*y 
Lx? — «8 (a? — 1)(1 — y?)ch*y]?- 

A, =1— “cox (2.6.26) 
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2 1\0CX 4 2\E X _ 
(x aa + (1 Y) 0, 

Ow 1 Ox OW 1 Ox 
"0 Gq = r? —1 Oy’ "0 By ~ 1-2 dx (2.6.28) 


— _1 ity 
x = kolz +1), = Ty 
取 co = ko, 由 (2.6.26) 得 
Z 一 ] 
一 A, 一 0 


D r 一 2mor 


此 即 Schwarzschild ff. 
所 获得 的 解答 (2.6.26) 可 以 把 Schwarzschild 解 推广 至 场 源 含 磁 参量 的 情况 . 
(2.6.27) 中 的 函数 x. 我 们 选取 为 


X = ko(x + po + qoy), qo = const, po = const, (2.6.29) 
代入 (2.6.28), 得 到 y 的 表示 式 
1 [1l+y /z+1l\"™ 
y= zm 这 (==) | . (2.6.30) 


-= 1, (2.6.32) 
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a -如 Mvr? 一 1 一 + Po+qoy) 26-99) 
于 是 势 
j= ( 2mou ) . Al, = 1 — 2X 
x2 一 u? x2 一 u? 
的 表示 式 为 


po 2mo(x + po + qoy) 
A; = kol(@ + po + aoy)? — (a2 — DMA po + gy)? — (a? 1) M2) (2.6.34) 
方程 (2.6.21) 在 坐标 (x,y) 中 具有 如 下 形式 : 
OF /Ox\Y a(-y?) (Ox\” ,, Ox Ox 
kole — 9") 55 =a (3) -1 (2) -Yar By’ 
2,2 OL _ y(z?—-1) (dx\* ax \* Ox Ox 
[I = 2lnchy + In[(z2 —1)(1—y’)] — 7- 
积分 上 式 , 得 到 
(z+) t (g — y) 927 = M4(z2 — 1)!+%, (2.6.36) 
把 方程 (2.6.22) 变 至 椭 球 坐标 系 , 得 到 
0A, 194°, 4 2 OX 
2m9—- = -k ag * thy) + 2yx+(1—y By 
AA; 18 > .OX 
2mo- = -i By X th) + 2ry — (x^ — 1) ar (2.6.37) 
在 我 们 讨论 的 情况 下 ， 
—] qoq —1 
x = kolz + po + qoy), thy =2 n+ (==) | — 上. 
积分 (2.6.37), 得 到 
4 3 = — (x + po + qoy) thy + y(z* + 1) 
+ qox(y* + 1) + 2pozy + Do. (2.6.38) 


式 中 Do 是 积分 常数 . 
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今 
Do = 2qopo, Po+9%=1, ko = mo(1— g)", 
To = gomo(1 — q)~/?, 
APB] Schwarzschild 坐标 
Tr — mo 
T 一 , Y = cos, 
ko 
便 最 后 得 到 度 规 (2.6.2) 和 势 4s 的 具体 形式 
ds? = f-'M*N(dr? + Kd6") + f -1K sin’ Ody? — fdt?, (2.6.39) 
f =4m2KM?|(r + oo cos 0)? — (r? + 2mor 一 ao)M 一 (2.6.40) 
mo Az = (cos 0 一 thy) (r 十 Oo COS 0 十 oo(7 + OQ cos 6 + mo) sin’ 0. (2.6.41) 


式 中 


K =r* — 2mor — gome(l — gq0) 


| (1 — 96) K | 
N= | 一 一 一 一 和 一 
(1 — g4)K + må sin“ 0 
2q0 
V1 — qlr — mo) — mo cos 
V1 — g§(r — mo) + mo cos 0 


我 们 发 现 , 当 go = 0 时 , 度 规 (2.6.39) BA Schwarzschild ER. 由 渐 近 行为 


可 知 , 当 一 oo 时 ， 我 们 获得 的 度 规 趋 近 于 Schwarzschild FER 


2 
ds? = € + me) dr? + r?d0? + r? sin? Ody? 一 € 一 = | dt?. 


T 


由 此 可 知 , 度 规 (2.6.39) 是 渐 近 平 直 的 , 参量 mo 应 即 为 引力 源 的 引力 质量 . 由 函数 


hs 的 渐 近 行为 > | 
As 一 人 3 0003 sin? 0 


2.6 Ejinstein-Maxwell 场 的 一 个 静 磁 解 
可 知 , Æ 
00 = qomoy1— qo 
应 该 是 单位 源 质量 的 磁 箱 . 


我 们 获得 的 解 摘 述 具 有 做 傈 和 磁 矩 的 中 心 质 量 的 Einstein-maxwell 3H. 
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三 义 相对 论 的 发 展 在 很 大 程度 上 取决 于 爱 因 斯 坦 场 方程 的 严格 解 和 和 它们 的 物 
理解 释 . 专家 们 一 方面 在 寻求 场 方程 的 新 的 严格 解 ， 另 一 方面 尽量 寻找 一 些 变换 ， 
从 一 个 已 知 解 生 成 一 个 新 解 . 

由 Ernst 和 Kinnersley 等 给 出 的 定理 , 成 功 地 从 场 方程 的 一 个 辐射 对 称 真 空 解 
生成 一 个 新 解 , 因而 使 人 们 对 辐射 对 称 真空 场 方程 的 解 特别 感 兴趣 . 当然 , 人们 对 
这 类 场 感 兴趣 的 为 一 个 重要 原因 是 它们 在 天 体 物 理 方面 具有 重要 意义 . 本 章 将 讨 
t Ernst 等 的 生成 技术 ， 给 出 场 方程 的 另外 一 些 解 . 

前 面 我 们 曾 讨论 过 具有 辐射 对 称 性 的 静态 度 规 (Weyl 和 Levi-Civita 解 ), 将 这 
些 度 规 进行 日 然 推广 , 可 以 得 到 具有 辐射 对 称 性 的 稳 态 度 规 . Lewis 和 Van Stockum 
给 出 了 一 个 这 样 的 稳 态 度 规 , 但 是 不 满足 渐 近 平 直 条 件 . Kerr 度 规 满足 渐 近 条 件 . 
在 第 1 章 中 用 复 延 拓 方 法 得 到 了 这 一 度 规 (1.14 节 ), 又 由 直接 解 引 力 场 方程 的 方 
法 得 到 了 这 一 度 规 (1.15 节 ). 本 章 将 用 Ernst 方法 和 孤立 子 方法 给 出 它 的 解析 推 
于 


在 本 章 中 , 除了 讨论 Ernst 的 生成 技术 以 外 , 还 讨论 Kinnersley. Chandrasekhar 
和 Eh lers 的 生成 技术 以 及 参量 变换 技术 , 最 后 还 将 较 详细 地 讨论 孤立 子 方法 , 并 用 
这 些 技术 和 方法 获得 一 些 新 的 严格 解 , 其 中 包括 著名 的 Kerr 解 和 Tomimatsu-Sato 
解 . 


3.2 ” 轴 对 称 度 规 


如 果 拉 格 天 日 密度 不 含 时 间 坐 标 t 和 方位 坐标 p, 则 这 一 稳定 系统 具有 辐射 对 
称 性 . 在 经 典 场 论 中 这 包含 角 动 量 守恒 定律 : J = 90.21/6p 对 于 坐标 变换 


t=—t, p=-9 (3.2.1) 


是 不 变量 . 因此 , 所 寻求 的 线 元 应 不 含有 项 drido, dr’dy,dtdr! 和 dtdr?. 这 样 的 
线 元 可 以 与 为 


+ gosdtdy 十 2gl2d7 da. (3.2.2) 


3.2” 轴 对 称 度 规 . 249 . 


式 中 度 规 张 量 的 各 分 量 均 不 依赖 于 t 和 yp, 且 z: Alc? 是 两 个 浙 近 类 空 坐标 . 由 于 
Wey] 张 量 在 二 维 空间 中 和 恒 等 于 零 (A F.9), 所 以 面 


ds‘, = gudr” + 2012dz dz- 十 good” (3.2.3) 


是 共 形 平 直 的 . 和 静态 的 情况 一 样 , 存在 变换 


q"! = q" (x1, 2), 


7? = g? (21, 2”), (3.2.4) 
使 线 元 (3.2.3) 变 为 对 角形 式 
ds?, = -e (dx + dx’). (3.2.5) 
式 中 u= p(x", x?) 这 一 变换 不 影响 上 和 wp 分量 . RPMS, (3.2.2) 成 为 
ds? = goodt? + 2go3dtdy — er (dz! 十 dz2 ) 十 gasdp2. (3.2.6) 


(3.2.6) 是 最 一 般 的 辐射 对 称 稳 态度 规 . 当 gos = 0 时 上 式 退 化 为 静态 度 规 . 
我 们 将 (3.2.6) 写成 形式 


ds* = Vdt? — 2Wdtdy — eda! — edr?” — Xdy*. (3.2.7) 


AP VW AX Ree zt Mr? 的 函数 . 
由 (3.2.7) 可 得 


V 一 9 = pe", 
p=VX+W*. (3.2.8) 
注意 到 
0? >, 0? o, 0 O n 0? n 0? _»,, Of 
—— =n 2 XY — Ip — — — e` — e` — 一 一 一 .2. 
55 f A gr “p “页 Ov C DP ”82 1/ “Oe? (3.2.9) 


可 以 得 到 g9 的 表达 式 , 从 而 可 写 出 TH 和 Ry 的 表达 式 . NADA Ry = 0, 
得 到 所 寻求 的 关于 V, W 和 X 的 真空 引力 场 方程 
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二 [or-2(ViXi + WW.) + 2V7u] = 0, (3.2.12) 


(PX i)i + op 27(ViX,+W iW) + 2V7y] = 0, (3.2.13) 


(PW a)i + ale (ViX ai + WaiWai) + 2V%u] = 0, (3.2.14) 


V’p = ape Vik + WiW,i) (3.2.18) 

消去 u, 得 到 
Vii—p (Vi = -pV(ViX. + WiiWii), (3.2.19) 
X a-p Xa =—p X(ViXi + WiW:i;), (3.2.20) 
Wii — p Wi =p “W(ViX.i+ WiW) (3.2.21) 
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积分 得 | 
H,2 = BMX +V2X 1 2W.1W >). (3.2.23) 


由 (3.2.23) 和 (3.2.17) 可 确定 u, 积分 第 数 由 渐 近 平 耳 条 件 确定 ， 
考虑 到 (3.2.8), 可 用 两 个 函数 f 和 w ARE V, X AW 


V=f, 
V =uf, (3.2.24) 
X=f'p’ -o*f, 
代入 (3.2.7) 得 到 线 元 的 表达 式 
ds? = f(dt — wdy}? — fte? (dp? + dz”) +p2do (3.2.25) 


fe =e. (3.2.26) 


线 元 (3.2.25) 称 为 巴巴 别 特 鲁 (Papapetrou) PERL. 
将 (3.2.24) FRA (3.2.10) ~(3.2.14), 得 到 场 方 程 


1a =T PAR- F3) - 2wlwafa — wafa) 
- (wif +wfa) + wef +wf2)’], (3.2.27) 
7,2 = splot Hala + w(wefi-—wife)—(wift+wfi)(wef +wf2)|, (3.2.28) 
f ( 11 十 f .22 十 i = (3.2.29) 


(3.2.30) 


从 而 将 (3.2.29) 和 (3.2.30) 表示 为 
fy“f=Vf:Vf+p “f’ Vw: Vou, (3.2.31) 
V -(p 7 f*Vw) = 0. (3.2.32) 


解 这 两 个 方程 , 确定 函数 f 和 w, 代入 前 两 个 方程 (3.2.27) 和 (3.2.28) 中 的 任意 一 
个 , 便 可 求 出 y, 从 而 获得 场 方程 的 解 (3.2.25). 
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3.3. Ernst 方程 
场 方程 (3.2.32) 表明 存在 一 个 天 势 A, CME 
0 f Vw =w x A. (3.3.1) 
由 于 Vw 垂直 于 半径 方 癌 A, THA 
(V x A)-n=0. (3.3.2) 
0A, OA, 
二 (3.3.3) 
此 式 表 明 存 在 一 函数 F'(p, 2, P) 
y OF 
0 一 Op’ 
OF 
A, = a 
4 y= 5 — phs, 我 们 得 到 
vxa= (p 20 ) (3.3.4) 
将 上 式 代 入 (3.3.1) 得 
Vw = pf “Nx VV (3.3.5) 
5 PRA (twist) 势 . 为 了 得 到 V 满足 的 方程 , 作 矢 量 积 nx(3.3.5), 得 到 
otf A x Vw = 一 VD (3.3.6) 
注意 到 V. (ià x Vw) = 0, 可 得 
V-(f-*V¥) = 0， (3.3.7) 
此 即 势 wpe ET FE. 
引入 复 势 
& = f 十 iW, (3.3.8a) 
可 将 场 方程 (3.2.31) 和 (3.2.32) 合 写 为 一 个 复方 程 
(R-E)\V°E =VE-VE. (3.3.9) 


现在 我 们 证 明 此 方程 与 (3.2.31)~(3.2.32) 等 价 . 将 方程 (3.3.5) 代入 (3.2.31), 得 到 


fV°f =VF-VA-VYU-VY. 
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由 8 的 定义 式 可 知 , 上 式 即 
fy“f+2ivVy.:.Vf= VE:.Ve. 


将 (3.3.7) 展开 后 代入 上 式 , 便 得 到 (3.3.9). 
引入 新 的 复 势 C c1 


方程 (3.3.9) 可 改写 为 《 的 方程 
(CC* — 1)V°C = 2¢* VE - VC. (3.3.10) 


AHA CHS. 此 方程 称 为 恩 斯 特 方程 . 
由 (3.3.8). (3.3.6). (3.2.31) 和 (3.2.32), 可 以 确定 度 规 函数 f,w 和 7 与 复 势 C 
的 关系 


f= Res 7 (3.3.11) 

Vw = CE rz” — 1A x VC (3.3.12) 
ap nay (Sp ap ~ 92 Be) “we 
a ee ie (a a- ) (3.314) 


为 了 解 方程 的 方便 , 我 们 将 方程 (3.3.11)~(3.3.14) 变换 到 椭 球 坐标 系 中 . 作 变 换 


p = k(x? — 1)/2(1 — y?)¥/2, (3.3.15) 


或 着 


{[(z +k)? + PT — [(2 — k)? + p]? }. (3.3.16) 


— (zf 一 1) 一 十 一 (1 一 A , (3.3.17) 
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方程 (3.3.13) 和 (3.3.14) 表示 为 


Oy Oy Ox Oy Oy Ox 
Oy r’ —1 » OC OG* ” 
cr [MO Ye Br VO) 
aca , 2 (OC AL , AC AL 
X By Oy x(1 (EE +ES) | (3.3.18) 
\ OC pp. OC u+iv » > > > 4 
当 之 是 纯 实 数 ,一 是 纯 虚 数 时 , + (= —,A=u*+v* —m?—n?, 得 到 
Ox Oy m+in 
OY z(1—y") > ðu Ov Om an * 
Ox 42(z2 — y?) (2 -1 ôr ðr OR toaz 
Ou, Ov On dm \* 
— — 2 ti —_ > — —s ae < 
(1 — y*) (Son ay” Uy V m) | (3.3.19) 


e = e Pe (3.3.21) 
AF C 为 积分 常数 . C 和 a 由 边界 条 件 (z 一 co 时 e 一 1) 确定 . 
上 面 诸 方 程 在 以 后 的 讨论 中 经 帅 要 用 到 . 
下 面 讨论 恩 斯 特 方程 的 常 相 解 . 引入 代 换 
C=—ecothy, YER, (3.3.22) 
代入 恩 斯 特 方程 , 可 以 得 到 
Vy =0. (3.3.23) 


我 们 设法 求 得 y, 便 得 到 了 势 CA 6, 进而 得 到 度 规 函数 f,w 和 y. 
取 椭 球 坐 标 , 用 分 离 变量 法 解 (3.3.23). S plr, y) = X(z)Y(y), 方程 (3.3.23) 
分 解 为 两 个 勒 让 德 (Legendre) 方程 , 一 般 解 表示 为 


p= 》 loaP(z) + biQi(z)][eP(y) + dQi(y)]. (3.3.24) 


{=0 
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式 中 
1 d 
P(x) = iga - ly, 
~ 1dg[,,. u y+1] 1 yt 
Quy) = sate |v? -Ding -Rn (3325) 
当 r> co 时 有 
P,(z) =z", Qiy) ~0. eee 


于 任意 的 y, 应 有 7 HTI vb — 0 所 以 a, = 0. 于 是 (3.3.24) 成 为 
v=) biQi(z)P(y). (3.3.27) 


代入 (3.3.22) 得 到 常 相 解 .现在 由 渐 近 平 直 条 件 得 到 a = 0, BC 为 实数 . KR 
w = —cothy, 则 有 ¢C=wcosa+iysina. 代入 (3.3.11) 得 


PLY A RR URS NNER, 线 元 中 项 fdt? 应 与 Schwarzschild 线 元 
中 对 应 项 (~ m) 有 同样 渐 近 行 为 , 所 以 , 当 z o 时 应 有 Y a rikit r IRE 
ER). 又 由 (3.3. 12) 得 到 
2r 
(1p 


RA Y axr, 得 Vw x —2r-'sina, MMA w ~ —2sinalnr. 由 (3.2.25) 可 知 , 渐 近 
PHREEK w x 0, 所 以 有 ax 0. 
我 们 讨论 一 个 极 简单 的 解 , BA (3.3.27) 中 1 = 0 项 对 应 的 解 : 


Vw = (—V + Wcosa+t+ 1)sina(v x VV). 


(3.3.28) 


C= (3.3.29) 


f= | (3.3.30) 


e”7 一 | (3.3.31) 
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C 为 实数 , 由 (3.3.12) 知 
w = 0. (3.3.32) 


采用 椭 球 坐标 常常 是 比较 方便 的 . 巴巴 别 特 鲁 度 规 (3.2.25) 在 椭 球 坐标 中 具有 
形式 


十 dy* + (x° — 1)(1 — Pa|, (3.3.33) 


由 于 Schwarzschild 度 规 是 辐射 对 称 的 , 所 以 必 存 在 {f,w,7} 的 一 组 解 ， 使 之 由 


—1 
ds? = € 一 =| dt* — (1 — m) dr? — r? (d0? + sin 0d’). (3.3.34) 
我 们 来 寻找 这 一 变换 
r=2z(r), y= y(0). (3.3.35) 
由 于 方位 坐标 和 时 间 坐 标 不 变 , 上 必 有 goo = goo, 933 = 933, 903 = 903; 因此 
f=1- =, (3.3.36) 
k? f-1 (2? — 1)(1 — y?) = r° sin’ 0, (3.3.37) 


r= —-—l(k=™m). 变换 的 具体 形式 是 


m 
T = 2 1, 
m 
y = cos ð. (3.3.38) 
由 (3.3.36) 和 (3.3.38) 知 | 
-2 (3.3.39) 
z+ 1 


(3.3.38) 就 是 由 椭 球 坐标 到 球 坐 标的 变换 . 


3.4 Curzon 解 
在 柱 坐 标 系 中 解 方程 (3.3.23), 可 得 到 一 个 特别 简单 的 解 : 


p = m(p? +2?) (3.4.1) 
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式 中 mm 为 一 第 数 . 可 以 证 明 , 这 个 解 可 以 写成 (3.3.24) 的 形式 . 将 上 式 代 入 (3.3.22) 


和 (3.3.11) 可 求 得 
f = exp[ 一 2mm(p2 + 27)—1/21. (3.4.2) 


(3.4.3) 


由 于 (p + z2)L2 =r, 我 们 可 以 由 7 一 oo 时 f 的 渐 近 形式 与 Schwarzschild 解 比 
BATE ts A m HX, 当 r> oo 时 将 这 里 f 的 表达 式 展 开 并 与 Schwarzschild 度 
规 中 的 goo = 1 — — 比较 , 可 知 m 即 为 源 质量 . 于 是 得 到 一 度 规 


2 2 
ds? = exp - T dtf — exp P 


2 十 z2)1/2 (p2 + z2) 
m2p2 
x [exp - F aod (dp* + dz*) + pag? | , (3.4.4) 


这 一 度 规 称 为 Curzon 度 规 . 
变换 到 球 坐 标 系 , 由 (3.3.39) 有 


p = (r? — 2mr)*/? sin 8, 


z=(r—m)cos@é. (3.4.5) 


于 是 得 到 球 坐 标 系 中 的 Curzon BER: 


3.5 由 Ernst 方程 直接 得 到 的 几 个 解 
恩 斯 特 方程 的 一 个 重要 优点 是 用 标准 解析 方法 导出 Kerr ER. 恩 斯 特 发 现 
线性 组 合 
Ç = px — igy, (3.5.1) 


p +g =l. (3.5.2) 
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是 恩 斯 特 方 程 (3.3.10) 的 一 个 严格 解 , 变 到 Bayer-Lindquist 坐标 后 怡 是 通常 的 Kerr 
度 规 . 
由 方程 (3.3.11),(3.3.12),(3.3.21) 和 (3.5.1) 得 到 


3.9.3 
(pr + 1)? +y? (3.5-3) 
2q(1 — y*)(pz + 1) 
2y _ p'r? + qy’ — 1 (3 5 5) 
© pP (a? — y?) 加 
从 而 得 到 度 规 
2 
d 2 — k2 p r’ + gy’ -1 dt 2q(1 E y*) (pz + l), 
S =E pr +1)? +@2y? | pea? +q?y?-1 
(prt +ary* (dz _ dy’ 
D2 2 一 1 ] 一 y? 
2 | 2 2 
(pr +) +ay (zz —1)(1- Pay (3.5.6) 
(3.5.7) 
2 . 
— (r? + a?) sin? Ody? — Tat cong (at — asin? 6dy)?. (3.5.8) 
这 正 是 通常 形式 下 的 Kerr 度 规 (1.14.12). 
Tomimatsu 和 Sato 寻找 恩 斯 特 方程 的 形 如 
C= alz, y;p, q,0) (3.5.9) 


B(x, Y; p,q, Ò) 


的 解 , 其 中 6 是 整数 , a 和 6 分 别 是 关于 z 和 y FOO? 次 和 (62 一 1) 次 复 多 项 式 ,P 
和 9 是 两 个 实 参量 且 满 足 pz2 +g = 1. 
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对 应 于 8 = 1,2,3,4 的 显 式 解 都 已 找到 . 8 = 1 时 ¢ = pz +igy 前 面 已 指出 它 
导致 Kerr BA. ô= 2 时 , 有 


二 9 一 2ipgzy(Z — y*) 


2pz(Z2 — 1) + 2iqy(l1—y?) (3.5.10) 
代入 方程 (3.3.11), (3.3.12),(3.3.19) 和 (3.3.20), 得 到 
f= Z. (3.5.11) 
w = Aa —y*)C, (3.5.12) 
2y _ A 
OM = a (3.5.13) 
式 中 
A =p*(x? —1) + q*(1 — y?)* — 2pq*(2? —1)(1—y) 
x [2(a? — 1)? + 2(1 — y”)* + 3(x? — 1)(1 — vy), (3.5.14) 
B =([p*(a* — 1) — q?(1 — yt) + 2pa(a* — 1))° 
+ 4q*y? [px(x*? — 1) + (px + 1)(1 — y”))*, (3.5.15) 
C = — p®x(x* — 1)[2(a* — 1) + (2* +3)(1—y")] 
— p*(a* — 1)[4a*(a? — 1) + 8(a* + 1)(1—y”)] 
+ q*(px + 1)(1 — y’ (3.5.16) 


由 (3.5.11)~(3.5.13) 构成 的 解 称 为 Tomimatsu-Sato BERR. 6 = 3,4 的 解 已 由 Kin- 
nersley 和 Chitre 等 (1978) IRE. 


3.6 Ernst 生成 解 定理 和 几 个 生成 解 


恩 斯 特 建立 了 一 种 由 已 知 解 生成 新 解 的 方法 . 恩 斯 特 方程 的 每 一 个 解 Go RA 
一 个 相 因 子 eic 将 构成 一 个 新 解 


C 一 eC. (3.6.1) 


现在 考虑 由 Schwarzschild 解 生 成 的 解 . 由 (3.3.40), (3.3.30) 和 (3.3.29) 可 知 ， 
Schwarzschild 解 对 应 于 Co = z. 代入 (3.6.1), 有 


C = er. (3.6.2) 
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7 2(6Z + 1) 
f=1- ad (3.6.3) 
2AT 
“= rT? + 2¢r + 1 (3.6.4) 
将 上 二 式 代 入 (3.3.5), 得 到 
Ow Ow 
Ag =O By TTA (3.6.5) 
积分 此 式 , 得 到 
w = —2kAy. (3.6.6) 


式 中 为 场 方程 中 出 现 的 任意 常数 . 将 (3.6.3) 和 (3.6.4) 代入 (3.3.19) 和 (3.3.20), 
积分 得 到 


2 
27 一 人 一- 3.6.7 
oy = (3.6.7) 
变换 到 boyer-Lindquist 坐标 , > 
r=- 二 y = COS 0 (3.6.8) 
取 
k? =m? +l’, 
2 
ds? = f — a | (dt — 2l sin @dy)? 
9\7—1 
一 f — Aa | dr? — (r? + 1?) (d0? + sin? Ody’). (3.6.9) 


此 解 即 NUT-Taub(Bewman-Unti-Tamburina and Taub) BER. 4 ! = 0 Rf, 此 解 退 
化 为 Schwarzschild BERL. 由 于 + 一 oo 时 gig MEFS, BAO 的 解 不 是 渐 近 平 


HK. 
Demianski 和 Newman 用 Kerr 解 生 成 了 一 个 新 解 . 对 应 的 相 变 换 为 


C = e° (pz + qy), (3.6.10) 


4 C =cosa,A = sin q, 得 到 


por — gay +1 (3.6.11) 


=1-2— i, 
J D272 + 2nCx + q*y? — 2qAy 
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062 + pAx 
Y = Qs 6. 
p272 + 2px + gy? — 2qrAy (3.6.12) 
代入 (3.3.5), 得 到 关于 w 的 方程 
Ow 2kq 1 — y? > 99 > 
Or = Dp A {Cp[(pz + 1)“ —q*y*| + 2p*z(1 — Ç - qày)}, (3.6.13) 
Ow 2kqgz*—-1][. . p? 
一 一 = 一 一 一 2 z—qAy+1)+—AA\}, 3.6.14 
By > A p-y(Cpz — qày + 1) 5 ( ) 
A =p r +qy —1. (3.6.15) 
积分 , 得 到 w 的 表达 式 
kq 1-y’ k 
w = —2— — Ay — plz — 1) — 2—Ay. 3.6.16 
7 q (y -pee — 1) 7 ( ) 
从 而 得 到 
2y — p L + q yY E 1 
e pa (3.6.17) 
下 面 变 换 到 Boyer-Lindquist 坐标 . 作 变 换 (3.6.8), 并 取 
k Q 
DP 二 oo dD) 
(m2 + 12)1/2 (m2 + 12)1/2 
m l 
C= (m2 + 12)1/2? À 一 一 (m2 + 12)1/2? (3.6.18) 
k=m +l’ —a’, 
得 到 度 规 
2 h mr + l° — alcos6 
ds = € ‘2 + a* cos? 6 + l? — 2al =) 
~ _ mr +l? —alcosé i 
x Idt — (20 sın a a 一 2l cos o) dp 
dr? 
7 2 2 2 2 dg? 
(r° + a cos“ 8 + l° — 2alcos@) (Ft ) 
_ (r? +a? cos? 0 + I? — 2al cos 6)(r* — 2mr + a° 一 17) 
r2 — 2mr + Q? — l? 
x sin? Ody’. (3.6.19) 


这 一 度 规 称 为 Demianski-Newman BR. 当 其 中 参量 1! = 0 时 , 此 度 规 退化 为 Kerr 
度 规 (3.5.8);a = 0 时 退化 为 NUT-Taub 度 规 (3.6.9). 
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3.7 Geroch-Kinnersley 生成 解 定理 


前 节 中 讨论 的 相 变换 可 由 一 个 已 知 解 产 生 一 个 新 解 . 对 应 的 引力 场 方程 的 两 
个 解 同 属于 辐射 对 称 解 . 这 表明 引力 场 存在 一 种 内 部 对 称 性 . Geroch(1971) AH, 
相 变换 是 场 方 程 更 大 的 协 变 群 的 一 个 特例 . Kinnersley 等 (1978) 将 Geroch 的 工作 
推广 到 含 电 磁场 的 情况 . 他 研究 了 存在 一 个 类 时 Killing 矢量 时 爱 因 斯 坦 - 麦 元 斯 书 
场 方程 的 对 称 性 , 证 明了 这 些 方程 具有 一 个 和 SU(2,1) 同 构 的 对 称 群 , 其 中 某 些 变 
换 只 引起 规范 变换 , 其 余 的 变换 则 可 用 来 产生 场 方程 的 新 的 解 族 ; 从 而 提出 了 一 种 
新 的 生成 技术 (G-K 生成 技术 ). 
ARR Hike 
Pup = Fy +iFw. (3.7.1) 


Fljvol = Q. (3.7.2) 


FABRE A, 定义 为 
Fy = Avy — Apv- (3.7.3) 


式 (3.7.2) BUA A, 存在 的 可 积 性 条 件 . 
如 果 Fy 所 在 的 空 -时 是 稳定 的 , 即 存在 一 类 时 Killing RÆ, 则 必 和 存在 一 个 坐 
标 系 , 使 所 有 可 观测 的 物理 量 均 不 依赖 于 时 间 坐 标 . 这 时 辐射 对 称 线 元 可 表示 为 


ds? = f(dt + widzi)? — f ihirdz'dzr”. (3.7.4) 


AP f, wi, hpr 均 不 含 t; 通过 适当 的 规范 变换 , 也 可 使 A, 不 含 时 间 . 2870 (3.7.4) 
与 巴巴 别 特 鲁 度 规 (3.2.25) 是 一 致 的 . 

所 有 场 方程 均 可 写成 度 规 张 量 为 hy, 的 三 维 空间 H 中 的 方程 . OV 表示 三 维 
空间 H 中 的 协 变 导 数 算 符 , 我 们 定义 一 个 扭 矢 量 


T=f*Vxwt+i(@VG—- VSG"). (3.7.5) 
AH 5 为 复 电磁 势 . 可 以 证 明 , 只 要 知道 A, 的 第 零 分 量 ho WER T, KAS 


6 = Ap. (3.7.6) 


利用 爱 因 斯 坦 方程 的 第 (0i) 分 量 


Goi 一 Slo; , (3.7.7) 
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Vxr=0 (3.7.8) 
和 电动 力学 中 的 情况 类 似 , 此 式 表 明 存 在 一 个 标量 “ 扭 势 ”yy, 它 由 下 式 定 义 : 
T= Vy (3.7.9) 
定义 一 个 复 引 力 标 势 一 一 恩 斯 特 势 
& 三 三 一 GEG +iv,. (3.7.10) 


Pa i — SUF S| 7h, 第 二 项 属于 电磁 场 , HE MA”. 
一 旦 给 定 了 hin, 则 恩 斯 特 势 8 便 可 完全 确定 度 规 张 量 , 即 确 定 引 力 场 . Behe 
斯 韦 方程 和 其 余 的 爱 因 斯 坦 方程 均 可 用 8 和 5 的 方程 代 奉 . 这 些 方程 是 


fV E =(VE+28*V) - VE, (3.7.11) 
fV E = (VE +28*V 8). VË. (3.7.12) 

还 可 以 确定 三 维 空间 H 的 曲率 张 量 
P Rie = Fibs) + GE (ia) + PE Cie.) (E+E) Pas). (3.7.13) 


三 维度 规 hi 具有 很 大 的 任意 性 , 只 要 能 保证 上 式 是 曲率 张 量 即 可 
为 了 显示 出 场 方程 (3.7.11)~(3.7.13) 的 对 称 性 , 可 用 三 个 复 标量 场 u,v Aw 代 
S E Mp 


, P= . 
u + w w+ u 


由 于 三 个 函数 (u, v, w) 描述 两 个 量 (E, 6), 我 们 选取 w 满足 任意 条 件 , 使 w 和 w 的 
方程 尽量 简单 些 . 为 此 , 将 (3.7.14) 代入 (3.7.11) 和 (3.7.12), 得 到 


6 = 


(3.7.14) 


(uu* + ov — ww*)V*u = 2(u* Vu + v* Vy —w* Vw)? V 
(uu* + vv* — ww*)V*v = 2(u*Vu + v* Vy — w* Vw): Vo; 
(uu* + vv — ww*)V*w = 2(u*V, + u* Vy — w* Vw) V 


我 们 引入 一 抽象 的 复 三 维 空 间 M, 具有 不 定 度 规 
Npa = diag(1, 1, —1); (3.7.16) 
将 场 u, v, w 视 为 此 空间 中 一 矢量 的 分 量 


Y? = (u,v, w). (3.7.17) 
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这 就 是 说 ,空间 M 中 的 每 一 点 (电磁 场 和 引力 场 ) 决定 空间 M 中 的 一 个 天 量 ， 
A (3.7.14) PREA u,v Aw 的 比值 , 因此 它们 的 归 一 化 并 无 意义 , 实际 上 只 要 关 
心 空间 M 中 的 射线 而 不 是 天 量 . 用 (3.7.17) 可 将 (3.7.15) 写成 矢量 形式 


YpY?V*Y4 = 2Y* VYP . VY". (3.7.18) 
空间 五 的 曲率 张 量 (3.7.13) 表示 为 
Rik = (Y7 YP) Vava. (3.7.19) 
式 中 
VP 三 了 JiE292， (3.7.20) 


考虑 在 空间 M 内 作 一 第 数 么 正 变换 , 即 线性 变换 
Y? = APYN, (3.7.21) 


Y,*Y? = Y*Y?, (3.7.22) 


H AP 不 是 空间 互 中 位 置 的 函数 . 由 (3.7.19) 和 (3.7.20) 可 知 , Rij 在 空间 M 中 是 
一 标量 , 因而 具有 确定 值 . 我 们 也 可 以 假定 hi, 的 值 确定 . 在 这 梓 的 情况 下 , 方程 
(3.7.18) 中 的 算 符 V 是 作为 空间 M 中 的 矢量 变换 的 ; AY? RELA, Wy? 
也 是 作为 天 量变 换 的 . 这 样 , WR (YP, hix) 确定 一 个 稳 态 Einstein-Maxwell 场 方程 
的 解 , 则 (YP, hi) 也 是 一 个 稳 态 解 . | 

空间 M 中 全 部 么 正 变换 AP 组 成 的 变换 群 记 为 U(2,1). 由 于 我 们 感 兴趣 的 是 
空间 M 中 的 射线 而 不 是 矢量 , 所 以 给 Y? 的 分 量 加 上 一 个 普通 的 相 因 子 是 无 天 紧 
要 的 . 因此 , 我 们 可 以 只 考虑 SU(2, 1) FR. 为 了 分 析 的 方便 , RNA 8 个 实 参 量 
(如 “ 欧 拉 角 ”) 来 细致 地 表示 出 最 普遍 的 SU(2,1) RE. 这 在 SU(2) 甚至 在 SU(3) 
中 都 是 相当 明显 的 ,因为 根据 欧 拉 定 理 , 任何 有 限 转 动 均 为 绕 某 一 固定 轴 的 转动 . 
但 是 不 定 度 规 的 出 现 要 求 我 们 考虑 一 些 不 同情 况 . 如 在 Minkowski 空间 就 有 一 些 
例外 的 “ 零 转动 ”, 必须 对 它们 单独 处 理 . 最 简单 的 办 法 是 考查 变换 和 矩阵 (A2) 的 本 
征 值 问题 . SA IESE, 通常 的 结果 是 , 本 征 矢 构成 完备 正 交 系 , 且 所 有 本 征 值 都 
是 么 模 的 . 但 是 当 出 现 零 本 征 矢 的 时 候 , 这 条 规则 就 有 例外 了 . 对 应 于 雯 本 征 天 的 
本 征 值 是 没有 任何 限制 的 , 而 且 两 个 零 本 征 矢 不 必 正 交 . 对 于 SU(2,1) 矩阵 , 只 能 
有 下 列 可 能 性 : 

(1) 两 个 类 空 本 征 和 天 , 一 个 类 时 本 征 天 ; 

(2) 一 个 类 空 本 征 矢 , 两 个 不 同 的 零 本 征 和 天 ; 

(3) 一 个 类 宇 本 征 和 天 , 一 个 (=H) SATE; 
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(3.7.23) 
(I) 

(3.7.24) 
(IIT) 

(3.7.25) 
(V) 

(3.7.26) 
(V) (u + w) —> (u + w) — 2c*v 一 cc (u — w), 


v — v + c(u — w), 


(u — w) > (u — w). (3.7.27) 


AF a,b Alc 是 任意 复 参 量 , a 和 6 是 任意 的 实 参量 . (3.7.23)~(3.7.27) 表示 相应 
类 型 的 任意 SU(2, 1) Æ. 为 了 表示 矩阵 (A), 我 们 首先 将 它 的 某 一 本 征 天 转 到 一 
标准 位 置 , 作 进一步 转动 时 这 一 本 征 矢 固定 不 动 . 然后 将 它 转 回 初始 位 置 . 

对 于 情况 (1), 使 矩阵 (A) 的 某 一 类 空 本 征 矢 与 v 重合 , 写作 


A=(I-V)-(Ill- I- IV)-(1 - Vy. (3.7.28) 


对 于 情况 (2). (3). (4), 至 少 有 一 个 零 本 征 矢 , 使 之 与 (u-w) BA. ER (A) 
的 形式 为 
A=(I-Il)-(l-W-V)-(1 .1) i. (3.7.29) 


只 要 由 一 个 解 出 发 , 其 对 称 类 的 所 有 解 均 可 由 (3.7.28) 或 (3.7.29) 得 到 . 
现在 讨论 这 些 SU(2, 1) 变换 对 物理 过 程 的 影响 . 由 (3.7.10) 和 (3.7.14) 可 得 


uu* + vv* — ww* 


ey (3.7.30) 


f= 
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属于 (IT), CI) 类 的 SU(2,1) 矩阵 具有 特别 简单 的 效应 , 因为 它们 保持 (ut w) 不 
变 , 因而 也 保持 f 不 变 . 对 于 情况 (1) 有 


P — +a, €-E€E-2a°$-a‘a, (3.7.31) 


对 于 情况 ( 工 ) 有 
+6, €+€é&+ia, (3.7.32) 


fof, TOT; 


这 两 类 变换 既 不 改变 电磁 场 , 也 不 改变 空间 几何 性 质 . ET a aT Fe 
换 和 引力 规范 变换 . 
在 (III) 类 变换 下 有 


E — (bb*) tE, 6- (bb S. (3.7.33) 


4 bb* = 1 时 , 变换 为 一 个 “二 重 旋转 ”, 它 将 电场 变换 为 磁场 , 将 磁场 变换 为 电场 ， 
但 不 影响 空间 几何 性 质 . 如 果 选 取 bb ~ 1, 则 由 (3.7.33) 可 得 


ds* — (bb*)- ds”. (3.7.34) 


这 显然 是 一 个 均匀 共 形 变换 . 对 于 真空 或 只 存在 零 质量 场 的 情况 , 这 种 变换 往往 寻 
致 场 方程 的 新 解 . 

(IV) 类 变换 将 静态 真空 场 变换 为 稳 态 场 . 这 类 变换 是 Ehlers(1959) 友 现 的 . 

(V) 类 变换 不 属于 真空 的 情况 , 对 应 于 Harrison(1968) 发 现 的 变换 . 

ERR G-K 生成 技术 的 步骤 可 总 结 如 下 : 给 定 一 个 稳 态 爱 因 斯 坦 - 麦 元 斯 书场 方 
程 的 解 之 后 , 由 度 规 确定 f, w, hir, 然后 由 已 知 的 电磁 场 确定 P, 再 代入 (3.7.5),(3.7.9) 
和 (3.7.10) 确定 VY AS. 生成 的 5 参量 解 族 可 由 (3.7.28) 和 (3.7.29) 直接 得 出 (或 
相继 应 用 (3.7.23)~(3.7.27)) . 本 节 所 述 的 变换 (3.7.23)~ (3.7.29) 也 可 用 8 和 5 的 
变换 式 重 复 表 示 出 来 . 

Ernst,Geroch 和 Kinnersley 的 工作 使 严格 解 的 研究 大 大 回 前 迈进 了 一 步 . 

作为 G-K 生成 解 定 理 的 应 用 , 我 们 给 出 一 类 辐射 对 称 稳 态 真空 场 的 新 解 . 

按照 巴巴 别 特 鲁 度 规 (3.2.25) 和 场 方 程 (3.2.27)~(3.2.32), FRIR 


Ey = pf? +w, E2 = pf —W, (3.7.35) 
可 将 场 方程 (3.2.31) 和 (3.2.32) 改写 为 


(e1 +€2)V7e1 = 2(Ve1)*, (3.7.36) 
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(e1 + €9) Ve = 2(VE2)’, (3.7.37) 
直接 代入 可 以 证 明 , 式 
pe 十 E2) = (Ve1)*, (3.7.38) 
_,0€1\ | 
Vv" (> Za) = 0 (3.7.39) 


满足 场 方程 (3.7.36)~(3.7.37). 
设 (e9,e9) 是 方程 (3.7.36)~(3.7.37) 的 一 组 解 , 根据 G-K 定理 


—a + be? a + bed 
一 一 3.1.40 
“1 b— ae? ’ “25 + ae} ( 


—-B+Ce® B+Ce2\~ 
一 24 l 2 7.41 
j (ose +o as] j (3.7.41) 
—~B+Ce® B+Ce? 
_ 4 1 2 7. 
g c= r) (3.7.42) 
0-2 
Vv" ( 1) = 0, 3.7.43 
Pp ( 
0 —] 
és = (Vel) (m) 一 E]， (3.7.44) 


式 中 A,B,C 为 任意 常数 ; BAAR 7 可 由 上 和 w 求 得 [A (3.2.27~3.2.28)]. 选 
择 (3.7.43) 的 解 ， 使 生成 解 满足 p 一 00,2 一 00 时 的 渐 近 条 件 . 所 获得 的 这 一 类 
解 是 与 各 种 已 知 解 不 同 的 一 类 新 解 .. 应 用 3.10 节 中 的 技术 , 还 可 以 由 这 类 解 生 成 
Einstein-Maxwell 场 方程 的 一 类 新 解 . 


3.8 BEI PY ee OL fay FA ied fa 


本 节 由 Kerr-Newman-Kasuya 度 规 (1.14.11) ERR AHHH- wahh 
的 新 解 . 企 新 解 中 会 FH Ta ES SR Th i A Bo. 
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2a sin? 6 


+ — [2mr — (ef + q”)|dypdt. (3.8.1) 
式 中 
X = r° + at cos 0, A =r +a teei Hg —2mr, a= 一， 
m,e 和 q 分 别 表示 源 的 质量 、 电 荷 和 磁 倘 . 
巴巴 别 特 鲁 度 规 (3.2.25) 可 写 为 
ds* = (dy — wdt)* — 7 (2P-*dCac + pdt), (3.8.2) 


AP C 是 子 空间 中 的 复 坐 标 ,已 p 和 w 是 实 函 数 . 考虑 到 (3.7.4) 和 (3.8.2), 由 (3.7.5) 


和 (3.7.9) 得 到 
f? 


iV Y = VO" — P*V Ò — Tye (3.8.3) 
式 中 y 为 扭 势 , V 为 三 维 空间 的 协 变 导数 算 符 
V = aves + i= (3.8.4) 
由 (3.7.10) 可 将 爱 因 斯 坦 - 麦克 斯 韦 方 程 (3.7.11) 和 (3.7.12) 改写 为 
(Reg + |B| V E = (VE +28*V$)VG, (3.8.5) 
(Re@ + ||) VŽ = (VE +28*V P)V È. (3.8.6) 


由 已 知 的 电磁 场 和 已 知 的 度 规 (3.8.1) 可 以 得 到 复 电 磁 势 5 和 复 引 力 势 ( 恩 斯 
特 势 )6 RREA: 


. 2 . 2 
2 = ( aesin 0 - 40088 ) -i( aqsin ¢ + 0088 ) (3.8.7) 


r+iacos@ r+iacos@ 


E = — (r? +a”) sin? 6 — (e? + q°) cos? 0 + 2mai cos 6(3 一 cos 0) 
sin’ [ma sin? 6 + i(e* + q^) cos 6]. (3.8.8) 


r+iacos@ 


对 8 和 5 (ER 


式 中 Bo = const, 4 的 表达 式 取 为 


] 
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Poeasin 0 B2 
=1 + = — Boqcos 6 + 2 [(r? + a) sin* 0 
r+iacos@ 


2af m sin 2; 


+ (ef 2\ cos? 0 . 
(e +a) tar iacosô 


iB Jale? + q? 6 sin’ 6 
_ iBo foam cos0(3 — cos? 6) — 22E + 7) cost sin’ ? 
4 r+ ia cos 
—1Bo Gane + e cos o) . (3.8.10) 
r+iacos@ 


类 似 地 , 将 (3.8.10),(3.8.6) 和 (3.8.8) FRA (3.8.9), 得 到 8' Al P 的 表达 式 . 在 变换 
(3.8.9) F, P' = Pp' =p. 由 (3.7.10) 和 (3.8.8) 可 知 f A w 的 变换 为 


f! = Reg! + P' P * = AA*f, (3.8.11) 


Vw' = AA*Vw + F(4* A4 — AAA*). (3.8.12) 


显然 , f' 的 表达 式 可 由 前 面 诸 式 求 出 . 我 们 的 任务 是 解 方 程 (3.8.12), RKE w, RE 
便 求 出 了 新 解 . 在 求 w 之 前 , 先 求 出 电磁 场 的 表达 式 . 
在 局 部 洛 伦 效 系 中 , 电磁 场 表 不 为 


1/2 
H’ + iE. = Pa H; + iE = 一 Aes (3.8.13) 
r r o C1/2 gin 9’ 9 ′ O12 sinb’ Bi 


1 1 
g’ = 广 (1+ 7536) Pr — z Bo (+ 5809) A 
, 1 1 _ 。 1 1 


1 2ae cos 0 2iaq cos 0 
H' +iF' = ti — 
rr selle r+iacos@ tie r+iacos@ 
2 2 
0 B 
4 (q+ ie)a Sin | | B ? (r? + a?) sin? 6 


+ (e? + q*) cos” 0 — 2maicos 0(3 一 cos 0) 


n 2ma? sint 0 + 2ia(e? + q?) sin” 0 cos 4 
r+ ia cos 
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Bo i (e — iq)Boa sin’ 0 
Bo |1 — | —q + -B 0 十 一 一 一 一 一 一 一 一 
+ Bo | ( 2 475 oe cos’ 2(r + ia cos 6) 


x [(r* + a” — ef — gq”) cos@ + 3maisin* 6 


. .9 
1a Sın 0 。 9 ./ 9 9 
ry (2086 + - 5) (ma sin“ 6 + ife + q*) - cos@) 
sin 6 . 
gm sin’ 0 一 ile” + g“) Sın D) (3.8.15) 


1/2 o, , 
H’ + iE! = A fc iq)a sin 0 


A2C1/2 | (r + ia cos 0)? 
2 
x |1 一 Li a + a) sin? 0 + (e? + q?) cos? 0 — 2mai cos 6(3 — cos” 0) 
2a sin“ 6 
r + ia cos 


B 
— Bo f 一 -z (a + ie) cos 0 + 


(masin? 0 + i(e* + q7) cos 0)| 


Boa(e — iq) sin’ 0 
— 、、 -~ aamŘħÁ 0 
2(r Fiacos0) |” 


— encom sin? 0 + i(e* + q“) cos 9)| } (3.8.16) 
(3.8.15) 和 (3.8.16) 是 新 解 中 电磁 场 的 严格 表达 式 , 当 Bo = 0，g = 0 时 , 此 式 恰 与 
Kerr-Newman 场 的 对 应 表达 式 相 同 . 
下 面 求 引力 场 的 表达 式 . 比较 (3.8.1) 和 (3.8.2) 有 


C sin? 6 1 


j= 5 ~ CHW? gin 0’ 


0 一 A12 w= (2mr — e* 一 02) 二 (3.8.17) 


C’ 
1 dr . 
dC = V2 (z + id) 。 
将 此 式 中 的 f, w 和 (3.8.4) 代入 (3.8.12), 得 到 


6am 2e Bo 


w = Bs sin 0 cos 6 — 7 ; 
T T 


7 


) 7 Ai/29 
T 


1 1 
+ 5 (eBo + amB*)(1 + cos* 0) 一 3 amBo sint 0, (3.8.18) 


, _ 24 729Bo 
wo r2 7 


A 
一 =eBo sin 8 cos 0 一 全 om sin 0 cos0(3 — cos” 0). (3.8.19) 
r 


1 
z4" gqBo(l + cos* 0) 
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可 以 发 现 , 当 g <e=—2BoJ 时 , (3.8.18) 和 (3.8.19) 恰好 满足 


/ 


W ro 一 Wor» (3.8.20) 


即 wdr + wodd 为 全 微分 . 此 时 积分 , 得 到 


2eBo eB?r amBér 2am 
/ _ 0 0 
w (7,0) = - 十 ; + 3 十 -3 
1 1 

一 z AamBo sin* 0 + z AeBy sin? 0 

+ 一 4amB sin“ 0 + const. (3.8.21) 
由 (3.8.7)~(3.8.11) 可 以 得 到 f 的 表达 式 . 于 是 得 到 新 的 度 规 

和 D C sin’ 0 
2 _ * | Z 41,2 2 一 2 AN2 
ds“ = AA (Žar + dé Cd 十 TAA (dy — w dt)”. (3.8.22) 


式 中 w 已 由 (3.8.21) 确定 . 
可 以 证 明 , 当 Bo = 0 时 , (3.8.21) 退化 为 Kerr-Newman 度 规 ; 当 a = 0 WN, 退 
化 为 Ernst 解 (不 转动 的 情况 ), 故 知 Bo 的 物理 意义 是 外 磁场 强度 . 


3.9 Chandrasekhar 生成 解 定 理 


Chandrasekhar(1978) 用 两 个 实 函 数 代 替 Ernst WSR, 对 辐射 对 称 稳 态 真 
空 场 方 程 进行 了 重新 描述 . 这 种 描述 有 很 多 优越 性 . 他 以 一 个 普 遇 的 形式 选取 线 
元 , 直接 导出 了 Kerr 度 规 . 这 一 工作 提供 了 一 种 由 已 知 解 产生 新 解 的 生成 技术. 
把 辐射 对 称 线 元 写成 


ds? = e” dt? — e** (dy — wdt)* — e*” dz2 — edr". (3.9.1) 


式 中 坐标 (y, z2, z3) 为 球 坐标 (y,7,0). BERDEAK, v, y, w, uz, 和 us 只 是 r? 
和 r? 的 函数 . 经 过 适当 的 变换 , 可 将 (3.9.1) BA 


ds? =(Ad)'/? [xdt? + x" (dy — wdt)*| 


+ A~2ze%2+43 (dr? + Ad6). (3.9.2) 

此 时 场 方程 可 简化 为 
>(X +Y) (4X ,r)r 十 (X u),u 一 AX’, T OX u (3.9.3) 
I(x + Y) (Ayr) > 十 (Y wu 一 Ay‘, + by’. (3.9.4) 


2 
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式 中 


这 一 表述 的 优 扣 是 不 必 先 假定 正则 坐标 具有 柱 对 称 性 . 
为 了 便于 生成 新 解 , 我 们 作 变 换 


X=, y= ——, (3.9.6) 


A = (m? — a°) (nf — 1). (3.9.7) 


容易 看 出 , AP 7 和 u 与 椭 球 坐标 系 中 的 空间 坐标 > 和 y 是 一 致 的 . 可 以 把 方程 
(3.9.3) 和 (3.9.4) 写成 下 面 的 形式 : 


= — 2G[(2? — 1)F2 + (1—y)F’), (3.9.8) 
(1 — FG){[(2* — 1)G,s],z + [(1—Y )G,y),y} 
= 一 2F[(c — 1)G,s + (1—Y)G,yl. (3.9.9) 


这 样 , 一 旦 获得 了 关于 FAG HAE (3.9.8) 和 (3.9.9) 的 解 , 便 得 到 了 度 规 (3.9.2). 
可 以 由 Chandrasekhar 表述 得 到 一 类 新 解 . Bonnor(1979) 已 经 证 明 , 方程 (3.9.8) 和 
(3.9.9) 的 解 也 属于 稳 态 辐射 对 称 的 电 真 空 场 . Chandrasekhar 通过 简单 的 观察 ， 从 


恩 斯 特 方程 得 出 了 (3.9.8)~(3.9.9) 的 解 . 
如 果 恩 斯 特 方程 的 解 可 写成 


E = f(x,y, à) + ird(z, y, A), (3.9.10) 
A = const. 


的 形式 , 便 可 以 把 (3.9.8)~(3.9.9) 分 成 两 个 独立 的 方程 . 实际 上 ，Tomimatsu-Sato 
解 , Kinnersley 和 Chitre 解 都 可 以 化 为 (3.9.10) 的 形式 . 
将 (3.3.17) 代入 恩 斯 特 方程 (3.3.10), 得 到 椭 球 坐标 中 的 恩 斯 特 方程 


(1 — €€*){[(2* — 1)é,s),s + [(1 — 9 Sulu} 
=— 26*[(x* — 1)és + (1 —y)éy. (3.9.11) 


按 (3.9.10), HE = f+iA9 代入 (3.9.11), 分 开 实 部 和 虚 部 , 得 到 
(1 — fF? — XPH — 1) file +- y )fyl,y} 
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4X g[(z- 1)f,z9,z + (1 g Y“) f y®,yl, (3.9.12a) 


+ 4k*4' (2? 一 1) fP 十 (1 一 y“) fy Py), (3.9.13a) 


= — 4k f'[(2? 1) fop + (1-9) fy by] 
+ 2k¢'[(2 — 1)( f2 + k?o2 + (1 — yf2 + kG) (3.9.13b) 


比较 表明 , 两 对 方程 (3.9.12) 和 (3.9.13) 是 相互 关联 的 . 解 任何 一 对 , 均 可 获得 场 方 
程 的 解 . 比较 上 面 两 对 方程 可 以 发 现 , 将 上 和 4 中 的 所 有 (iq) PRM k, 我 们 便 得 到 
f Ad; 由 它们 职能 构成 瑟 和 G 


F=f'+q¢, (3.9.14) 


G = f'—ad’. (3.9.15) 


下 面 我 们 讨论 Bonnor 给 出 的 一 种 生成 技术 . 首先 ,把 辐射 对 称 线 元 表示 成 
Bonnor(1979) 的 形式 


ds? = e*(du? + d0?) + a7? A dy? + a“dt’. (3.9.16) 
式 中 r =u, r? = 0,73 = 9; 入 ,4A,a, RÆ u AO 的 函数 . 我 们 要 解 的 引力 场 方 程 是 
Rw = 2F°Fya — =9uvF* Fag. (3.9.17) 


Maxwell 方程 为 
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在 静电 问题 中 所 有 的 场 变 量 都 不 依赖 时 间 (t = z0). 令 4- 矢 量 A, A 
Ay = p(z), i=1,2,3. (3.9.20) 


则 (3.9.18) 自然 满足 ; 式 中 o 为 静电 势 . 可 以 证 明 , 场 方程 的 全 部 解 由 下 面 两 个 方 
程 确定 : 


Roo = 2F° Foa 一 5 900F " Fap, (3.9.21) 
Fy =0. (3.9.22) 
4 
X=at+¢, Y=a-4, (3.9.23) 
可 将 (3.9.21) ~(3.9.22) BA 
(X +Y)V7X = 2VXVX, (3.9.24) 
(X +Y)V°Y = 2VYVY. (3.9.25) 


这 两 个 方程 导 Chandrasekhar 给 出 的 两 个 方程 (3.9.8)~ (3.9.9) 完全 等 效 . 实际 
E, 引入 椭 球 坐标 
n = coshu, u=cos8, (3.9.26) 


作 代 换 (3.9.6), 把 X AY mM F A G, 上 面 两 个 方程 便 成 为 (3.9.8)~(3.9.9). 
我 们 从 Kinnersley 和 Chitre(1978) 给 出 的 稳 态 辐射 对 称 解 出 发 . 此 解 按 恩 斯 
竺 符号 表示 为 


g= DI e ty E (3.9.27) 


式 中 6 = const. 按 前 面 说 明 的 Chandrasekhar 生成 技术 , 得 到 


(2 一 1 一 26zgy(z2 + y? — 2) + B(T? — y*)? 


“一 27(72 — 1) + 26y(x? — y?) | (3.3.28) 
(2$ — 1) + 28ry(z? +y? — 2) + 81? — y“)? 
G 一 一 © 2æ(z2 —1)—2By(x2 -y ` (3.9.29) 
采用 变换 (Chand,1978) 
X > X(1+C’X), (3.9.30) 


Y +Y/(1-C’Y), 
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可 以 得 到 单 极 解 , 由 C-B 技术 得 


1 (az — aı)\(1 — FG) 
_1 Ta) FG) 3.9.31 
~~ 9 ala2 + a5G + as F + ajaoFG ( 


12aiG + 2aof + (al 十 a2 )(1 十 FG) (3 9 32) 
2 a1CG + asF + ajae(1 + FG) gS 


c 是 (3.9.30) 中 的 任意 常数 . 将 (3.9.28)~(3.9.29) RA a Al 的 表达 式 , 其 中 含 的 
任意 常数 可 由 变换 上 = (const) tt Al d = (const)d’ W. 式 (3.9.17)~ (3.9.19) 中 ¢ 
总 是 以 导数 形式 出 现 的 , 所 以 可 以 在 o PRADO PSA DR. 这 样 , 便 可 保证 
在 空间 无 限 远 处 a? 为 么 模 的 和 6 AS. a Mo 的 渐 近 展开 式 为 


a + (5) fee (3.9.33) 


y=} dort) 4 (1) 4... 3.9.34) 


用 变换 
T = 1 (r — >) , y= const. (3.9.35) 


可 将 (3.9.33) ~(3.9.34) 表示 为 球 坐 标的 形式 , 其 中 ! 和 m 是 第 量 . 上 面 获 得 的 新 解 
是 渐 近 平 直 的 3 参量 解 , 3 个 参量 是 (c',1, 5). 此 解 描述 一 个 带 有 电 (Ri tor. BA 
矩 的 孤立 质量 源 的 外 部 场 . 场 源 的 荷 质 比 为 


e 2c’ 


m (c2 十 1) 


当 c = 0 时 , 此 解 退化 为 2 参量 的 侦 极 子 解 . 
根据 本 市 说 明 的 生成 技术 ， 我 们 再 由 Tomimatsu-Sato 解 生 成 一 个 新 解 . 重复 
用 本 证 的 方法 , 由 T-S 解 可 得 


(3.9.36) 


F= (pix? -gy — 1) — 2paey(x* — y") (3.9.37) 
2pz(z2 —1)+2qy(y2-1) 加 
2%2 peat __ 2 n: 
_ Wr — gy" — 1) + 2pgry(a* — y") (3.9.38) 


2pZ(Z — 1) — 2qy(y* — 1) 
经 过 同样 元 长 的 但 是 直接 的 计算 , 得 到 


„270 c? — d? — a? + b? 
7 2 a4a2(c? — d? + a? 一 b2) 
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+ (a? +.a5)(ac + bd) + (a? — a5)(bc + ad) 
x (a1 + ag)(c* — d? + a? — b?) + 2(a + a2)(ac + bd) (3.9.39) 


1 2(a, —a2g)(bc+ ad 
b= UM + (a? — a2)(ac + ad) + (a? + a3)(be+ bd) (3.9.40) 


式 中 


a=p'x*—q?y*—1, 08=2pqzy(z — y’), 
c= 2px (x —1), d= 2qy(y" — 1), (3.9.41) 


a =c 十 1 ag=c 一 1 


c BP (3.9.36) 中 的 常数 . 


a 和 的 渐 近 展开 式 为 
„1 12i +o __1 4Aaqy(at = a3). (3.9.42) 
DT a? D272 Q1a2 i i 
2 2 
一 -Z a taele aa) +o (=) pe. (3.9.43) 
142 


为 了 使 a 和 ¢ 在 空间 无 限 远 处 是 渐 近 平 直 的 ， 在 得 到 (3.9.39)~(3.9.40) 的 过 程 中 
对 $ 进行 了 适当 的 的 变换 并 附加 了 任意 常数 . 作 变 换 (3.9.35), 变 全 球 坐 标 即 可 明 
显 看 出 , 所 得 到 的 解 是 渐 近 平 直 的 , 而 且 描述 偶 极 子 的 场 . 荷 质 比 与 (3.9.36) 相同 . 
Re, oi] HA Kinnersley-Chitre 解 和 T-S 解 生 成 的 两 个 电 真 空 解 具有 相同 的 


fy M HE. 


3.10 ”参量 变换 方法 


Bonnor 由 Kerr 稳 态 真空 解 经 过 与 上 节 类 似 的 参量 变换 生成 了 一 个 爱 因 斯 坦 - 
麦克 斯 韦 场 方程 的 电 真空 解 . 这 一 方法 称 为 参量 变换 技术 . Wang(1984) 用 这 一 技 
术 由 Tomimatsu-Sato 解 生成 了 一 个 电磁 真空 解 . 后 来 这 一 技术 又 被 用 来 获得 更 复 


杂 的 解 . 本 节 给 出 它 的 男 一 表述 . 
对 已 知 的 茶 一 稳 态 度 规 


ds? = e” (dt — wdy)? — e “|e?” (dp? + dz”) + p*dz?] (3.10.1) 
中 的 某 个 常量 进行 适当 变换 , 便 可 获得 新 的 稳 态 电磁 真空 度 规 


ds? = edt? — e— 2 es’ (dp? + dz”) + p*dy’]. (3.10.2) 
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ERRERA, 5 (3.10.1) 对 应 的 引力 场 方程 组 可 以 写 为 下 面 两 个 方程 : 
(x* — l)u 11 +(1— y ju 22+ 2xu 1 — 2yu 2 = 一 e 4" (x° 一 144 +(1—y°) 2]， (3.10.3a) 


(x? -1)h11+(1—y7)p) 204+ 22,1 —2yY, 2 = 2[(£?—1)u 1Y, 1+(1—y ju 24,2]. (3.10.3b) 


式 中 u 是 (3.10.1) 中 的 度 规 系 数 , y 为 扭 势 . 
与 (3.10.2) 对 应 的 电磁 真空 场 方程 组 在 椭 球 坐标 系 中 可 以 写成 下 面 一 对 方程 : 


(£? — 1)611+ (1 — y*)6 22 + 2761 — 2y62 


=e 2 |(x? 一 1)y4 +(1-—y*) OF (3.10.4a) 
(x* — 1)b,11 + (1 — 9") G22 + 22,1 — 2y¢,2 
=2((2* — 1)51¢1 + (1 — y*)62¢,9]. (3.10.4b) 


式 中 ô 是 (3.10.2) 中 的 度 规 系数 , $ 为 静电 势 . 

比较 (3.10.3) 和 (3.10.4) 可 以 发 现 , 除 符号 不 同 外 , 形式 完全 相同 . 所 以 , 只 要 
作 相 应 的 参量 变换 即 可 由 已 知 解 (3.10.1) 得 到 新 解 (3.10.2). 用 这 一 技术 , 由 Kin- 
nersley 和 Chitre(1978) 的 稳 态 解 出 发 , 可 生成 一 新 解 


e&=-1-—, $=46y—. (3.10.5) 


式 中 


— 4B7y?(x + 1)? (£? — 22 + y*)?, (3.10.6) 


这 是 一 个 新 解 , 它 描 述 渐 近 平 直 静 态 偶 极 子 的 场 . 
用 (3.9.35) 变 至 球 坐 标 , 作 渐 近 展开 , 得 到 [ 见 度 规 (3.9.16)] 


Al 8l- m( +) 
ea, i s— rr teha) (3.10.7) 
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因此 , 这 一 新 解 描述 一 个 质量 为 41(1+ 6°). MBE EEE 的 源 的 外 部 场 
当 6 = 0 时, PEH o= 0, 退化 为 6 = 2 的 爱 因 斯 坦 场 方程 的 Weyl EO. 此 解 
在 极 轴 (x = 1,9 = +1) FAA WHEE. 

在 这 里 我 们 指出 一 个 有 趣 的 情况 . 直接 从 Kerr 解 出 发 , 按 (3.9.11) 和 (3.9.15) 


的 规则 取 
F = —pz — qy, (3.10.8) 


在 静电 势 的 展开 式 中 不 含 单 极 (eee) 项 . 但 是 将 变换 (3.9.30) 用 于 
(3.10.8) 却 得 到 了 单 极 解 , 其 展开 式 为 


2(1+c?) 1 2 4c qy gy’ 
= ] — 一 一 一 一 一 vee 3.10.9 
E l—c? pr pr? | 1c? pr? pear” ( ) 
b=1- 4c | 1 |[, 1+3c? , 20 +e*)) , 
7 l— 4c pr p*x? 1 (ce2—1) c*—1 
求 得 何 质 比 为 


(3.10.10) 


3.11: Ehlers-Bonnor 生成 解 定理 


Ehlers 曾经 证 明 , 由 爱 因 斯 坦 引 力 场 方程 的 任意 一 个 静态 外 部 解 ,都 可 以 生成 
一 个 新 的 稳 态 外 部 解 . 设 已 知 的 度 规 为 gu, 则 生成 的 外 部 解 为 


gly = cosh2U (e? guy + Ex€,) — (cosh2U) tupun, (3.11.1) 


式 中 & 是 类 时 Killing RE. 在 静 场 中 一 定 存在 一 个 天 量 场 u, CMERI 
Uni 三 —Upty, Vw] = 9, uus 一 一 ]. (3.11.2) 


以 上 “一 点 ”表示 Vu. BEAM ULE = 0 可 知 关 于 up 的 方程 是 可 积 的 . 
在 此 基础 上 , Bonnor(1979) 证 明了 ， 由 一 个 爱 因 斯 坦 场 方程 的 静态 真空 解 , 可 
以 生成 一 个 静态 电磁 真空 解 . 


设 度 规 
ds* = guvd7zxrdzx = eda” — e “hy; dada) (3.11.3) 
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满足 真空 静态 引力 场 方程 Ru = 0, 则 借助 于 辅助 度 规 
ds? = gyvdzx*dz” = dr”? — hi;dz’dz’. (3.11.3a) 


可 以 证 明 , FE AE Bsc Sach T E A-a e Ts Hp 


d3? = G,,,dr"da” 三 ecdz0 — eShidridz’, (3.11.4) 
1 一 2 

et = [16n(A? + BPJ sh (Gu + c) | (3.11.5) 

Foi = Be U.; = — Fio. (3.11.7) 


式 中 4, B 和 CC 为 任意 常数 , H 
Cijk = (—g) Eijk. (3.11.8) 


U MEFA: 


l i i 
Rik + 5U Un =0, U} = (9'°U;r) jm = 0, (3.11.9) 


式 中 分 号 表示 关于 度 规 (3.11.38) 的 协 变 微分 . 
下 面 证 明生 成 解 (3.11.4)~(3.11.9) 确实 满足 场 方程 


~ 1 
Riv = 8x (Ay Por — jdm FO? Fag ) (3.11.10) 
Fylr + Furiu + Frylv = Q, (3.11.11) 
Fr — 0. (3.11.12) 


式 中 指标 的 上 升 和 下 降 由 g9 和 gy 完成 , Furie 表示 Fav KF gap 取 协 变 微分 . 
注意 到 : 


gP gp = 6%, (3.11.13) 
0 — eS gi 
g” = g” =0, (3.11.14) 
g°° = eS; 
~~ -. IL, 1 1. 
Dn, — Lik 7 5 ÔjS;k — 9 kij 十 JIKE ) 
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~ 1 
loi = 56 (3.11.15) 
~ 1 
T”? — —— 2C f 
OO 5° E 


~ 1 1 
Rik =Rik + z SiiS; — 5 91K E 
=8r (ef 9?” Fip Fpa + œS Foi Fok 
1 l 
= gireg g” Finn Fab — 5e “gikg™ Foa Fab), (3.11.16) 
Roi = 8ne$ g% FF, = 0, (3.11.17) 
~ 1 oe.. 1 
Roo = 50 Eia = 4rre' (0° Fon Fa 一 se gg" Fam Fo ) (3.11.18) 
将 (3.11.4)~(3.11.9) 直接 代入 , 容易 证 明 (3.11.16)~(3.11.18) 成 立 , 即 生成 解 满足 场 
方程 (3.11.10). 
由 (3.11.4)~(3.11.5), 可 将 场 方程 (3.11.11) WEKA 
Fijlg + Firu + Frig = Fijsk + Peja + Pri;y (3.11.19) 
和 
Foil; + Fijlo 十 Pioli = £0i;j 十 Fjo;i- (3.11.20) 


由 (3.11.6) 和 (3.11.7) 可 知 , 上 二 式 右 边 均 为 零 (注意 到 nija = 0). 于 是 证 明了 生 
成 解 满 足 场 方程 (3.11.11). 同 理 可 证 , 生成 解 也 满足 场 方程 (3.11.12). 方程 (3.11.9) 


是 Ry = 0 的 条 件 . 
下 面 应 用 这 一 生成 技术 由 Wey] 解 获得 一 新 解 . 可 以 把 Weyl 解 与 成 guv 
ds* = e” dt? —e “|e” (dz? + dp”) + p*dy’], (3.11.21) 
其 中 U Al w 满足 ga PU 1 9 
ae 4 52 十 5 Op = 0, (3.11.22) 
Ow OU OU 
a. = Pap Be (3.11.23) 
ðw 1 |(aU\* (aur? 
oe = 0 (2) _ (S| (3.11.24) 


U Alw RF p™ z. 
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按 上 述 生 成 技术 , 生成 的 电磁 解 为 


一 2 
e = [16r(42 + B2)]-! sinh (30 + c) | (3.11.25) 
OU 
F43 一 APG, 
OU 
F23 一 Apa 
OU OU 
= Beé — — Bef —— 
Foi Be De ) Foe Be Op . 
AF U Al w 满足 (3.11.22)~(3.11.24); 坐标 取 为 
g=z, =p, $ =p, 7 =t. (3.11.26) 
解 (3.11.25) XE PJ HARTE H FE RAU . 


4 
A=ia, B=iß, U=V + 2logi. 


AF a 和 6 是 实 常 数 ,U 和 V 是 p Az 的 函数 . 作 复 变换 


Z=it, T= 12. 
则 新 解 为 
ds? 一 ev 一 d7T2 — e&dZ* — e” dp’ — p*dy’, 
ef = [16x(a? + 87)|~} eh (žu + c) j (3.11.27) 
Fi2 = Bet aa Fo3 = ape. 
Fo. = -pe E, Fo3 = aps 


Ow OV OV 

IT = ap OF (3.11.29) 
3w _1 | av)", (av) 
Op 2° 1\ ap Oz 
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XE, V(p, T) 就 是 柱 面 波 方程 (3.11.28) 的 一 个 实 解 . 
与 前 面 的 证 明 过 程 类 似 , 还 可 以 证 明 一 个 生成 解 的 定理 . 
EE BOATERS gu (满足 Ru = 0), 则 生成 解 为 


= {C — [An(A? + B*))?U}~?, 
Fi; = AnijnU -x, (3.11.30) 
For = BeSU., = — Fko 
. 式 中 A, BAC 为 任意 常数 ; U WE 
U} = 0. 


用 完全 类 似 的 推导 可 以 证 明 (3.11.30) 满足 E-M 场 方程 (3.11.10)~(3.11.12). 
现在 我 们 对 本 节 所 述 的 生成 技术 进行 一 些 必 要 讨论 . APANAR Ehlers 
证 明 的 定理 还 可 以 换 一 种 形式 表述 : 
如 果 度 规 5,[ 见 (3.11.3)] 满足 真空 引力 场 方程 Rj = 0, 则 生成 解 可 表示 为 


do? = e” (dz? — u;dzt)? — e “h,;dax'dz’, (3.11.31) 
e” = A [ch(U + OJH, (3.11.32) 
Ou; Our 
— —= = Acik U” 
Or: Or’ cikl 


IP U Æ (3.11.3) 中 出 现 的 函数 , 它 满足 


1 4 
Rik + DUsiU;k = 0, Ui = 0. (3.11.33) 


Ay WE BA ee eee tats Beh 

将 解 (3.11.31)~+(3.11.33) 和 B = 0 时 的 解 (3.11.4)~(3.11.9) 比较 , 我 们 发 现 二 
者 形式 相似 , 前 者 描述 稳 态 (包括 旋转 场 源 的 ) 外 部 场 , 后 者 描述 静态 外 部 纯 磁 真空 
场 . 二 者 形式 相似 暗示 了 磁 源 引力 场 和 旋转 质量 的 引力 场 之 间 存 在 某 种 对 应 关系 。 

当 方 程 (3.11.9) 的 特 解 已 知 , U 的 具体 形式 确定 时 , 由 前 面 的 生成 技术 得 到 的 
一 类 解 往往 具有 物理 意义 .如 果 度 规 (3.11.3) 具有 辐射 对 称 性 , 则 可 求 得 (3.11.9) 
的 通 解 ， 生 成 解 描述 辐射 对 称 的 引力 -电磁 场 , 是 具有 电场 和 磁场 的 复合 解 . 

应 指出 ， 虽 然 Weyl 解 (3.11.21) 是 静态 辐射 对 称 外 部 场 的 通 解 , 但 是 生成 解 
(3.11.25) 却 不 是 通 解 . 从 物理 的 观点 看 , 这 个 生成 解 只 含有 一 个 调和 函数 U, 它 是 
用 来 引出 电场 、 磁 场 和 引力 场 三 种 场 源 的 . 假设 用 U 选择 上 述 一 种 场 源 , 如 电场 ， 
则 其 他 两 种 场 源 或 者 不 存在 或 者 与 电场 的 相似 . 例如 我 们 选择 U 和 任意 单数 使 电 
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场 的 场 源 为 点 电荷 , 则 另外 两 种 场 源 要 么 没有 , 要 么 是 点 质量 和 磁 荷 , 不 会 出 现 具 
A ERRER AMEY. 

”由 定理 (3.11.30) 得 到 的 电磁 场 尽 管 在 对 称 性 方面 没有 受到 限制 , 但 其 物理 内 
容 是 很 特殊 的 . 在 (3.11.30) PS 4 = 0, 场 源 就 是 一 群 粒子 , 每 个 粒子 的 荷 质 比 都 
相同 , 于 是 作用 于 每 个 粒子 上 的 引力 和 电场 力 相 平衡 . 


3.12 孤立 子 方法 


在 度 规 张 量 gu 仅 依赖 于 两 个 变量 的 情况 下 , 引力 场 方 程 的 解法 和 秘 射 问题 相 
反 . 稳 态 辐射 对 称 引 力 场 就 属于 这 种 情况 . 解 引力 场 方 程 的 孤立 子 (soliton) 方法 是 
20 世纪 70 年 代 末 由 苏联 学 者 创造 并 发 展 起 来 的 , 是 一 种 十 分 简洁 、 优美 的 方法 , 有 
广泛 的 应 用 价值 。 对 于 稳 态 辐射 对 称 引 力 场 , 由 一 个 初始 解 代入 一 组 和 3 引力 场 方程 
等 效 但 简化 了 的 微分 方程 , 求 出 孤立 子 (RA) 解 , 从 而 得 到 引力 场 方程 的 新 解 . 例 
如 , 把 平 直 空 - 时 度 规 作为 初始 解 , 用 孤立 子 方法 生成 的 2- 孤立 子 解 即 为 Kerr-NUT 


解 ， 生成 的 一 个 最 简单 的 nD TA IR IR A > 个 Schwarzschild 质量 源 和 各 阶 


质量 多 极 窍 的 引力 场 . 这 些 Schwarzschild 源 很 像 由 于 平 直 空 -时 背景 的 “扰动 ”而 
形成 的 孤立 子 (极点 ). 本 章 后 几 节 将 较 详 细 地 讨论 这 种 生成 新 解 的 方法 . 
稳 态 辐射 对 称 度 规 可 与 为 


ds? 一 gapdz2dz + f(dp* + dz’), (3.12.1) 


AF gap 和 了 都 只 含 两 个 变量 p 和 z, 坐标 (2°, 21,27, 23) = (ty, p,z), MSA 
+2, AEJ FÈ a,b,c,d = 1,2, 分 别 对 应 于 t 和 y:i, j,k, l= 1,2,3, 对 应 于 空间 坐标 ， 
希腊 字母 取 0,1,2,3. PEA (gab) 写成 g, (Uab) 与 成 U,……… 

不 失 一 般 性 , 可 以 给 矩阵 g 加 上 附加 条 件 (与 号 差 +2 对 应 ) 


detg = — p°. (3.12.2) 


可 以 证 明 , 具有 度 规 (3.12.1) 和 (3.12.2) 的 真空 引力 场 方 程 可 以 分 解 为 两 组 方程 . 
第 一 组 用 来 确定 g 


(3.12.3) 


式 中 
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3.13 FERRE g 的 m- 孤 立 子 解 


定义 可 对 易 的 微分 算 侍 Di 和 Dz 
2 入 2 和 0 
Dı = 0, 一 Vip ôy, D2 = 0p + Yip Oy. (3.13.1) 


式 中 入 是 不 依赖 于 p 和 z 的 复 参量 . XA REREN (3.12.3) 的 L-A 偶 以 变 
量 p,z 表示 出 来 (Belinsky 和 Zakharov,1978) 


V — AU U +AV 
Di = or wv, Dap = sv TF a. (3.13.2) 
所 要 求 的 矩阵 g(p, z) 即 为 入 = 0 时 的 Y(À, p, z) 
g(p, z) = %(0, p, z). (3.13.3) 


这 样 , 解 引 力 场 方程 便 归结 为 解 方 程 (3.12.3). 这 一 过 程 的 程序 是 : 由 场 方 程 的 一 
个 已 知 解 go, 代入 (3.12.6) RH Uo, Vo, 再 代入 方程 (3.13.2) 积分 , SR — ANUE 


mor P, z); 然后 令 


Y = XW0， (3.13.4) 
代入 (3.13.2), 得 到 关于 x 的 方程 


(3.13.5) 


解 此 方程 求 出 x, RE (3.13.4) 和 (3.13.3), 便 获 得 了 引力 场 方程 的 新 解 g. 
为 了 保证 gu 是 实 的 而 且 是 对 称 的 , 应 该 给 方程 (3.13.5) 加 上 适当 的 附加 条 件 ， 


今 
X(A) =x(A), YA) = ¥(), (3.13.6) 
便 可 保证 gv 是 实 的 , 式 中 入 表示 入 WRI. 令 
g = x(—p*/A)g0xX(A), (3.13.7) 


便 可 保证 gu, 是 对 称 的 , 式 中 文 表示 x 的 转 置 . 此 外 , (3.13.7) 和 (3.13.3) FAA, 必 


有 
X(co) = I. (3.13.8) 


式 中 了 是 单位 矩阵 . 
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矩阵 y(A, p,z) 的 mw 孤立 子 解 给 出 这 样 的 图 像 : 在 参量 入 的 复 平面 内 , RE x 
An SHILA (RA). 这 时 y(, po,z) 具有 形式 


nm R. 
XxX 三 了 十 . 
err 


式 中 矩阵 Rk = Re(p,z), BL uk = wx (p, z). 

将 表达 式 (3.13.9) 代入 方程 (3.13.5) 和 (3.13.7) 便 得 到 关于 函数 必 (p, z) FIE 
ME Re (p,z) 的 方程 . 在 入 = up Ab, A (3.13.5) 的 左 端 不 应 存在 二 阶 极 点 , 按 这 一 要 
求 , 得 到 jx 必须 满足 的 方程 


pz + 2p2 (uz + °?) =0, (3.13.10) 


(3.13.9) 


Hp — 2pHk( Hy + p“) = 0. 
以 上 两 方程 的 解 是 二 次 代数 方程 


u% — 2(wk — z)uk — p“ =0 (3.13.11) 


的 两 个 根 , AF wx 是 任意 复 常 数 . 
这 样 , 每 一 个 脚 标 kB FER) 有 一 个 任意 币 数 w, 确定 Ar(p,z) 的 
两 个 可 能 解 


Hk = wp — Z + |(wk 一 z)* + 02]12， (3.13.12) 
式 (3.13.9) FAYABME Re 是 降 秩 了 的 , 其 分 量 可 写 为 
(Reap = nP mP (3.13.13) 


的 形式 . CERE mO 可 以 根据 在 点 = ur 处 满足 (3.13.5) 直接 求 出 , 然后 由 
条 件 (3.13.7) 便 可 确定 nP. 结果 , RE mh 用 已 知 矩 阵 yol, o, z) 表示 , 其 中 


(3.13.14) 


表示 取 和 (下 同 ) 


“Nn. (3.13.15) 


Dei = MP) (go) cpm? (p? + urpu). (3.13.16) 
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>》 Dkpľpi = bk (3.13.17) 
p=1 
则 (3.13.15) 改写 为 
Me) = > Dw, NY, (3.13.18) 
l=1 
式 中 
NIF) = m*) (go)o. (3.13.19) 


至 此 , 新 解 go 已 完全 确定 . 由 (3.12.7),(3.12.8) 和 (3.12.13) 有 
g = (0) = x(0)wo(0) = x(0)go = ( 一 3 Pas go- (3.13.20) 


现在 讨论 gu 的 对 称 性 和 如 何 保证 9 是 实 矩 阵 的 问题 . 将 (3.13.13),(3.13.18) 
和 (3.13.19) 代入 矩阵 g 的 表达 式 , 得 到 


gab = (go)as — Y` Driug ur NP NE. (3.13.21) 


由 上 式 明 显 看 出 gw = ga. 只 要 所 有 函数 urlo, 2) PRR PPA AES m AAH 
实数 , 即 可 保证 gu 是 实数 . 实际 上 , 初始 解 yo( 和 , p, z) 总 满足 (3.13.6), AUER 
和 = pe, Wo(A) 是 实数 . 又 由 (3.13.14) 可 知 , 任意 常数 mY 应 该 取 实 数 . 假设 函数 
un(k = 1,2,---) 中 有 一 些 是 复数 , 由 (3.13.6) 可 知 , 所 有 的 复数 必须 以 共 斩 对 的 形 
式 出 现 : 每 一 个 复 极点 入 = u, PBN —-PS CRN A =g. 假设 有 一 
对 这 样 的 极点 入 = up 和 入 = hq, Hp = Fa- 由 (3.13.14) 有 


只 要 把 任意 常数 mP 和 mY PERRA, M RIER 9 是 实 的 . 由 于 
Wo(A) = wo( 和 ), 所 以 此 时 和 天 量 me 和 m\ BERR. 因此 我 们 可 以 构成 一 个 规 
则 : 为 了 保证 矩阵 g 是 实 的 , 必须 这 样 选 择 (3.12.14) 中 的 任意 常数 m, 使 与 实数 
极点 入 = ux 对 应 的 矢量 mY) 是 实数 , 而 与 每 一 对 共 斩 极 点 入 = 如 FD = Wg = jip 
对 应 的 矢量 MP 和 mO PRAH. 

矩阵 g 除了 满足 对 称 性 和 实数 的 要 求 以 外 , 还 应 满足 条 件 (3.12.2). 计算 矩阵 
g 的 行列 式 用 (3.13.21) 不 方便 , 我 们 采用 另外 的 方式 . 
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分 析 表 明 , 前 面 用 n- APPR RAE (初始 解 ) DEA F 
述 的 一 个 一 个 地 引入 单 孤 立 子 的 过 程 是 等 效 的 . 这 过 程 的 第 一 步 是 由 月 景 惩 阵 go 
辣 包含 一 个 孤立 子 的 矩阵 跃迁 , 这 对 应 于 在 矩阵 x( 即 xi) 中 只 有 一 个 极 扣 入 = p. 
由 前 面 得 到 的 一 般 结果 , 很 容易 得 到 单 孤 立 子 解 . 矩阵 r(A) 和 它 的 逆 zi (A) 可 
与 为 


XT =I- (ut + p?)(o? + Am) P, (3.13.22) 


(Pr )av = MP (go)camy”/ my (gojan. (3.13.23) 
由 此 还 可 得 到 P, 的 一 些 性 质 
P? = P, SpP,=1, detP, =0. (3.13.24) 
函数 u 和 mg 由 (3.13.12) 和 (3.13.14) 确定 , 我 们 得 到 
gı = x1(0)go = [I — (11 + p*) Hy“ Palgo. (3.13.25) 
由 任意 二 阶 和 矩阵 F 满足 的 一 般 关 系 式 


det(I + F) = 1 + SpF + detF 


det [I — (ui + p)ar Pi) = 一 0 (3.13.26) 


detgı = —p° u7 “detgo. (3.13.27) 


第 二 步 是 把 解 qi 看 作 新 的 “初始 解 ” 即 背景 度 规 , 再 对 它 附 加 上 一 个 与 入 = u 
对 应 的 孤立 子 , 重复 前 面 的 程序 . AB 先 组 成 一 个 新 的 背景 矩阵 图 数 多 = x10, 
NER pt FGM 
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P, 具有 和 P, 同样 的 性 质 (3.13.24). 
为 了 构成 矩阵 x2( 和 ), 只 要 将 (3.13.26) 中 的 脚 标 1 一 2. 我 们 得 到 2- 孤立 子 解 


g2 


go = [I — (på + p*) ua Poll — (ut + p”) ui Pilg, (3.13.28) 
P? = Pk, SpPk=1, det, = 0. (3.13.29) 


显然 , 随 着 孤立 子 个 数 上 的 增多 , 矩阵 P, 的 表达 式 越 来 越 复杂 . 因此 , 这 种 求 
解 的 方法 不 如 前 面 直接 求 ”孤立 子 解 的 方法 简便 . 但 是 把 解 表示 成 (3.13.28) 的 形 
式 对 于 计算 行列 式 detg WREN, 因为 要 计算 detg 只 需 用 到 Pe 的 性 质 (3.13.29), 
不 需要 知道 Pe 的 具体 形式 , (3.13.28) 中 每 一 个 因子 对 detg 的 页 献 都 很 容 多 算出 ， 
结果 得 到 


detg = (—1)"p*" (TI | detgo. (3.13.30) 
k=1 


考虑 到 (3.12.2), 由 上 式 可 以 断定 n 必 为 偶数 , AAS n 是 奇数 时 将 破坏 度 规 
的 号 差 . 所 以 , 在 物理 空 - 时 背景 上 , 静态 辐射 对 称 的 扳 立 子 只 能 成 对 地 出 现 , 形成 
束缚 的 2- 孤 立 子 态 . 

现在 的 任务 是 使 g 满足 (3.12.2), 这 样 的 解 我 们 称 为 物理 解 , 以 g% 表示. 由 
(3.12.3) 可 得 


p*[p(Indetg) |.) + (lndetg) zz = 0. 
根据 上 式 容 易 证 明 , 满足 方程 (3.12.3) 和 条 件 (3.12.2) 的 g($) 可 写 为 


g(4) = ~p(—detg)? g. (3.13.31) 


将 (3.13.30) 和 detgo = —p? 代入 (3.13.21), 得 到 度 规 张 量 og 的 表达 式 


(3.13.32) 


计算 度 规 系数 f 可 分 两 步 进 行 : 第 一 步 , 将 (3.13.21) 得 到 的 非 物理 解 g 代入 
(3.12.4) 和 (3.12.5), 然后 求 出 f. 第 二 步 , 在 (3.12.4) 和 (3.12.5) 中 将 g RMA g, 
从 而 得 到 fo. 
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HAMATA (3.13.22)~(3.13.27) 对 应 的 度 规 系 数 f 以 fi Ra, 按 上 面 的 程 
序 计 算 , 得 到 


fı = Ci fopuy (my + p°) T: (3.14.1) 


式 中 , C1 是 任意 常数 ,fo 是 初始 解 (背景 度 规 系 数 ), 与 go 对 应 , Di 的 表示 式 为 
Py = (ue + P) mE (go) omy”, (3.14.2) 


矢量 mY 由 (3.13.14) 得 到 (k = 1). 

接着 , 把 g 和 fi 当 作 初始 解 , 重复 上 面 的 过 程 ， 得 到 与 2- 孤 立 子 解 MA 
A= m 和 入 = po) 相对 应 的 度 规 系 数 户 . 这 一 过 程 实 际 上 只 要 作 些 代数 运算 , 积 
分 只 在 由 (go, fi) 一 (g, fi) 的 过 程 中 用 . 经 过 不 复杂 的 代数 运算 , 得 到 


fo = C2fop pip2(p1 + p*)~* (ug + 7) aT — Fy). (3.14.3) 


AF, Co REM HA, fo BN (3.14.1) 中 的 背景 解 Du 和 Pee, Tio BAERE (3.13.16) 
的 分 量 . 


(3.14.1) 和 (3.14.3) 告诉 我 们 , 在 ”孤立 子 的 情况 下 , 度 规 系数 f 应 具有 形式 


= Cn fop” M 2) TI (uz, +p”) 


式 中 ,1 = 1,2,… ,n. 此 式 的 证 明 我 们 在 下 节 最 后 给 出 . 


现在 确定 系数 FS. ER (3.12.4) 和 (3.12.5) P, 将 g 代 之 以 (3.13.32) 中 的 
gH), 便 得 到 A. 首先 由 (3.12.6) 和 (3.13.31) 得 到 US 和 VO 的 表达 式 : 


—] 
det I rx. (3.14.4) 


UP) = pg gH)! =U + f — 3plndetg), L, 


1 
VO = pg Pg- = V — 5P(Indetg), 2. 


AP fn 是 按 g 计算 的 度 规 系数 (3.14.4), 函数 Q 满足 方程 


(ne),: 一 
(InQ ),p 


l 
7 p(Indetg) „Pp (Indetg) ;2 3 

] 

= p[(Indetg)”, — (Indetg)?,]. 
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在 上 式 中 代入 detg 的 表达 式 (3.13.30), 积分 得 


mn- 扳 世子 解 的 最 后 形式 为 
ds? = f$) (dp? + dz?) + gP dr drè. (3.14.9) 


式 中 fh? 由 式 (3.14.7) 给 出 , g 由 式 (3.13.32) 和 (3.13.21) 给 出 . 
作为 普遍 方法 (孤立 子 方法 ) 的 应 用 , 下 面 我 们 由 平 直 度 规 生 成 2-M TM 
n-M IEF FB, 它们 将 给 出 Kerr-NUT 解 和 多 个 Schwarzschild We UN Be 3 AREY AB. 


3.15 平 直 时 空 背景 上 的 2- 孤 立 子 解 
本 节 中 仍 取 号 差 为 (+2). 平 直 空 -时 度 规 可 写 为 


ds? = —dt? + pdo? + dp? + dz’, (3.15.1) 


BY fo = 1, 90 = diag(—1, p°); 显然 有 detgo = —p*. ADR) Vo = 0, Uo = diag(0, 2). 
代入 (3.13.2) 得 到 


一 ] 0 
一 3.15.2 
Yo | 0 pp*— 2z 和 A 和 — AA, ) | ) 
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显然 满足 条 件 wo(0) = go. 由 此 式 和 (3.13.14). (3.13.11), 容易 得 到 


mP 一 CM) m\*) = Ch) ya) (3.15.3) 
式 中 C0 和 Cl? 是 任意 常数 . 再 把 所 得 各 式 代 入 (3.13.16), 得 到 Iri 
Th = [OPOE + Cy? Cy up M PN 十 Ap (3.15.4) 
由 (3.13.19) 得 到 NP 的 表达 式 
NM =-c™, NG® = CM!) pp? (3.15.5) 


由 (3.13.12) 给 出 . 至 此 , 我 们 已 获得 构成 O Ao? 所 需要 的 全 部 量 . 
引入 两 个 新 的 任意 常数 z2 M o 代替 (3.13.11) 和 (3.13.12) 中 的 wi 和 we 


1 = z1 +0, W2 Æ 21 —, (3.15.6) 


引入 坐标 > 和 0 代替 p 和 :> 
2]1/2 sin, z—2z,=(r—m)cosé. (3.15.7) 


式 中 m 为 任意 常数 . 由 (3.13.12) 可 将 jw 用 7,9 表示 出 来 ( 根 号 前 取 负 号 ) 


0 0 
py =2(r-m+o) sin’ z /2 二 2(7 一 7 一 CT) sin’ 5" (3.15.8) 


由 上 式 和 (2.15.5) 求 出 NOY 和 NE, 由 (3.15.4) 求 出 Th MENKWER Dalk, 1 = 
1,2), 然后 由 (3.13.32) 和 (3.13.21) 求 出 og", 由 (3.14.7) 得 到 FO, ATAR gu. 
再 用 一 个 简单 的 线性 坐标 变换 , 便 得 到 Boyer-Lindguist 坐标 中 的 Kerr-NUT ERR. 

为 了 变 到 B-L 坐标 系 (使 > 表示 径 回 坐标 ), 我 们 令 (3.15.3) 中 的 任意 单数 满 
ERF 


p = [(r - m)? — o 


CMC) -cV 26, COC OVODY = —m. (3.15.9) 
引入 两 个 任意 常数 Al b 
CHO -co =» CC +0MC™ =a. (3.15.10) 
由 上 二 式 可 得 
o =m’ -a b’. (3.15.11) 
最 后 得 到 度 规 (3.14.9) 


ds? = wA tdr? + wd? — w!{(A — a? sin? 0)d7 
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— [44bcos0 — 4asin* 0(mr + b*)|drdy 
+ [A(asin? 6 + 2b cos 0)? — sin? 0(r? + b? + a*)*]dy*}. (3.15.12) 


式 中 


w=r?+(b—acos6é)*?, A=r*?—2mr+a*—d’. (3.15.14) 


此 即 Kerr-NUT BR, KA b = 0 便 得 到 Kerr ER. 这 里 , 只 有 Kerr WA 
物理 意义 (b= 0),b 40 时 , (3.15.12) 不 满足 渐 近 平 直 条 件 . 

在 获得 (3.15.8) 时 , 我 们 在 (3.13.12) 中 对 于 pi 和 jo 部 取 根 号 前 为 负 号 的 情 
mM, 如 果 对 于 m 和 po, 根 号 前 取 不 同 符号 , 不 难 证 明 , 也 导致 同 一 个 度 规 . 

现在 我 们 用 数学 归纳 法 证 明 (3.14.4). 

设 (3.14.4) 4n=m 时 成 立 , 只 需 证 明 当 n = m+1 时 成 立 . 假设 从 初始 解 
(REM) Jn, fn, Wn 引入 m AILT., 生成 了 新 解 Gn+m) Jnim, Wni+m, M AS FM. 
FAT IVT BA 入 = beng, À = Hn+2 ,入 = Untm, WA 


ntm 一 nimfnp (TI am ite + p“) Dnim. (3.15.15) 
k=1 k=1 
式 中 Dn+m = detl n+x n+i(k,l = 1, 2, , m), 而 
Í nm 十 in 十 ! = mint’) (9n)apm,”* ?(p? + Untkln+l) (3.15.16) 
按 (3.13.14) 有 
mi = MET. [pn (Untk: p, 2)]ca (3.15.17) 


Py, = 1 (gn 0 Je (gn—1) galy” (3.15.20) 
AF la 定义 为 
I”) = mO [Wats (ns P, 2a (3.15.21) 


ItK) = mee tH bo) (inthe: Pr 2)]ea. (3.15.22) 
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由 (3.15.17), (3.15.18) 和 (3.15.20) 可 得 


mirth) = mth) 一 Ez! En np el (3.15.23) 
式 中 
Entan+B = [int (gni) * (p* + Hn + QHn + B)~*, Q, p — 0, L, e’ m. 
(3.15.24) 
将 (3.15.23) 和 (3.15.19) FRA (3.15.16) 中 , 得 到 
I ntk n+l — En+k n+l 一 E, nEn mn+kEn,n+l. (3.15.25) 
由 上 式 可 得 
detEnian+s 一 En ndetln+kntt- (3.15.26) 
根据 (3.14.1) 和 (3.14.2) 有 
fn = nfn-1En np (M4 + p*)~*. (3.15.27) 


将 此 式 代 入 (3.15.15) 并 利用 (3.15.26) 和 Dn+m 一 detl n+k,n+l, 我 们 得 到 


—1 
fn+m = const: fr—ip™*” (TI sa) x ï (aw 十 P) det En+a,n+£- 


a=—0 


将 (3.15.24). (3.15.21) 和 (3.14.22) FRA (3.14.28) 便 得 到 与 grim, fnim 和 vnim 
对 应 的 (m + 1)- 孤 立 子 解 (3.14.4). 至 此 , 我 们 证 明了 式 (3.14.4) 的 正确 性 . 


3.16“ 平 直 时 宇 背 景 上 的 n-Mic TAE 
本 节 我 们 研究 一 种 类 型 的 六 孤立 子 解 及 其 一 般 性 质 . 取 平 直 空 -时 度 规 . 


ds? = —dt* + pdy? 十 do 十 dz (3.16.1) 


为 背景 度 规 (初始 解 ), 引入 偶数 个 孤立 子 ( 极 扣 入 = m, Ha, ++) Mn); 生成 新 解 . R 
数 uy, 成 对 出 现 , 以 希腊 字母 o 标记 , o = 1,3,5,---,n—1. 这 样 , 共有 m/2 TRA 
(Ho, pot"). 

为 了 使 物理 意义 更 明显 , 首先 研究 矩阵 9 为 对 角 的 这 一 特殊 情况 (静态 n-A 
立 子 解 ). 为 此 , 设 (3.15.3) 中 的 所 有 任意 常数 C™ = 0, 此 时 所 有 的 m = 0. 由 
(3.13.15) 可 得 所 有 的 n = 0, 由 (3.13.13) 得 到 
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这 表明 (3.13.28) 中 的 所 有 和 矩阵 Pe 具有 形式 
0 0 
k= | 0 1 ) | 
5 (3.13.29) 相符 . 在 这 种 情况 下 , 由 (3.13.28) 和 (3.13.32) 得 到 


gp =p TT ue, 96 = 0，gi = 一 p21900 . (3.16.2) 


(3.16.3) 


现在 由 (3.13.11) 和 (3.13.12) 确定 函数 ju. 对 于 每 一 对 极点 Ho 和 tg 1, 我 们 
取 式 中 根 号 前 相反 的 人 号 . 


Ho = Wo — Z + [(wo 一 z) + p?)'/?, 


Uot+1 = Wo4+1 — 2 — |(We+1 一 2 十 02]12. (3.16.4) 
引入 新 的 任意 单数 zo 和 mo A wo 和 woti 
Wo = Zo — Mo, Wo+1 = Zo + Mo. (3.16.5) 


Xt FRET RR, 引入 一 对 函数 rolp, z) 和 bo(p, z), EAN ENIR IER” Al A 
ABER” . 这 (> ) 对 函数 由 下 式 定义 : 


p = {ro (ro — 2mr,)|'/? sin bø, 


Z — Zo = (To — Mo ) cos Ba. (3.16.6) 


bc 
Ho = 2(7o 一 2Mo ) sin” 9” 
bc 


2 2 2Mn— 
A == (1-28) (1-28) (Ga ares 
rı T3 Mn-1 
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当 n=2(2-Mic FB), 
时 由 (3.16.3) 求 得 f 9 , 得 到 的 gu TRA Schwarzschild ERM. 这 一 结果 表明 如 
果 在 83.15 的 2- 孤立 子 解 的 一 般 形式 中 ， 取 任意 常数 满足 条 件 CS? = Ch” = 0(jx 
式 中 根 号 六 取 相 反 的 符 ©), 便 可 由 Kerr-NUT 解 退 化 为 Schwarzschild 解 . 

为 了 分 析 off 的 物理 意义 , 必须 选择 径 向 坐标 . 原则 上 ro(p, 2) 中 的 任何 一 个 
都 可 以 作为 径 向 坐标 . 但 最 目 然 的 选择 应 该 使 引力 势 在 远离 系统 的 展开 式 中 不 含 
偶 极 矩 . 由 (3.16.8) 可 知 , 引力 势 U 由 下 式 给 出 ; 


U =1- (1 - =) (1 - =) n (1- mat | (3.16.9) 
rı r3 Tin—l 
说 “真空 的 ” 径 问 坐标 和 极 角 坐标 由 下 式 确定 : 
= [r(r — 2m)|!/? sin, z — zo = (r —m)cos8. (3.16.10) 
上 式 与 (3.16.6) 形式 相同 , 但 是 引入 了 新 的 常数 m 和 zo. 由 (3.16.10) 和 (3.16.6) 可 
以 求 出 To All Oo, 并 且 可 以 按 ri 展开 ( 当 r — DO 在 一 级 近似 下 得 到 lo =T, Oo 一 


0). 将 这 些 展开 式 代 入 (3.16.9), 由 不 存在 偶 极 矩 这 一 要 求 便 可 以 确定 到 和 zo. 用 
这 一 方法 得 到 


m= > mo, 20 = (> moze) / > mo, (3.16.11) 


式 中 Q 为 系统 的 四 极 矩 . 当 n= 4 (4-H FHF), 有 
Q = m1m3|[(Z1 一 z3) — m*|(m4 + m3) . 


这 些 结 果 表 明 , 静态 mw 孤立 子 解 是 在 渐 近 平 直 空 -时 中 的 局 部 扰动 . 对 于 远 处 
观察 者 , 这 样 的 场 可 以 看 作 是 由 具有 辐射 对 称 性 的 n/2 个 Schwarzschild 质量 源 (位 
于 局 部 ) 所 产生 的 外 部 场 . 这 些 源 质量 中 第 o 个 具有 质量 mo, 位 于 zo 处 . 这 些 场 
源 质量 的 质心 公式 和 经 典 力学 中 的 相同 . 系统 的 四 极 矩 也 由 常量 Mm 和 zc RMN. 

如 果 场 源 绕 对 称 轴 旋 转 , 则 矩阵 gO 不 是 对 角 的 , gh) #0. 在 n = 2 的 特殊 
情况 下 , Sav Le PSE RBA, 对 应 于 由 Schwarzschild 度 规 过 渡 到 元 尔 


度 规 . 


3.17 WA Kerr 解 的 又 加 


前 一 节 研究 了 以 平 直 空 - 时 度 规 为 背景 度 规 , SLA (>) 对 孤立 子 所 获得 的 一 


类 孤立 子 解 的 一 般 性 质 .本 节 将 对 二 孤立 子 解 的 结构 作 进一步 的 分 析 . 为 了 讨 
论 的 方便 , 我 们 将 某 些 符号 和 相应 的 表述 作 一 些 简化 . 
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在 3.14 节 中 , 我 们 给 出 了 由 已 知 解 oS” 生成 新 解 g%) 的 一 般 方法 . 新 解 依赖 
F n 个 任意 常数 wk An ARE Ck = (Ar, Bk)[ 即 矢量 mi). 极点 m 为 方程 


u? + 2(we, — zuk — p? = 0 (3.17.1) 
的 一 个 根 . 度 规 系 数 f 的 表达 式 为 
n n+1 n 一 
f= Cp /2 M m) | [I (Hk 一 | det lk1. (3.17.2) 
k=1 k>l=1 
RAKERA (3.15.1) 时 , Da 的 表达 式 为 (3.15.4) 
pa = DAEA E BLBE gt RMA). (317.3) 
p* + Lee 
此 时 不 难 证 明 ， Jab 可 表示 为 
gab=p TI m) det T2 /detTi;. (3.17.4) 
k=1 


式 中 re) 是 由 矩阵 ra “扩展 ”得 到 的 (n+ 1) x (n+ 1) 矩阵 , 定义 如 下 : 


rg? = Tr, k,¢=1,2,---,n, 
01 00 0 一 ] 
Dihya 一 TH 一 大 一 人 Ag, k=1,2,:--,Nn, 


Dirik = Tent1 = [apik = PUR Bey k=1,2,--- n. (3.17.5) 


孤立 子 的 个 数 n 为 偶数 时 ， 生 成 解 才 具有 物理 意义 (具有 正确 的 号 差 ). 在 2-0 
立 子 的 情况 下 ，83.15 给 出 了 Kerr-NUT 解 族 . 这 一 解 族 包 含 的 参量 有 质量 m, 
EAE a、 物 体 的 位 置 zx 和 NUT 参量 b(“ 磁 体质 量 ”). 这 些 参 量 和 实 种 数 
w, w2, (Ai, B1), (42, Bo) 之 间 的 关系 可 以 表示 为 


m = (wy — w2)/2cos(a1 一 a2), 


1 
a = msin(Q1 — Q@2) = 5 (wr — wz) tan(al 一 a2), 


b = m sin(a1 + ag), (3.17.6) 
ai = arctan(A;/B,;). 


IU 


仅 当 b= 0 时 新 解 才 是 渐 近 平 直 的 . 我 们 议 wa > we, 0< Ai < Bi,0< a < 7. 
仅 当 ag = -al = arctan(A/B) NAA b=0. 这 时 有 


m = (wi — w2)(B? + A*)/2(B? — 4°), 
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a = AB(w, — we)/(B* — A’). (3.17.7) 


由 上 述 诸 式 可 见 , 孤立 子 参量 取 实 数值 时 , 新 解 描述 慢 速 转动 情况 : a<m. 下 
面 只 研究 这 种 情况 . 

我 们 要 研究 的 4 孤立 子 解 对 应 于 两 个 物理 状态 , 分 别 由 两 组 参量 确定 : 

(1) wa = —w1, w3 = —w2, w1 > |w2|, C1 = C3 = (A, B), C2 = C4 = (—A, B); 

(2) wa = —W1, ws = —w2, w1 > |w2], C1 = Cy = (A, B), C2 = C3 = (—A, B). 对 
于 所 研究 的 情况 (n = 4), we 的 表达 式 (3.13.12) 中 根 号 前 的 正 负 号 应 这 样 选 取 : 4 
k= 奇数 时 取 负 号 , k 为 偶数 时 取 正 号 ; 其 他 的 选择 都 不 能 生成 有 物理 意义 的 解 . 

情况 (1) 的 解 是 两 个 克 尔 解 的 非 线性 又 加 , 两 个 场 源 物体 具有 相同 的 质量 和 相 
同 的 转 和 矩 (3.17.7). 情况 (2) 的 两 个 场 源 物体 的 质量 相同 而 转 矩 弄 号 .下面 我 们 分 
析 这 些 解 在 不 同 区 域 的 行为 . 

(i) 在 无 限 远 处 , 由 (3.17.4) 和 (3.175), 当 7 = yp? 十 22 一 oo 时 , goo = 一 1 十 
o(7-1),go1 = a + Bz/r + olr!) 91. = Pl 十 ol(r-1)]. 参量 B 与 Kerr-NUT 解 
族 中 的 NUT 参量 b 相似 , 渐 近 平 直 条 件 要 求 6 = 0. 由 (3.17.4) 和 (3.17.5) 可 
以 得 到 a 和 6 的 表达 式 . 情况 (1): a = 44B(wi — we)/(B? 一 4),B = 0; 情况 
(2): œ = 0,8 = (A+B 5 =] AB(A? + B?) (去 + 5) 在 情况 


4w1W2 (wi — w2)” 


1 
(2) 中 , 8 = 0 导致 4=0 或 妃 =0, 此 时 由 (3.17.7) $ a = 0, DENER 即 情况 (2) 
与 渐 近 平 直 条 件 矛 盾 . 下 面 我 们 只 研究 情况 (1). 
作 变 换 t = t- vp, = yp. RP v = 4AB(wi — w2)/(B? — 42). 为 了 得 到 渐 近 
SP ERR, 应 有 f 一 1, 由 此 确定 (3.17.2) PAB C 
C = 2 ww (w — we)*/(B* 一 A’)*. 


你 留 一 A 阶 项 , 得 到 度 规 gos 的 表达 式 


goo = 一 1 + 2M +o(r™?), M = (wi — w2)(B? + A*)/(B? — A*) =2m, (3.17.8) 
a 2 wi 一 W 
901 = -4 T +o(r~*), a= ae 7 2) 
由 上 式 可 知 , 系统 的 质量 M 等 于 两 个 物体 质量 之 和 , 系统 的 转 矩 等 于 二 物体 转业 
之 和 (Ma = 2ma). 


(ii) 在 对 称 轴 的 外 部 区 域 (0 < p < co). 由 (3.17.2~3.17.4) 可 以 发 现 , 度 规 的 奇 
异性 只 能 出 现在 p = 0 和 det I; = 0. 系统 是 辐射 对 称 的 , 可 以 认为 对 称 轴 外 的 奇 
异性 位 于 平面 z = 0 E. 这 时 detr; 简化 为 


det Ti;(p,0) =16p° yu? p3 (m + u2)*(p* — uiu) À 


x (pt — pî)? (Ø — 49)? [AByy uz (Pt — uina) 
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x (p* — p112) + p(A* + p2B? TAN )(p1 一 AH (3.17.9) 


HiH2 < 0, pi — pe <0, 


所 以 
F(k, p) 三 大 一 11) — p(k? up? + p*)(u2 — m) = 0,k = A/B. 


F(k,p) 是 大 的 二 次 三 项 式 , 二 次 项 系数 一 p(j1 一 u2) < 0.k = 0 NA 


F(1, p) = ø — pina — plm + p°)(u2 — m) = (0° + pn) (p + p )(p — no): 


六 十 Hp >0, pty =w +p- yw] + p >0, 


所 以 F(1, p) 的 符号 取决 于 P 一 /2 = p— we — y w$ + p? 的 符号 ， 即 取 决 于 W2 HY Af 
号 . 因此 


we = 0 时 得 到 殉 尔 解 (M = 2m, Ma = 2ma). 
考虑 到 F 是 的 二 次 函数 , 由 上 面 的 分 析 可 知 , 当 w > 0 时 , 在 对 称 轴 外 的 
PHI z= 0 上 detry £0, 度 规 没有 奇 点 , 当 wa < 0 时 , 有 奇 点 (Hola), 
p(a) 一 œ, 当 a 一 nm, 
p(a) 一 0， 当 a 一 0. 


TEA FA pla), 曲率 标量 为 无 限 大 . 因此 , wz < 0 时 的 物理 图 像 和 Tomimatsu-Sato fF 
的 一 样 . 在 我 们 所 研究 的 解 中 令 ws 一 w, 便 得 到 T-S 解 . 

在 平面 z = 0 以 外 , 在 一 般 情况 下 detr; 的 恒 正 性 没有 证 明 . 但 是 如 果 we > 0, 
则 可 以 证 明 当 大 = A/B 的 值 足够 小 ( 即 转 矩 足够 小 ) 时 , 轴 外 不 存在 奇 点 . 

(iii) 在 轴 附 近 的 区 域 . 首先 考虑 w > 0 的 情况 . 在 轴 上 有 五 个 不 同 区 域 , 如 图 
3-2 所 示 . 
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当 4 关 0 时 ,gp = gu < 0. 即 在 轴 附 近 有 一 些 闭合 的 类 时 曲线 . 在 这 种 情况 下 通 
过 空间 任何 一 点 都 有 一 类 时 的 闭合 环 , 而 且 不 可 能 用 普通 空间 区 域 的 单 连 通 履 兰 将 
闭合 环 打开 . 因此 , 因果 条 件 被 破坏 . 即 在 区 域 PERET. 而 且 不 允许 从 
p> 0 的 区 域 延 拓 到 区 域 T 的 邻 域 . 

(b) KERI. 度 规 系数 f 和 gs。 有 正常 的 行为 , 并 且 f, 900 和 gi 都 是 正 的 ( 当 
z= wk, p=ONFA ga = 0). 变换 到 建立 在 一 个 物体 上 的 球 坐 标 系 (~, 0) 


p= |(r —m)* 一 02]72sin 0， z=z+(r—m)siné. 


式 中 
1 1 


0 一 5 (WwW1 — w2), Zo = z (1 + w2), 


度 规 变 为 


ds? =Gap(r, 0)da*dz" 
dr? 


(r — m)? — a? 


+ f|(r — m}? — o° cos? 6] + d6*| , 


Gab(T, 0) =gav[p(r, 0), z(r, 9)], 
flr, 0) =f lp(r, 0), z(7, 9)}. 


由 f 和 ga 的 表达 式 可 知 , 在 p = 0 的 领域 内 按 p 展开 时 , 展开 式 中 只 含 p 的 偶 次 
项 , 所 以 在 面 (r -mm) — o = 0( 与 区 域 工 对 应 的 一 段 ) 的 邻 域内 , Jao 和 ftir Mo 
的 解析 函数 . 这 个 面 是 零 面 . 

区 域 IT 和 区 域 工 的 情况 相同 

KRIVA V 中 ， goo ~ po,Y01 ~ p*, 911 ~ p*,f ~ p°, 所 以 在 这 两 个 区 域 中 度 规 
是 正常 的 . 这 时 由 (3.12.4)~(3.12.5) 可 知 fg = const = 1, 从 而 得 到 空 -时 是 局 
部 平 直 和 正常 的 . 

当 wz < 0( 且 转 矩 a #0) 时 , RITAS w > 0 时 没有 本 质 区 别 . HP, 当 
z 二 0, 有 gi1 = (4B? /A?) (w — w), 即 存在 许多 闭合 的 类 时 曲线 . 我 们 指出 , 当 
转 矩 a = 0 时 , 在 区 域 [ 中 , w > 0 和 ws < 0 两 种 情况 是 根本 不 同 的 . 
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Sato 对 T-S 解 性 质 的 分 析 是 不 完全 的 (Krame, 1980), 因为 没有 给 出 在 区 域 
[ LER RNB. PBRE A, IEDR NASA. 我 们 
发 现 , 对 于 所 讨论 的 旋转 场 源 的 所 有 解 ， 在 对 称 轴 上 ， 曲率 标量 都 是 正常 的 ( 见 第 
五 篇 ). 

在 所 研究 的 4 孤立 子 解 中 , 包括 一 些 渐 近 平 直 的 、 在 轴 外 无 奇 乓 的 解 . 但 是 
所 有 这 些 解 (除了 在 极限 情况 下 得 到 的 元 尔 度 规 ) 在 一 段 有 限 长 的 轴 上 都 有 裸 奇 
点 . 很 自然 地 假设 , 在 所 有 nn- 孤立 子 解 中 , 只 有 2- 孤 立 子 解 (B Kerr BEM) RAR 
a A. 


第 四 高 ”广义 相对 论 流体 动力 学 


关于 流体 引力 性 质 和 状态 的 研究 在 物理 学 和 天 体 物理 学 中 都 有 重要 意义 . 近年 
K, 对 于 和 恒星 的 内 部 结构 和 演化 , 引力 雯 缩 过 程 和 宇宙 等 离子 体 的 研究 部 有 长 足 进 
E. 其 中 涉及 流体 动力 学 和 态 方 程 的 问题 在 茶 种 程度 上 ( 某 些 问题 中 ) 采用 了 广义 
相对 论 的 方法 , 对 一 些 物理 过 程 给 出 更 准确 的 描述 , 揭示 午 顿 力学 无 法 揭示 的 性 质 
和 效应 . 对 于 中 性 流体 、 荷 电流 体 和 磁 流 体 的 动力 学 过 程 用 广义 相对 论 方法 进行 系 
统 地 拍 述 显然 是 很 必要 的 . 


第 1 章 理想 流体 动力 学 


本 章 研 究 中 性 理想 流体 的 情况 , 给 出 广义 相对 论 热 力学 方程 、 动 力学 方程 和 态 
方程 . 


1.1 热力 学 方程 
理想 流体 的 能 量 动量 张 量 为 


Tw 一 (p + pi + P)UpUy P9uv, (1.1.1) 


此 处 p 表示 固有 质量 密度 (在 随 动 坐标 系 中 ), p 为 各 问 同 性 压强 , u, 是 速度 4 维 
天 量 . 将 上 式 中 指标 y CIR u”, 缩 并 后 得 到 


THu” = put. (1.1.2) 
由 此 可 知 , u” 是 TH 的 类 时 本 征 和 天 , p 是 相应 的 本 征 值 . 式 (1.1.1) 中 的 
ppr =E (1.1.3) 
为 能 量 密度 , 其 中 r 为 比 内 能 . r 可 看 作 两 个 热力 学 变量 (W p 和 p) 的 函数 
T = T(P, P), (1.1.4) 
这 一 函数 的 形式 取决 于 流体 的 内 部 结构 . 
SIA LER 
j 三 十 A (1.1.5) 
则 (1.1.1) 可 改写 为 
Tw 一 p(l + 1) Wy — PGpv- (1 1 6) 
在 随 动 系 中 , 可 像 经 典 流体 动力 学 那样 定义 温度 T MRS 
TdS = dr + pd(p™}). (1.1.7) 


将 (1.1.5) 微分 , 得 到 
di = dr + pd(p~') +p dp, 


代入 上 式 得 
TdS = di — p dp. (1.1.8) 
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12 流 线 方 程 
将 能 量 -动量 张 量 (1.1.6) 代入 守恒 方程 , 得 到 
Tiv 一 me 十 Ou j] ;ua 十 p(1 十 ML ai Pr = 0 (1 2 1) 


u T”. = [p(1 +1)u"]., —u’p, = 0 (1.2.2) 


p(1+i)u’ul, = (gh —u’u")p», (1.2.3) 


这 就 是 流体 流 线 的 微分 方程 . TRAE ARB uh 的 矢量 线 . 
如 果 流 体 的 运动 是 等 燃 的 ，S = const, 则 由 (1.1.8) 有 dp = pdi, 流体 方程 
(1.2.3) 化 为 


(1+ i)u°uh, = (g —u’u")iy (1.2.4) 
引入 正 标量 f EGR ; 
f=1+1, (1.2.5) 
流 线 方程 可 与 为 f 
uuh, = (g™* — uu). (1.2.6) 


现在 我 们 证 明 , EZREN TF, 流 线 (1.2.6) 是 共 形 空 -时 ds? = fds? 中 的 短程 
线 . 引入 量 
Un = fup, Jur 一 f’ gw, 


Up = fp, Up = fup, 


jr 是 在 度 规 Gu HAG v 对 应 的 道 变 矢量 . 由 此 可 得 


(1.2.7) 


RẸ 
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即 
VVjsd 二 人 Wu — (Iu — uuu) f fiv. (1.2.8) 
将 (1.2.6) RAER, 得 到 vua = 0. 由 (1.2.7) 可 知 
Vn = Juv” = f*gw(f tu) = fu, = Vp, (1.2.9) 


ÕÕ = fu f tu" =1. 


所 以 有 VU Ups = 0, 即 流 线 为 宅 - 时 Juv 中 的 短程 线 . 
现在 我 们 回 到 一 般 情况 下 的 流 线 方程 (1.2.3). 除 引 入 标量 f = 1 十 i 以 外 , 再 
引入 一 个 天 量 vr 


vr = fu’, v= fup. (1.2.10) 
标量 f MER i 等 价 , 称 为 流体 指数 , KE vr MARAE. 
方程 (1.2.3) 可 写 为 
pfu upv — (gy — YU Up)p,v = 0. (1.2.11) 
由 (1.1.8) 有 3 
= =- df — Tds, (1.2.12) 
代入 (1.2.11) 得 
U Upsv 一 (gp 一 wun f° fv 一 FTS w) 一 (1.2.13) 


和 前 面 类 似 地 , 引入 度 规 ds2 = f2ds?, 由 (1.2.8) 可 将 流 线 方程 改写 为 


vvu (gu — U Uu) fT S v = 0. (1.2.14) 
1.3 守恒 方程 
由 (1.2.12) 和 f =1 +i, 可 将 连续 性 方程 (1.2.2) BA 
f(pu") » + plu’ S y = 0. (1.3.1) 
由 于 f, p, T 都 是 正 的 , 所 以 由 
u“ Sy 2 0 (1.3.2) 
得 到 
(pu").» <0 (1.3.3) 


Oy YG it Ze LOR S= const, 即 
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我 们 就 说 流体 的 运动 是 局 部 绝热 的 , 这 等 价 于 
(pu” ).v = 0, (1.3.5) 


即 固 有 密度 p 是 守恒 的 . 下 面 我 们 认为 (1.3.4) 和 (1.3.5) 成 立 , 否则 流体 的 运动 是 
不 稳定 的 . 
流体 的 旋 度 张 量 定义 为 


Quy = Vv, — Vu,v- (1.3.6) 


我 们 有 


V” Voy = U (Vy: — Uy: ) = V Vu; (1.3.7) 
由 上 式 和 (1.3.4), 可 将 流 线 方程 (1.2.14) BA 


© fw = -T fS p, 


或 者 
V” fw = -T fS p, (1.3.8) 


这 就 是 用 旋 度 张 量 表示 的 流 线 方程 . 对 上 式 取 协 变 微 分 , 再 进行 简单 组 合 , 可 以 得 
到 广义 相对 论 中 的 Helmholtz 方程 


VP Quv;p + Vi Rou + Vin Mvp = (TH), uS — TF) v9, (1.3.9) 


14 不 可 压缩 相对 论 热 力学 流体 


1. 特征 方程 
在 引力 场 的 情况 下 , 设 引力 波 的 波 前 为 超 曲面 yp = 0. 引力 波 的 传播 速度 为 c. 
由 等 短程 线 方 程 


dz'dz" -o 
Iw- AdX 一 
可 知 , 引力 波 波 六 传播 方程 为 
g P Pw = 0. (1.4.1) 


方程 (1.4.1) 是 引力 场 方 程 的 特征 方程 . 
流体 动力 学 波 可 由 和 守恒 方程 (1.3.5) 


(ou );v = Puy FU pv=0 (1.4.2) 
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和 流 线 方程 (1.2.13) 
ju to 一 (9 — uu )(fv — TH)=0 (1.4.3) 


确定 . 由 数学 中 的 侦 微 分 方程 理论 可 知 , 方程 (1.4.2) 和 方程 (1.4.3) 的 特征 方程 为 


Pv U” PPFP, _0 
fue, —(g"”— uÃu”)p u 
Bp 
a — (1 一 se juru”! P vP, 一 Q. (1.4.4) 
式 中 
, _ Pp 
Pf = ðf 
这 些 结果 在 第 2、 第 3 章 中 将 是 有 用 的 . 


2. 不 可 压缩 的 热力 学 流体 


如 果 流 体 动力 学 波 的 速度 等 于 c， 则 称 流体 是 不 可 压缩 的 ， 比较 (1.4.4) 和 
(1.4.1) 可 知 , 当 olf, S) 满足 条 件 


r= =1 (1.4.5) 


时 热力 学 流体 动力 学 波 的 速度 等 于 c 积分 此 式 可 以 发 现 , (1.4.5) 成 立 的 充分 且 必 
要 条 件 是 


p= F(S/f. (1.4.6) 
在 这 一 条 件 下 , 我 们 讨论 流体 的 压强 . 由 (1.3.4) 和 (1.2.12) 得 到 
Op on 
Bf P= F(S)f. 
由 此 可 知 存 在 一 个 函数 GS), 使 
p= “F(S) f- a(S). (1.4.7) 
由 (1.1.5), (1.1.3) 和 (1.2.5) 有 
E€ +p = pf, (1 4 8) 


从 而 得 
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反 过 来 , 假设 c- p 只 依赖 于 S, 即 pf —2p 只 依赖 于 S, 对 f RAR, 得 到 
fos + p— 2p = 0 
由 于 p; = p, 所 以 有 


fo;—p=0, 


即 流 体 是 不 可 压缩 的 . 于 是 我 们 证 明了 一 个 定理 : 
相对 论 热 力学 流体 不 可 压缩 的 充分 且 必 要 条 件 是 e — p 只 依赖 于 S. 
现在 讨论 热力 学 量 沿 流 线 的 变化 情况 . 由 (1.4.6) 可 得 


即 p/f 沿 流 线 是 一 常数 . 将 (1.4.10) 代入 连续 性 方程 (pu) o = 0, 得 到 
反之 , 如 果 此 式 成 立 , 则 有 fu" + ful, =O, 考虑 到 (pu”).. = 0, 得 到 


(FPF — p)u” fw = 0. (1.4.12) 


由 此 可 知 , 热力 学 流体 或 者 是 不 可 压缩 的 , RENA AJ FE ER AD Ae BL. 

如 果 相 对 论 热力 学 流体 的 旋 度 张 量 Vs。 的 所 有 分 量 都 等 于 零 , 则 称 这 种 流体 
的 运动 是 无 旋 的 . 将 Quy = 0 代入 (1.3.8), 可 知 S = const, BU ACHE) — FE ESE 
的 . 可 以 证 明 , 此 命题 的 逆 命 题 也 是 正确 的 : 等 燃 流 动 一 定 是 无 诬 的 . 


第 2 =I 何 电 流体 动力 学 


本 章 前 两 节 研 究 零 电导 率 的 荷 电 理想 流体 , 2.3 节 以 后 研究 磁 流 体 . 有 电磁 场 
存在 时 引力 场 方程 和 能 量 -动量 张 量 可 表示 为 


其 中 


2.1 人 和 何 电 流体 运动 方程 和 热力 学 方程 


由 Maxwell 方程 
(2.1.1) 


| | (2.1.2) 
ERA MENER. 能 量 动量 张 量 Tw 表达 式 中 的 热力 学 量 f Vh ERME 
f=1+i, (2.1.3) 
HARE T MERI h FAME: 
TdS = di — p` ‘dp. (2.1.4) 
在 一 般 情况 下 , 电流 J* 由 运 流 电流 和 传导 电流 组 成 
J" = peu” + ow f”. (2.1.5) 


式 中 pe AHA EWER ( 即 随 动 系 中 的 电荷 密度 ), o 是 流体 的 电导 率 . 我 们 研究 
o 二 0 的 情况 , 此 时 有 

JË = peu”. (2.1.6) 
电荷 守恒 方程 表示 为 

(peu").,, = 0. (2.1.7) 
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2.2 ”连续 性 方程 和 流 线 方程 
由 能 量 - 动 量 张 量 的 表达 式 和 (2.1.2), 可 将 守恒 方程 写 为 


0=T?,, = (pfu) vty + pf ur upw — pn +I” Fop (2.2.1) 
将 (2.1.6) RAER, 再 用 ur 缩 并 , 得 到 连续 性 方程 
Tapu” = (pfu").»y — UP» = (2.2.2) 
利用 (2.1.3~4), 上 式 可 写 为 
feu”). + pTu"S,, = (2.2.3) 
如 果 运 动 是 局 部 绝热 的 
u’S.y =0, (2.2.4) 
则 有 
(pu”).» = 0, (2.2.5) 


即 物质 密度 守恒 . 由 (2.1.7) 和 (2.2.5) 可 以 得 到 


u” Ia (f=) =0 (2.2.6) 


因此 pe/p 沿 流 线 为 常数 . 下 面 我 们 假设 流体 是 均匀 带电 的 , 即 在 所 研究 的 空 - 时 
区 域内 到 处 都 有 二 pe/p = const. 
将 连续 性 方程 (2.2.2) 和 (2.1.6) 代入 (2.2.1), 得 到 


pfu u's, = (gh — UY )pwv — peu fy. 
而 Dp:v = pf wv 一 pls v, 所 以 上 式 可 与 为 
fu uh = (9% — uw (fv -TS yy) — ku fo, (2.2.7) 
这 就 是 流 线 方程. 这 一 方程 表明 , 如 果 流 体 的 运动 是 等 六 的 , 则 流 线 是 积分 ( | fas 


kdy) 的 极 值 曲线 . 式 中 % 是 电磁 势 
在 一 般 情况 下 , 我 们 仍 可 引入 度 规 dig = f?ds? 和 流 矢量 vy: 


V, = fup, v = fur. (2.2.8) 


仍然 令 


vr = ftu”. 
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由 (1.2.8), 可 将 流 线 方程 (2.2.7) 写 为 


TS, k 
十 —u’ Fy 一 一 0, 
f f 


或 者 
Vv Vi (gy — U up)T f Sa + kv Fup = 0. (2.2.9) 


现在 我 们 引入 有 电磁 场 存 在 时 的 旋 度 矢量 , 从 而 给 出 Helmholtz 方程 . HS 
条 件 ur S., = 0 将 流 线 方程 (2.2.9) BA 


vvu HTS, + kv Fop = 0. (2.2.10) 


义 因 为 


v” (Nou + kF,) = —TfS,, (2.2.11) 
引入 量 D 表示 带电 流体 的 总 旋 度 张 量 
Suv = fw + kF ww, (2.2.12) 
流 线 方程 改写 为 
v Sy, = —T HS p. (2.2.13) 


由 此 式 可 以 得 到 Helmholtz 方程 


v’ Svpip + Uy Upp + Vi, Lup = (FT) Sw — (FT) wS, (2.2.14) 


2.3 电磁场 方程 和 能 量 -动量 张 量 


1. 电磁 场 方程 


在 物质 内 部 电磁 场 由 两 个 反对 称 二 阶 张 量 f,, 和 Fu 定义 . KE fv MAB 
场 - 电 感应 张 量 (对 应 于 狭义 相对 论 中 H, D), KE Fy 称 为 电场 -磁感应 张 量 (对 
应 于 狭义 相对 论 中 的 E, B). 

设 fu 和 Puy 分 别 表示 fiv 和 Fao HARKE. BANS 


- Qt 一 一 Qr 
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A 


B,=u'Fy,, H, =u? fan. (2.3.1) 
由 fj 和 Fu 的 反对 称 性 可 知 ut 与 上 面 四 个 天 量 正 区 : 
u% Ea = u% Da = u? Ba = u% Ha = 0. (2.3.2) 


矢量 E, 和 D, 分 别称 为 对 应 于 同方 网 的 电场 强度 和 电感 应 强度 , H, 和 B, 分 别 
称 为 对 应 于 u! 方 同 的 磁场 强度 和 磁感应 强度 . 

根据 (2.3.1),(2.3.2) 和 对 偶 张 量 的 定义 , 可 以 用 四 个 矢量 E, By, Du, Hp 将 
WE fu 和 Fu 表示 出 来 


Fay = Upby — ub, — EyvaBu® BP, 


(2.3.3) 
fuv = UpDy — UyDy — Epvapu* HP. 
AP 
CpvapB 一 V —GEpvaZp: 
类 似 地 可 以 得 到 
Fy 一 Un By — Uy Bu + Ewapu EP, 
fuv = UpHy — wwH, + ewapu® DP. (2.3.4) 


在 Maxwell 理论 中 , 感应 和 场 之 间 的 关系 是 线性 的 , 这 些 关 系 式 和 物质 结构 特 
性 有 关 , 称 为 本 构 方程 . 我 们 研究 各 向 同性 物质 , 其 本 构 方程 具有 形式 


D,=cE,, B, =pH,. (2.3.5) 


式 中 e 是 物质 的 介 电 常数 , u ERIR. 将 此 式 代入 (2.3.3), 可 以 用 Fo 把 fuu X 
示 出 来 


l —] 
fuv 一 一 “一 一 Lv 十 cP (Wu Far ~~ Uyu” œu). (2.3.6) 
H H 
由 Maxwell 方程 可 得 连续 性 方程 
Ji, =0, J" = peu” + oua f" = peu” + ok, (2.3.7) 


式 中 电流 仍然 由 两 项 组 成 ( 运 流 电流 和 传导 电流 ), pe 和 o 分 别 为 图 有 电荷 密度 和 
BFK. 
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2. 能 量 -动量 张 量 


有 介质 存在 时 , 电磁 场 的 能 量 -动量 张 量 定义 为 


l 


Epa — 7 9uvF apf — Faf,. (2.3.8) 


我 们 设法 用 (2.3.1) 引入 的 四 个 矢量 表示 为 。 由 (2.3.3) 可 得 


Faf? = (u, Ea — uaB,— Epvagu’ B9) x (uyD® — u% Dy — ^ua H,). (2.3.9) 


4 
Va = EapAr EP H*u’, W, = apr D?B*u’, (2.3.10) 
得 到 
Fuafy = Uply Ea D? + E Dy + (Upty + Wo Wy) + Uw 
式 中 
U; = Enpap e” *u* BP u, Hy — Eng UB’ uaHo 


p 
于 是 得 到 
Fvfo =Uptry(LaD* + H,B) + (E Dy + H,B) 
+ (Up Vo + uv W,) — GuvaB, (2.3.11) 
5 uv f? =Ea D” + Ha B* — 2Ha B% = Ea D| — Ha B? 
能 量 -动量 张 量 的 表达 式 简 化 为 
Ev = (jw 一 wo (Ea D% + Ha B®) 
— (E Dy + H Bo) — (Up Vo + EHU Va) (2.3.12) 
3. JRE 


我 们 由 Maxwell 方程 出 发 推导 力 密度 EY, 的 表达 式 . 由 电磁 场 方程 得 到 


f°? (Fria 十 Peasy + Fop;p) = 0, 


2f°? Fupi — j Fopsp- 
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由 此 可 将 力 密度 写 为 


E”. = J Fo 十 -(Fouaf or 一 f°? 本 on) (2.3.13) 


将 (2.3.14 15) FRA (2.3.13), 得 到 


VU Q: l Qt Q: 
E} y =J* Fap + Z(E, pEaE® + p,p Ha H’) 
+ (Wa — Va up. (2.3.16) 


APA BMS s 和 j 为 常数 时 等 于 零 . 最 后 一 项 在 经 典 力学 中 出 现 过 (旋转 
物体 ), 当 Va = 0 或 ue = 0 时 这 一 项 等 于 零 . 右 端 第 一 项 可 表示 为 


= peE, — 0EyE*uy — Ocupar E~% Bu" (2.3.17) 


ERA Sita FT NY SE ek EIR BA BY 


3m 磁 流 体 动力 字 


理想 磁 流 体 动力 学 的 任务 是 研究 具有 无 限 大 电导 率 (o = 00) 的 理想 流体 的 性 
质 . 由 于 电流 JAR, 从 而 oF, AR, 所 以 当 o= co 时 必 有 E, = 0. 电磁 场 简化 


为 对 于 流体 速度 uM 的 纯 磁 场 H. 


3.1 BRNE 


在 (2.3.6) 和 (2.3.3) 中 代入 E, = 0, 得 到 


1 


tap 一 u aß, 


eal 


Pag 一 (ua Hg — ugHa). 


下 面 我 们 假设 u= const. 由 (2.3.8) 和 (3.1.1), 可 将 能 量 -动量 张 量 写成 


1 


Eag = H (G90 hrf ™ — faa fà) ; 


显然 , 这 一 表达 式 是 对 称 的 . 
由 (2.3.12) 可 知 , 当 E, = 0, V, =0 了 时 Bog 表示 为 


RẸ 


Hur, +u” Hh — H" uh, — u" Hy, = 9. 
用 u, 乘 上 式 并 缩 并 , 注意 到 uau” =1, ua H4 = 0, 得 到 


凡人 _ Hv — 
uu Ay.» — H., = 0. 


(3.1.1) 


(3.1.2) 


(3.1.3) 


(3.1.4) 


(3.1.5) 


(3.1.6) 


(3.1.7) 
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类 似 地 , 用 H, FE (3.1.6) 并 缩 并 , 得 到 


1 
su Ha 十 H*ur, — A Huy, = 9, (3.1.8) 


MA ; 
su Ha + Hous, — Hw Huy = 0. (3.1.9) 


3.2 Baia 7S WN EBA 


我 们 研究 u= const, o = co 的 相对 论 热 力学 理论 流体 . 在 这 种 情况 下 , 物质 和 
场 的 能 量 -动量 张 量 可 表示 为 


Tw = pfupty — P9pv + Epo. (3.2.1) 

和 前 面 的 定义 一 样 , p 为 流体 的 固有 物质 密度 , p 是 压强 , f 是 流体 指数 
f=1+i, 
其 中 i EER. 
将 (3.1.4) 代入 (3.2.1), 能 量 -动量 张 量 可 与 为 
Tyv = (pf + UH? )uytty — (p+ SHH?) guv — WH Hs (3.2.2) 

由 此 我 们 得 到 | 

Tjvu = (pf + 5 MH" — p)Up (3.2.3) 
流体 的 固有 能 量 密度 是 

pf — p+ WH? =€ + spH? (3.2.4) 


其 中 。 是 动力 学 部 分 . SH? 是 磁 能 部 分 . 式 (3.2.2) 右 端 go 的 系数 p+ 5 mH? 中 


后 一 项 可 以 解释 为 磁场 产生 一 个 等 于 uH? 的 附加 压强 
如 果 仍 设 T 是 流体 的 固有 温度 , S FELCH, 则 有 


TdS = di — Ldp, 
p 
dp = pdf — pTds. (3.2.5) 


仍 将 p 看 作 是 两 个 热力 学 变量 f 和 5 的 已 知 函 数 p = p(f, 5), 它 取决 于 流体 的 内 
部 结构 


3.3 流体 运动 学 方程 
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三 义 相对 论 磁 流 体 动力 学 的 主要 方程 是 Einstein 方程 和 Maxwell 方程 


1 
Rw 一 5 Ope 一 ku， (3.2.6) 


(uf H” — u” H”) = 0. (3.2.7) 
AFP Tu 由 (3.2.2) 给 出 . 我 们 还 加 一 个 假设 : p 在 流体 运动 过 程 中 是 守恒 的 . 


3.3 ”流体 运动 学 方程 
守恒 方程 Tlr = 0 是 Einstein 方程 的 结果 . 将 (3.2.2) 代入 守恒 方程 , 得 到 


piv 
+ (pf + pH’) p” upv 一 (> + SHH) 
„H 
— Hp Hp — pH” Hv = 0. (3.3.1) 
用 u” FF, 得 到 
ur Ty =|(pf + UH)" }.» — u” (> + sul 
— pH”u” H py = 0, (3.3.2) 
BP 1 
(pfu”).» —U' Dy +p Ha, + su Ha 一 H*u"H | = 0 (3.3.3) 
将 (3.1.9) RAER, 得 到 连续 性 方程 
(pfu”);v — up» = 0, (3.3.4) 
或 者 写成 
f (pu ).v + pTu’S, = 0. (3.3.5) 
我 们 假定 流体 的 运动 是 局 部 绝热 的 
u” S y = 0, (3.3.6) 
这 等 价 于 物质 密度 守恒 
(pu”) = 0. (3.3.7) 


由 Maxwell 方程 和 连续 性 方程 可 以 得 到 一 个 经 典 流 体 动力 学 方程 的 推广 形式 . 
由 连续 性 方程 (pu*).。= 0 可 得 
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Hr H” H? 
u” (=) = — uf, + u” — (3.3.8) 


BẸ 


, [ H? H” H” 
u (= | 二 一 72 (Up + Uv:u). (3.3.9) 


JERE RAF NY a it RF ETFS ABRE EA. 


现在 我 们 将 (3.3.2) 代入 (3.3.1),， 得 到 流 线 方程 . 将 (3.3.2) Æi R — BULA 
(3.3.1) Asin, 得 到 


(3.3.10) 


(3.3.12) 


这 陨 是 流 线 方程 . 
下 面 我 们 由 这 些 运动 方程 给 出 一 个 简单 而 有 用 的 公式 . 用 五, M (3.3.10)， 
得 到 


1 
(of + wH”)u’ ub, H, — H” (> + Ta + uH’ H”, — pH" H, Hf, =0. (3.3.13) 


U 


由 于 ve 五 。 = 0, 我 们 得 到 


pfu’utH, — H” p» + u[—H?u’u"H,,. + H H, = 0. (3.3.14) 


3.4 ”流体 动力 学 波 和 阿尔 文 波 . 319 . 
将 (3.1.7) 代入 得 


pfu ur H, — H” P» = 0, (3.3.15) 


pfutu” Ay.» + Hp = 0. (3.3.16) 


(3.3.17) 


3.4 ”流体 动力 学 疲 和 阿尔 文 波 
By = 0 是 一 个 规则 超 曲 面 的 局 部 方程 . 流体 动力 学 波 是 do 的 四 次 方程 


PPG 0.50, = (3.4.1) 
的 解 , 式 中 
PF =( ppf — p)utuPurud + (> + uH Pt) g Putu” 
— FI HSHN, 


其 中 符号 (a66 和 A) 是 对 称 化 符号 . 
MAMIR, 是 do 的 二 次 方程 


QPP app =O (3.4.2) 


的 解 . 式 中 
QP = (pf + pH’? juu? 一 uH®H®. (3.4.3) 


我 们 首先 讨论 一 般 的 波 的 传播 . 考虑 局 部 方程 为 p=const 的 一 族 波 , 设 特征 方 
程 ( 超 曲面 ) 为 2. 将 矢量 w,。 分 解 成 与 u, 平行 的 和 垂下 的 两 个 天 量 : 


Pu = auy 十 Wy- (3.4.4) 


— 9,;% — 
a =U Ya, Wu =P, u — aup 
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w 二 一 9 ap26 十 Q 
= 一 (99 — ve ) pap,6 
一 一 72 pap,6 > 0, (3.4.5) 
式 中 
yP = gP — utut. (3.4.6) 


由 (3.4.4) 可 知 , RE w 给 出 波 的 传播 方 同 (相对 于 wj). KRE PERE 
MR k, 可 定义 为 
wy = wky. (3.4.7) 


波 的 速度 v 由 方程 
(ut — vk”) , =0 (3.4.8) 


中 ke 的 系数 确定 . 由 (3.4.4) 得 


(au, + wk,,) (ur — vk) = 0, 


即 
a—wv=0, v= 一 (3.4.9) 
由 此 得 到 Ca 2 
2 \W P, 
o = Bp (3.4.10) 
或 者 写成 、 
2 9 OAPDic 
1 一 7 By DT (3.4.11) 
v < 1( 即 小 于 或 等 于 光速 ) 的 充分 且 必 要 条 件 是 波 与 光 锥 相 切 或 是 类 时 的 . 
磁场 强度 HY FERRET EWA 
H; = H%ky = H” wa/w = Hv a/v, (3.4.12) 
2 (Hp ao) 
He = -0 (3.4.13) 


1. 流体 动力 学 波 
按 (3.4.1), 流体 动力 学 波 由 下 式 确 定 : 
(fo, — Pupa) + (p + uH 2 fy gabo wp 8) 


P (3.4.14) 
x (U*Y,a)” — 7 (9° 9,009,6)(H Pp p)" = 0. 
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将 yer 的 表达 式 (3.4.6) 和 H? 的 表达 式 (3.4.13) RA, 得 到 


FON, a fe 
a (UP a) + (of + pH" s + nH | 


0 app) + LHR(Y ¥,0%,8)* = 0. (3.4.15) 


所 得 方程 


(Po + pH” 2r yt — (of + pH” Le + H?) v + uH% = 0 (3.4.16) 
的 一 个 根 . 
可 以 证 明 
H? < |H|? = H°. (3.4.17) 
上 式 中 的 等 号 对 应 于 H, 与 k, 同方 向 . > 
1.， 1 


A vo 是 H = 0 时 流体 动力 学 波 的 速度 . 下 面 我 们 设 7 > 1, 即 v < 1( 小 于 或 等 于 
光速 ), HS 


(3.4.22) 


由 (3.4.21) 和 (3.4.22) 可 见 , F(x) =0 Æ 0 <r <1 AAT. 这 就 是 说 , 流体 动力 
学 波 有 两 个 速度 v 和 ve, 它们 满足 


V1 < vo S v <1, (3.4.23) 


v1 RA TRAD FRE, vo 称 为 快 流体 动力 学 波 速 
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2. 阿尔 文 波 
我 们 考 宗 下 式 给 出 的 阿尔 文 波 : 


(of + HANUL a) — u(H* 9 a) = O0. (3.4.24) 


因此 有 
V1 [l VA < Uo. (3.4.27) 
式 中 v 和 ve 是 (3.4.23) 中 的 两 个 动力 学 波 速 . 
现在 讨论 两 个 简单 的 情况 . 假设 o=const 是 阿尔 文 波 , 而 H, 沿 着 波 的 传播 方 
向 , 即 H? = H?. 此 时 由 (3.4.19) 得 到 Fo) = 0. 这 个 波 也 是 流体 动力 学 波 , 因为 
F(u2) = 0. 在 这 种 特殊 情况 下 , v 和 va 分 别 与 vo 和 va 相等 . 
假设 p=const 是 流体 动力 学 波 , AH, 与 波 的 传播 方向 垂直 (A, = 0). 此 时 有 


F(x) = (pf+HE)rz — (pf + wH*r)z. 
由 此 得 到 v = 0, vo 由 下 式 给 出 : 


(3.4.28) 


3.6 冲击 方程 . 323 . 


3.5 不 可 压缩 流体 
按 1.4 节 的 定义 , 不 可 压缩 流体 即 满足 条 件 vo = 1 或 者 


r= Lo =] (3.5.1) 


的 流体 . 
如 果 w=const 是 阿尔 文 波 , 根据 (3.4.26) 仍然 有 F(v2,) = 0. 因此 阿尔 文 流 也 
是 动力 学 波 . 由 于 F(1) = 0, BA 


v1 一 V4， v2=U9 = 1. (3.5.2) 


在 1.4 节 中 我 们 已 经 看 到 , 对 于 不 可 压缩 流体 , 连续 性 方程 (pu*).。= 0 FR 
(fu*).a = 0. 当 磁 场 存 在 时 , 可 引入 流体 总 指数 K RS Sf, 有 


K = —(pf + pH’) = f +y—. (3.5.3) 


相应 的 流 和 天 量 为 
vt = ku”. (3.5.4) 


对 于 不 可 压缩 流体 , 我 们 有 


(Ww 十 Uys) (3.5.5) 


3.6 冲击 方程 


我 们 假设 gw 及 其 一 阶 导数 是 连续 的 . 一 个 冲击 波 就 是 一 个 四 维 空 - 时 中 的 类 
时 超 曲 面 OD, 通过 这 一 面 时 wx，HP* 或 某 个 热力 学 变量 不 连续 . 

如 果 Oo 的 局 部 方程 为 p = 0, M yo, 定义 了 一 个 与 I 垂直 的 天 量 , KARE 
方向 的 单位 矢 为 tc,, lA ha = 一 1). 我 们 将 磁场 分 解 为 相对 于 S 的 一 个 切 问 分 量 和 
一 个 法 问 分 量 . 设 

Hr = tf- nt, tno=0. (3.6.1) 


式 中 , t+ 是 切 问 磁场 , me ERA, 其 中 
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n = H” ħa. (3.6.2) 


由 (3.6.1) 可 知 
t|? = t? = -tt = H? — nf >0. (3.6.3) 


设 M 和 M' 是 冲击 前 后 的 值 , 我 们 以 IM] 表示 M E x BEAKER 
性 ; [M] 三 MI - M. 


对 人 磁 流 体 动力 学 的 主要 方程 
TH =0, (pu’).,=0, (uH? —uH")., = 0 (3.6.4) 


U 


作 一 经 典 的 讨论 , 可 以 寻 出 冲击 方程 


TP” ny = 0, (3.6.5) 
pu’ fi, = 0, (3.6.6) 
lu” H” — u” H” |ñ, = 0. (3.6.7) 
由 (3.6.6) 可 知 , 标量 
a = pu” Ny (3.6.8) 
是 不 变 的 . 由 (3.6.7) 可 知 矢 量 
VE = nu” 一 zH" (3.6.9) 


是 不 变 的 , SOP n 由 (3.6.2) 定义 . 可 以 看 出 


V ny = Nu Ap — an = Q. 
由 此 可 知 , DERE V+ Spa YAY. 
流体 动力 学 波 是 (3.4.1) 的 解 , 其 中 


式 中 
q=pt zeH“. (3.6.12) 
H a = PU” Ny — PU” Riy 的 不 变性 可 知 ， U” Ny = O 的 充分 且 必 要 条 件 是 U” fy 一 

0( 即 切 向 冲击 ). 对 于 非 切 向 冲击 , ui, An” A, 有 同一 符号 (此 处 为 负 ). 
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3.7) 切 问 冲击 和 非 切 癌 冲 击 


1. 切 向 冲击 
我 们 有 
U” y = U” hy = 0. (3.7.1) 
由 (3.6.9) 和 (3.6.11) 得 到 
nu’ = nu”, (3.7.2) 
(d — DR + u(n H"H — nH") = 0. (3.7.3) 


当 wm 关 0 时 , 可 以 发 现 , ur 和 nr 都 是 么 模 的 而 且 共 线 . 因此 u” = +u”. 但 是 
负 号 不 合理 (wr 和 wr MARR), BOA [u“] = 0 和 [n] = 0, 于 是 得 到 


ur =0, {[H“]=0, [p] =0. (3.7.4) 


p 的 不 连续 性 是 不 确定 的 . 
当 n= 0 时 , 由 (3.7.2) 导致 mn = 0. 一 般 的 冲击 方程 只 给 出 


p + Ta = 0, (3.7.5) 
其 他 不 连续 性 是 不 确定 的 . 
2. 非 切 向 冲击 (a40) 的 不 变量 
引入 不 变 的 标量 
(3.7.6) 
(3.7.7) 
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可 将 Wr BA 
Wr = aapu” — qn’ + pve. (3.7.9) 
把 put 按 允 NDA a, 得 到 
pu” =W* — añ”, wn, = 0, (3.7.10) 
Bp | 
Wr = pu’ +n" (3.7.11) 


WH = X" — (q + ea) ût, (3.7.12) 
X" =aaW# + pave, (3.7.13) 
RE X! 与 DAY. 由 于 天 量 Wr 在 冲击 前 后 是 不 变 的 , MARE X 和 标量 
(g 二 a2a) 都 是 不 变量 . 
由 (3.7.9) 和 (3.7.8), 可 将 标量 XV, 写成 
XPV, = W*V, = apn(a + pG) = afn, (3.7.14) 
因此 有 下 面 两 个 不 变量 
b=fn, l=a+ 三 (3.7.15) 
现在 考虑 不 变量 | 
K = GX*X,. (3.7.16) 
由 (3.9.11) 得 
到/ = ° +a, W#*V, = pw = pn (3.7.17) 


K = (p? 十 a2)a2 十 2u; æ + = G, (3.7.18) 
将 (3.7.8) RA, 得 到 
2 2 2 
7 2 2 f | 007 2 2 
K =(p +a) F + aye | a2 — ( +@)a} 
pen? 
— jG | -z 一 (p 十 “a (3.7.19) 


考虑 到 (3.7.6), 可 将 最 后 一 项 挂号 中 的 表达 式 改 写 为 


2 m2 


k? = = — (p? +a*)G = H’ -a’G 


3.8 非 切 网 冲击 的 分 析 . 327 . 


_ 24% 7 3.7.20 
=O 4+ 5H? (3.7.20) 


REBAR STS, k 是 恒 正 的 . 将 此 式 代 入 (3.9.19), 得 到 


2 
K = (p + a") + ue! — p’ Gk’. (3.7.21) 


现在 我 们 改写 GK 的 表达 式 , 从 而 给 出 另 一 个 不 变量 . 由 (3.7.18) 可 得 


代入 (3.7.8), 得 到 


a2 \ 9 
2m2 2m2 
一 GG 十 a”) 一 — | a? + D ， (3.7.22) 


por {pe} onan 
或 者 将 (3.7.20) 代入 , 得 到 
L= k2 a. (3.7.24) 


3.8 FEV) Poa aT 


(1) 由 前 面 的 讨论 可 知 , 两 个 热力 学 变量 f、g 和 三 个 标量 Wu Hàu H2 Wi 
足 五 个 关系 式 


a= pU” ñy = pu iy, (3.8.1) 
b= fn= fn, (3.8.2) 
g=- E w HH" (3.8.3) 
a p a p 
[ot 名 = + 所 (3.8.4) 


/ 
= (p? +a*)-. + oki? L — J Gk”. (3.8.5) 
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由 (3.8.2) 和 (3.8.3) 可 以 发 现 , 磁场 在 冲击 之 后 趋 于 零 的 充分 且 必 要 条 件 是 它 
ETP GZ A Mi TS. 

(2) B p', fuiu, n = H” ày A || 是 方程 组 (3.8.1)~(3.8.5) 的 一 组 解 . 在 
上 的 一 点 , BUNSLA FHERR (e), 使 eq) 与 多 重合 . 相对 于 这 一 标 架 


(p' f' 十 uH’ juu" _ uH” H” — (pf 十 uH?’ jutu’ _ uH' A’, (3.8.6) 


D' = (p' fl + PHP) (U ha)? — (H'a). (3.8.7) 


如 果 D #0, WH (3.8.6) 确定 u“ 和 H”. 
在 关系 式 (3.8.1)~(3.8.5) 中 ,(3.8.1) 来 自 一 般 冲 击 方程 ，(3.8.4) 表示 WH 的 法 
向 分 量 的 不 变性 ; (3.8.2), (3.8.3) 和 (3.8.5) 是 (3.8.1), (3.8.4) 和 (3.8.6) 的 结果 . 
由 于 阿尔 文 波 是 方程 (3.4.23) 的 解 , RRA D' = 0 表示 X 在 冲击 之 后 是 一 个 
阿尔 文 波 . 我 们 考虑 标量 


p p 
由 此 可 得 
D f H? n° 
a pth Ma 
从 而 有 5 
q2 一 Qa, a2 = a’. (3.8.8) 


根据 阿尔 文 波 满足 的 方程 (3.4.24), 不 难 知道 变量 a 的 物理 意义 . 
由 (3.7.24) 可 知 
k70* = k a, ka=k'a’. (3.8.9) 


假设 r 在 冲击 之 后 是 一 个 阿尔 文 波 (a = 0), WYE G > 0, 磁场 H+ 和 HY 在 
cel PREFS; Alt k? > 0, 由 (3.8.9) 可 知 a = 0. 因此 S 在 冲击 之 前 就 是 阿尔 
文 波 . 我 们 得 到 结论 : 在 非 切 向 冲击 中 , 冲击 之 后 的 波 YP 为 一 个 阿尔 文 波 的 序 分 且 
必要 条 件 是 在 冲击 之 前 就 是 一 个 阿尔 文 波 . 

如 果 满 足 上 述 条 件 ( 即 w = a = 0), 则 冲击 称 为 一 个 阿尔 文 冲击 . 
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现在 考虑 d =a #0 的 情况 . 此 时 我 们 有 


A = 0. (3.8.10) 
由 (3.8.9) 可 知 k? = k*; 根据 (3.7.20) 我 们 得 到 
[H*] = 0. (3.8.11) 
由 (3.8.4) 可 知 [q] = 0, 因此 有 
四 = 0. (3.8.12) 
为 了 得 到 f 的 变化 情况 , 我 们 把 K 的 表达 式 改 与 为 
K = f? + pHs + pHa + ao’, (3.8.13) 


式 中 右 端 后 三 项 在 冲击 中 均 不 变 , 因此 有 [月 = 0. 又 由 (3.8.10) 可 知 [p] = 0. 将 上 
面 的 结果 代入 (3.8.1) 和 (3.8.2), 得 到 


ju ny) =0, [H’n,| = 0. 


X 是 非 阿尔 文 波 , 由 (3.8.6) 得 到 ur, He 和 热力 学 变量 通过 2 时 部 是 连续 的 . 
此 得 到 绪论 : WR a =a £0, 则 冲击 趋 于 零 . 


3.9 ”阿尔 文 冲击 


现在 仔细 些 研究 a' = a = 0 的 情况 . 我 们 将 f 和 5S 看 作 主 要 的 热力 学 变量 ， 
流体 动力 学 波 的 速度 vo 由 (3.4.18) 给 出 


Vo < 1, 故 有 
(3.9.1) 


(3.9.2) 
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p + Ta = 0. (3.9.3) 


由 天 的 不 变性 和 (3.8.13) 可 以 得 到 


(3.9.4) 


引入 两 个 热力 学 变量 p Al y 


p = pf — 2p, v=m (4) 


考虑 这 两 个 变量 的 独立 性 . 由 于 dp = pdf 一 Td5, RATA 


相应 的 Jacobi 为 


在 上 述 假 定 下 , 变量 y 和 是 独立 的 , 而 且 由 (3.9.2) 和 (3.9.4) 可 知 , HI LI y 
和 多 都 是 连续 的 . 因此 有 


站 = 0, f] =0, [p] =0. (3.9.5) 


RA. (3.9.3), 得 到 
u] =0, [H” à] =0, [H*] =0. (3.9.6) 


冲击 之 后 切 向 磁场 的 方向 是 不 确定 的 . 由 (3.8.6) 得 到 


2 
(4 + ur | pu” ñùsp|W"] — pn|t*] = 0. 


下 面 我 们 讨论 两 种 阿尔 文 波 . 令 


1/2 
B= (2 a -) | (3.9.7) 
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则 (3.4.24) 可 写 为 


(3.9.8) 


BY RCT A RA BURA, STEP AT ASS TS. 
A RENTE (Bue + H*)p a = 0. 
B WENE (Gut — H”) a = 0. 

因此 , 阿尔 文 波 是 由 和 天 量 场 


A” = Bu" + H% 或 B° = Bu% — H° (3.9.9) 


的 迹 线 发 生 的 . 由 于 86 > 0, 所 以 矢量 4 和 Be 是 类 时 的 . 我 们 讨论 在 阿尔 文 冲 击 
中 的 矢量 Ae 和 Bo. 由 (3.8.6) 得 到 


B u alu] — H” às [H] =0, i= 0,2,3. (3.9.10) 


如 果 冲 击 是 4 类 阿尔 文 冲击 ( 即 允 是 由 4 的 迹 线 发 生 的 ): A ña = 0, 则 (3.9.10) 
可 写 为 
Bu’ Ay [Bu +h] = 0. 


由 于 冲击 是 非 切 向 的 , 所 以 [But + H} = [4i] = 0. A! 在 阿尔 文 冲 击 中 是 不 变量 , 所 
以 我 们 得 到 
[4c] = 0. (3.9.11) 


结论 是 : TEAR (或 BR) 阿尔 文 冲击 中 , 矢量 A(R B*) 保持 不 变 . 


3.10 Ke UY 在 冲击 中 的 性 质 


”考虑 一 个 非 切 向 冲击 aa 4 0, 这 不 是 一 个 阿尔 文 剖 击 , 而 且 V+ Ae m FE 
的 (G40). 我 们 有 


VE = W" — “tt (3.10.1) 
根据 (3.7.17), WY 是 类 时 的 且 不 为 零 ; 由 (3.6.3) 和 (3.6.9) 可 知 tt REN AA 
tV, = HYV, = i (3.10.2) 


由 此 可 见 , 如 果 H” #0, We 40, BY we AER. 

根据 (3.7.13), X* 是 在 ze X 的 二 维 平 面 上 . 由 于 a 40, 这 个 二 维 平 面 可 以 
由 Y AW 定义 , 而 且 在 冲击 中 是 不 变 的 . 以 I 表示 上 述 二 维 平 面 , 则 在 z € 
处 速度 和 磁场 的 切 癌 分 量 在 神 击 中 是 L 上 的 不 变量 
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在 2 维 平面 L E, 考虑 矢量 U” 


(3.10.3) 
(3.10.4) 
(3.10.5) 
(3.10.6) 
a*U"U, =—-GL, U+"U, = -GK°. (3.10.7) 
RE Ur 在 冲击 中 保持 与 自身 共 线 , 由 (3.8.9) 有 
m Om kr 
U* = U" = ZU", 
由 此 得 到 

(3.10.8) 


(3.11.1) 


3.11 广义 相对 论 Hugoniot 方程 


我 们 计算 第 二 项 


p p P p 
TOO Gpe 
二 式 相 加 , 得 到 
-ere (Ee 
将 (3.11.6) 代入 (3.11.5), 得 到 
f] - ¢ + £) p] + pla + a’)[k?] + ula] (k? + k’*) = 0 


根据 (3.8.9), ALAA AA A 


E (a + a)[k?] + [al(k? + k?) = 5[ol(k — K')?. 


下 面 我 们 给 出 (3.11.8) 的 推导 . 由 (3.8.9) 可 得 


(a + a')[k?] = (a + a) (k? — k?) 
= kk'a — kk'a! 十 有 2a 一 Ka 
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(3.11.2) 


(3.11.3) 


(3.11.4) 


(3.11.5) 


(3.11.6) 


(3.11.7) 
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—kk'(a’ — a) 一 (Ka — k*a), 


右 端 第 二 项 为 
ka — ka = k? (a — a) — (k* — k*)a 

— 一 (有 k*)a/ 十 k’ (a! _ a) 

= 5 {[ol( + k?) — (œ + a')[k?]} 
由 此 得 到 | | 

(a + a’) [k*] = —kk'[a] — 5lol(k +k”) + (a + a')[k"], 
于 是 有 (3.11.8). 
将 (3.11.8) 和 (3.10.8) 代入 (3.11.7), 得 到 
Pi- (L£) m+ ta [2] WP =o ang 


此 即 广义 相对 论 Hugoniot 方程 . 


第 五 扁 


在 恒星 演化 过 程 中 , 由 于 辐射 , 核燃料 不 断 消 耗 , TEAR ES OE PAN 
随 痢 核燃料 消耗 殉 尽 , 老年 恒星 按 质量 大 小 将 分 别 替 缩 成 日 矮星 、 中 子 星 和 黑洞 . 
广义 相对 论 预 言 , 质量 大 于 3.2 APRA ERASE A. AiE 
述 黑洞 的 基本 概念 和 基本 性 质 的 基础 上 , 讨论 经 典 黑洞 热力 学 、 黑 润 烂 的 量子 修正 
和 黑洞 的 量子 辐射 . 关于 黑洞 的 更 详细 的 讨论 , 可 参阅 《经 典 黑洞 和 量子 黑洞 》( 王 
永久 , 2008). 
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黎 曼 空间 度 规 张 量 既 取 决 于 空间 的 几何 性 质 义 依赖 于 坐标 系 的 选择 . 因此 , BE 
规 的 奇异 性 分 为 两 种 : PEART IE, 为 一 种 是 坐标 奇异 性 . 坐标 奇 扩 可 以 通 
过 坐标 变换 消除 , 而 内 豪 奇 点 是 空间 的 内 里 属性 , 不 能 由 坐标 变换 消除 . 


1.1 Schwarzschild ff 


在 Schwarzschild 外 部 场 中 ， 
—1 
ds? = (1 — =) dt? — (1 — =) dr? — r2d122， (1.1.1) 


r= rs = 2m 处 有 oil = œ, goo = 0, RA Schwarzschild RA. 由 于 在 > =r, DE 
规 张 量 的 行列 式 和 标 曲率 都 是 正常 的 , g = -r4 sin? 0, R=g"”Ryw = 12r74, 可 见 
r=r, 处 的 奇异 性 并 不 是 度 规 的 内 豪 特 性 . 下 面 将 看 到 , 通过 适当 的 坐标 变换 可 以 
WRAY Rr = ls; 因此 这 是 坐标 奇 点 . Schwarzschild 度 规 还 有 一 个 奇 点 ， El r= 0. 
由 于 相应 的 标 曲 率 R= 12r2/r 一 00, 所 以 这 一 奇 反 是 无 法 用 坐标 变换 消除 的 , 这 
RAMA (RRRA). 

Schwarzschild WA r =r, 构成 一 个 面 ， 称 为 Schwarzschild 面 . 现在 我 们 讨论 
这 个 面 的 性 质 . 容易 发 现 , 满足 条 件 dt = dd = dp = 0 的 线 是 短程 线 , 沿 着 这 些 线 


有 _1 
ds? = — (1 — =) dr?. (1.1.2) 


T 


这 些 线 在 r > r。 的 区 域 是 类 空 的 , Ær < r。 区 域 是 类 时 的 . 但 一 条 短程 线 的 切 矢 
量 在 沿 短程 线 移 动 时 不 能 由 类 时 的 变 为 类 衬 的 (只 能 沿线 平移 ), 因此 , 这 两 个 区 域 
在 面 上 无 光滑 连接 . 我 们 也 可 以 考虑 沿 径 同 传 播 的 光线 来 说 明 这 一 点 . 此 时 有 

dð = dy = 0, ds=0, 
一 一 (1 — =) | (1.1.3) 


r 


dt 
类 时 方向 包含 在 光 锥 之 内 , 我 们 考察 当 r 减 小 时 光 锥 顶 角 的 变化 . EKR r > rs 
中 , 光 锥 顶 角 随 r 的 减 小 而 减 小 ; 当 7 一 rs 时 光 锥 顶 角 趋 于 零 ; 进入 区 域 <r, 
之 后 , 坐标 t 的 参数 线 变 为 类 空 的 , 光 锥 转 90°; r 从 rs 到 0, 光 锥 顶 角 减 小 . 上 述 
情况 如 图 5-1 Bras. 比较 Schwarzschild 面 两 侧 的 两 个 不 同 的 光 锥 图 , 可 见 r > rs 
和 7 < rs PATS KCI ER. 
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(1.1.4) 


(1.1.5) 
式 中 常数 是 ul = 0( 开 始 自由 下 落 ) 处 goo 的 值 . 又 由 线 元 的 表达 式 (1.1.1) 可 得 


Juu u = gou” + guu =1. (1.1.6) 


用 Joo He (1.1.6) 并 注意 900911 = — 1, 得 到 


k? — u! = 1 — s 
由 此 得 到 
由 一 一 ( 妃 一 1+ 卫 ) (注意 ut <0) (1.1.7) 
由 (1.1.5) 和 (1.1.7) 可 知 
0 r.\- r.\—1/ 
aia (1-*) (#144) - (1.1.8) 
积分 上 式 , 得 到 


一 Oo. (1.1.9) 


此 式 表 明 ， HANS HA r= To > Ts 处 落 全 Schwarzschild 面 ， 在 远 处 观察 者 看 来 ， 十 
要 经 过 无 限 长 时 间 . Aro 至 rs 的 径 向 距离 是 有 限 的 , 由 dl? = iydz*dz? 得 


= | ro (1.1.10) 
ro l — r/r 


12 上 和 目 由 下 落 坐 标 系 . 339 . 


ERRAR RE. 

在 与 下 落 粒 子 固 连 的 坐标 系 中 , 测 得 的 对 应 时 间 间 陋 为 

"s dr "s dr 
| ds = . a -J TT (1.1.11) 

此 式 具 有 有 限 值 . 这 就 是 说 , 对 于 自由 下 落 的 观察 者 来 说 , 质 乓 经 过 有 限 长 时 间 便 
可 到 达 Schwarzschild 面 . 此 后 它 可 以 越过 Schwarzschild 面 一 直到 达 r = 0( 如 末 源 
质量 集中 在 中 心 奇 点 ).， 如 果 把 恒星 物质 看 作 零 压 流 体 (“BIR”), BEARRA, 
由 上 面 的 讨论 可 知 , 在 随 动 坐标 系 观 测 , 恒星 表面 将 在 有 限时 间 内 缩 全 奇 氮 7 = 0. 
而 在 远 处 观察 者 看 来 , 恒星 表面 缩 至 r = r。 需要 无 限 长 时 间 . 在 2.2 廊 中 我 们 还 要 
讨论 这 一 问题 . 

设 一 束 光 波 由 Schwarzschild 面 附 近 发 出 , 频率 为 va, 远 处 观察 者 接收 到 的 笑 
率 为 ve. 由 光谱 线 的 频 移 公 式 有 


VB _ V Joo 
va ./oB’ 
A Joo 


对 无 限 远 处 的 观察 者 B, g8 一 1. 所 以 当 gh = 0 时 出 现 无 限 红 移 . 即 当 光源 位 于 
Schwarzschild 面 上 时 , 远 处 观察 者 测 得 无 限 红 移 . 故 称 面 7 = rs(goo = 0 WIM) 为 
无 限 红 移 面 . 由 此 可 知 , 当 试 验 粒 子 落 到 无 限 红 移 面 上 时 , 粒子 上 发 生 的 一 切 物理 
过 程 , 在 远 处 观察 者 看 来 都 变 得 无 限 缓 慢 . 


12 目 由 下 玫 坐 标 系 


在 沿 径 同 目 由 下 落 的 坐标 系 中 测 得 粒子 自 r= ro SÈ r = r, 需要 有 限 长 时 

[B], 可 见 在 这 一 坐标 系 中 奇 扩 7 = r。 已 不 存在 . 因此 , X 了 把 Schwarzschild 度 规 延 

拓 5 到 7 <r, 的 区 域 , 我 们 寻找 一 个 坐标 变换 , 由 Schwarzschild 坐标 系 (t, r) ar H 
由 下 落 坐 标 系 (7, p). 为 此 , 令 

T=t+f(r) p=t+ wy(7). (1.2.1) 

式 中 fA, 是 待定 函数 . 我 们 希望 能 够 通过 f 和 yp 的 选择 , 以 新 的 线 元 表达 式 


dr? — = dp? 代替 (1.1.1) 的 右 端 , 这 样 便 消 除了 奇 点 r = rs. 由 (1.2.1) 有 
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Tey? 72 = (1-8) (1.2.4) 
从 这 些 方程 中 消去 f, 得 到 
TOMEN a25 
0 = 4 + 2Arl/2 — A? In a t | (1.2.6) 
(1.2.7) 
U3 3 2/3 
par! EC 7 "| (1.2.8) 
由 (1.2.6) 和 (1.2.7) 便 完 全 确定 了 变换 (1.2.1): 
2/3 
r =r1/3 |=(p 一 7 
s |G } 
= T 一 Tel 一 人 Vr = vrs 
t = 2wV7or — Ts In VENS 
1/3 
3 1/3 EC 一 r)| — rs” 
= 7 — 2r?/3 EC _ r)| -re In = (1.2.9) 
EC 一 r)| Hra” 


2 2 3 (PT. -2/3 2 2/3 3 “vs 2 
ds“ = dr — |- dp“ —r-/"|-(p—T)| dQ. (1.2.10) 


此 即 Lemaitre BERK. 
由 (1.2.7) 可 知 , 当 7 = r, 时, p-r = 2r。/3, 此 时 度 规 (1.2.10) 不 再 有 奇异 性 . 
由 于 度 规 (1.2.10) 和 Schwarzschild 度 规 由 坐标 变换 相 联系 , 所 以 度 规 (1.2.10) 
在 > > rs 区 域 满足 爱 因 斯 坦 方程 ; 解析 延 拓 至 r< rs 的 区 域 之 后 , 由 7 = rs Mba 


1.3 Schwarzschild % ya] . 341 . 


扩 可 以 推断 , FE r <r, 区 域 (1.2.10) 仍 满 足 爱 因 斯 坦 方程 . NE r= 0( 即 p-r = 0) 


粒子 开始 下 落 时 有 ul = 0,r 一 œ, 代入 上 式 确定 & = 1, 于 是 上 式 给 出 _ 


-于 = = k(1 — rs/r)7}, RA (1.2.11), 得 到 dp = 0. 这 正 表明 坐标 系 (7,p) 是 
目 由 下 落 的 . 

显然 , BERR (1.2.10) 是 一 个 动态 度 规 . 

在 Schwarzschild 度 规 中 , r >r, 和 r < rs 两 个 区 域 的 goo 和 gu 均 反 号 , 这 相 
当 于 时 间 轴 和 空间 轴 对 换 , 导致 两 个 区 域 不 连通 , r= rs 为 奇 开 面 . 在 Lemaitre 度 
HF, 这 一 奇异 性 已 消除 . 由 (1.2.10) 可 知 , 在 > > rs Ar < rs 两 个 区 域 , p HAS 


间 轴 , 7 恒 为 时 间 轴 , 除 > = 0 以 外 不 存在 Schwarzschild 奇 点 . 


1.3 Schwarzschild yj 


RIERA ts SAT AW. 令 ds = 0, dd = dy = 0, 得 到 


dp r 
7 = +c r (1.3.1) 
A (1.3.1) 给 出 的 空 - 时 图 表明 , 在 RE (r >r, 的 区 域 ), 沿 径 同 癌 外 发 射 的 光线 可 
达 无 限 远 处 , 沿 径 向 向 内 的 光线 可 穿 过 Schwarzschild 面 到 达 奇 点 7 = 0. ETE 
(r<rs 的 区 域 )， 沿 两 个 方向 的 光线 都 要 到 达 奇 点 r= 0. AZ, Schwarzschild H 
是 一 个 单 向 膜 , 外 面 的 粒子 或 光子 可 以 通过 它 进 入 了 区 , IATA r= 0, 而 里 面 
(T 区 ) 的 粒子 和 光子 都 不 可 能 到 达 R 区 . 这 一 单 同 膜 称 为 视界 (horizon), T 区 称 为 
Schwarzschild YA] (black hole). 
由 于 爱 因 斯 坦 引 力 场 方程 在 时 间 反 演 下 是 不 变 的 , 所 以 度 规 (1.2.10) 经 过 时 间 


反 演 变换 后 仍 满足 爱 因 斯 坦 方 程 . 这 时 有 


—2/3 4/3 
ds = dr? — 3 2 一 a dp* — EC 十 | r2/3d022. (1.3.2) 


这 仍 是 一 个 动态 度 规 . 
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对 于 径 同 光线 (ds = 0,d0 = dp = 0), 由 空 -时 图 可 见 , 径 癌 光 信 和 号 的 行为 与 图 
2 给 出 的 相反 , 任何 粒子 和 光子 都 不 可 能 由 R 区 进入 了 区, m T 区 的 粒子 和 光子 
都 要 进入 R 区 . 这 样 ，Schwarzschild 面 仍 是 单 问 膜 , 但 只 人 允许 由 里 问 外 的 辐射 . T 
区 称 为 日 洞 (white hole). 


1.4 Kruskal AB i 


上 节 中 引入 的 Lemaitre 度 规 虽然 消除 了 Schwarzschild 度 规 中 的 奇 点 7 = rs, 
但 是 仍 不 能 统一 地 描述 RK T KAT KARE. Kruskal (1960) 提出 一 个 坐标 
变换 , 使 Schwarzschild 度 规 在 新 坐标 系 中 除了 7 = 0 DOA EAA, 而 且 可 以 统 
一 地 描述 RKTT 区 和 工区 的 过 程 ( 见 图 5-2~ 图 5-4). 


r=0 
人 太一 个 

p D. D 

ap 

a F, 

P `、、 RE 

<> ~ > 

X ~、 p 
7 TK 

~、 Tr 二 7 
r 二 0 
图 5-2 图 5-3 


如 果 从 流 形 中 任 一 点 出 发 的 短程 线 在 两 个 方向 
-=-07/7 上 都 可 无 限 延长 , 或 终止 于 内 京 奇 点 , 则 此 流 形 称 为 
' 最 大 解析 的 流 形 . 如 果 从 流 形 中 任 一 点 出 发 的 短程 
线 在 两 个 方向 上 都 可 无 限 延长 , 则 此 流 形 称 为 完备 
的 . 下 面 讨 论 的 Kruskal 流 形 是 最 大 解析 的 但 不 是 
完备 的 (ARFA r = 0). 
Kruskal 引入 一 个 新 的 坐标 系 


度 规 上 共有 形式 


+% 


ds? = f*du? — f?du* — r° (v, u)d R’. (1.4.2) 
& (1.4.2) 和 (1.1.1) 相等 , 并 要 求 函数 f= f(r), 5 v=u=0 时, f 有 限 且 不 等于 
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(1.4.3) 
(1.4.4) 
f AFAR: 。 
f? = exp Cn) =f 一 f (vu — v’). (1.4.5) 
T 1/2 T t 
a exp (=) en (5-), | 
1/2 (1.4.3a) 
u=4(1-7) exp (=) sh ( ): 
Ts Ts 2T, 
(= 一 r) exp (=) =u’ —y’, 
= = arcth 一 (1.4.4a) 
最 后 得 到 Krushal BER 
ds* = Ser exp (-E) (dv? — du?) — r*d?. (1.4.6) 


由 上 式 可 见 , 度 规 除了 7 = 0 有 一 - 奇 扩 以 外 ， 再 无 奇 点 . 由 (1.4.4) 可 知 , r= r, 对 应 
F v= +u, 即 空 -时 图 中 两 条 二 分 角 线 . 由 (1.4.4) 还 可 看 出 ， POR 一 0 对 


应 于 v- =1, 是 两 条 等 轴 双 曲线 其 渐 近 线 就 是 上 述 两 条 十 分 角 线 


Lr = 0( 两 条 双 曲 线 ) 和 r = rs( 两 条 分 角 线 ) AF, P 可 将 空 时 分 成 四 个 区 域 
左右 两 个 区 域 (Rs 区 和 Ri K), > > r。; 上 下 两 个 区 域 (T KA T E), r< rs. 

在 Ri 区 和 Ro K, r= 常数 >r, 对 应 于 w? -ou =C > 0, 是 以 u 轴 为 对 称 轴 
ES OX FH TE Be. 
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ETAM T E, r= 常数 <r, WF v? -u =C>0, 是 以 v 轴 为 对 称 轴 的 
XX HH TE ie. 
对 于 光子 的 径 向 运动 , ds = dd = dy = 0, 由 (1.4.6) 得 


一 = +1, (1.4.7) 


ds* > 0, | < 1, 
与 u 轴 夹 角 大 于 z 类 空 线 满足 
du 
ds* < 0, | > 1, 


与 u WRAL 4 

He AB OL, Ro 区 和 Ro 区 的 粒子 随时 间 坐 标 v 的 增 大 不 可 能 进入 T 区 ， 
只 能 进入 工区 ;T 区 的 粒子 随 v 的 增 大 将 一 律 到 达 中 心 奇 所 = 0, AAT REY TAZ 
方 问 运动 . 因此 , T KB Schwarzschild 黑洞 , r = r, IWI. 

T 区 内 的 粒子 将 一 律 进入 R 区 (Ri, Ro), 相反 的 过 程 是 不 可 能 的 . 因此 ,了 区 
即 Schwarzschild Hi, 7 =r, DA Y AR. 

在 Kruskal 空 时 中 存在 两 个 不 联通 的 宇宙 , 对 应 于 Ri 区 和 R 区 . 不 可 能 用 
任何 信号 把 这 两 个 区 域 联 系 起 来 . 两 个 区 域 中 间隔 一 个 “ 喉 ”(throat) RERA E 
Yl” (wormhole). 这 两 个 宇宙 的 含义 现在 尚 不 清楚 . 


1.5 Penrose 图 


首先 区 分 下 列 几 个 不 同 的 无 穷 远 概念 : 
It; KERKE 
定义 “对 于 任 一 有 限 值 , 4 t too 时 , 类 时 世界 线 伸展 的 区 域 
DO: 类 时 过 去 无 穷 远 
定义 ”对 于 任 一 有 限 7 值 , 当 t 一 -oo 时 , 类 时 世界 线 伸 展 的 区 域 . 
L: REEL 
定义 ”对 于 任 一 有 限 tÉ, žr 一 co 时 , 类 空 世 界线 伸展 的 区 域 . 
定义 ” 当 (t 一 7) 为 有 限 值 , 而 (t 十 7) 一 oo 的 区 域 , 或 所 有 出 射 类 光世 界线 的 
伸展 区 域 . 
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定义 ” 当 (t+7) JARE T (t-r) —co 的 区 域 或 发 出 入 射 类 光世 界线 
的 区 域 
可 以 证 明 , 在 共 形 变换 下 , 闵可夫 斯 基 时 空 图 5-5 可 变 为 Penrose 图 5-6. 同样 ， 
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一 条 温度 高 于 环境 温度 的 恒星 会 连续 发 射 能 量 , 它 的 质量 不 断 减少 . 恒星 物质 
在 引力 的 压缩 过 程 中 被 加 热 , 使 气 核 聚变 , MAA, 从 而 提供 防止 恒星 冷却 的 能 源 ， 
并 产生 强大 的 辐射 压 与 引力 相 平衡 . 这 样 的 恒星 的 平均 密度 是 Igen. 太阳 就 是 
这 类 恒星 的 一 个 例子 . 

“BE NARSAR We, 可 以 发 生 其 他 的 核反应 过 程 , 产生 更 重 的 核 . 但 这 
些 过 程 持 续 的 时 间 很 短 . 在 强大 的 引力 的 作用 下 , 恒星 物质 密度 迅速 增 大 , 致使 恒 
星 物 质 ( 除 极 薄 的 外 层 部 分 以 外 ) 的 电子 发 生 简 并 , 于 是 恒星 进入 一 个 新 的 平衡 阶 
B, 由 电子 的 简 并 压 和 引力 相 平衡 . 这 种 恒星 的 密度 约 为 10’g-cm >, AR RT 
这 类 恒星 . 

质量 大 于 12M, 的 日 矮星 不 可 能 稳定 , 电子 和 核 内 的 质子 反应 变 为 中 子 , 从 
而 使 恒星 物质 呈 中 子 态 . 中 子 星 便 属于 这 类 恒星 , 其 密度 约 为 101g.cm“3. 如 果 中 
子 星 质量 M <3.2Mo, 则 可 以 稳定 存在 . 现在 人 们 知道 , 脉冲 星 即 中 子 星 , 它们 发 
出 的 光 和 电磁 辐射 脉冲 周期 从 10-3s 到 1s . 观测 到 的 脉冲 星 周期 相当 准确 , 这 只 
可 能 解释 为 中 子 星 在 旋转 , 而 以 这 样 的 周期 旋转 的 恒星 半径 应 该 相当 小 . PTER 
看 简 并 中 子 气 产生 的 简 并 压 支 撑 引 力 以 维持 力学 平衡 

质量 大 于 3.2Mc 的 中 子 星 不 可 能 稳定 , CZARA, 成 为 黑洞 . 


2.1 广义 相对 论 恒星 的 引力 平衡 


ds? = dt? — e*dr? — r*dN. (2.1.1) 


RE p = p(r). Fy p= on 的 理想 流体 模型 是 星际 物质 的 一 个 很 好 的 近似 当 p 不 


等 于 常数 时 , 解 场 方程 得 到 (2.1.1) 中 的 度 规 系数 
2m(r) 


e 一 1 一 


AP m(r) AMERA, 定义 为 
mr) = 4x [ p(x)r*dr. (2.1.3) 
0 
* 日 矮星 和 中 子 星 的 临界 质量 的 数值 因 态 方程 (模型 ) 不 同 而 略 有 不 同 . 


(2.1.2) 
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KH (2.1.2), 可 将 其 余 场 方程 写 为 


/ 
y= — 2 (2.1.4) 
p+ p 
y' 2n\ 2m 
kp = — | 1 — — | — —. 2.1.5 
P= r | T ) r3 ) 


我 们 先 讨 论 p = plr) 的 一 般 情 况 , 然后 再 讨论 p=const 的 情况 . 一 个 稳定 平衡 
的 恒星 须 满 足 一 些 物理 条 件 . 设 恒星 半径 为 ro，p(ro) = 0, Pmax = p(0) = 有 限 值 ， 
Pmax = p(0) = 有 限 值 ; 质量 密度 plr) 随 7 的 增 大 而 减 小 


在 恒星 表面 ,ex 和 它 的 导数 应 该 是 连续 的 ， m(ro) 应 等 于 Schwarzschild 外 解 中 的 质 
量 M 
m(ro) 三 M. (2.1.7) 
由 (2.1.3) 可 知 , FE r =0 处 m(r)/r? 是 有 限 的 . 
下 面 我 们 要 寻求 对 于 给 定 ro 的 最 大 可 能 质量 M, 即 寻 求 恒 星 的 临界 质量 . 令 


f(r) =e", (2.1.8) 
上 上述 压强 有 限 的 条 件 可 表示 为 
由 (2.1.4) 和 (2.1.5) 可 以 得 到 
dr E L- myl ~ Ji 2m/r dr (5) (2.1.10) 
由 (2.1.6) 可 知 ， < (5) <0. Ha 
5 上 l — myl < 0. (2.1.11) 
dr |r T 
2 1 a) LM} 
J (ro) 7 TO dr o r V1i—2M/ro (2.1.12) 


f'(r) > Fa € 一 my (2.1.13) 
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2M\*/* MA rdr 
Oe [te e 
把 p(r) 写成 
p(r) = pot+p 
IP po = 6M/kr3, 4 满足 式 
f u(r)r*dr=0, yp <0, p(0)>0. (2.1.15) 
0 
则 有 
r? i 
m(r) = Ms + | u(r)r*dr. (2.1.16) 
0 JO 


式 中 的 积分 总 是 正 的 . 用 mr) RÆ Mr? /r3 将 使 (2.1.14) 右 端 的 值 增 大 . 由 此 可 
以 得 到 


3 2MANLU2 1 
f(0) < 7 € 一 ~~) T7 (2.1.17) 
注意 f0) > 0, 则 由 上 式 得 到 ' 
— < = (2.1.18) 


这 就 是 恒星 保持 稳定 平衡 的 条 件 . 应 注意 上 式 中 M 和 ro 的 定义 . M 是 质量 密度 p 
在 坐标 体积 中 的 积分 , 对 应 于 牛顿 引力 理论 中 的 引力 质量 . 半径 ro 的 定义 要 使 表 
面积 为 4rrl. (2.1.18) 表明 , 表面 积 一 定 的 恒星 , RRA) ia ee, wires 
定 的 . 质量 大 于 临界 质量 的 恒星 不 会 稳定 , AS EA A. 

当 p=const WY, 由 (2.1.3),(2.1.7) Al (2.1.18) 得 到 临界 质量 的 表示 式 


8 2 
Mc = - . 2.1.19 
C~ gy 3kC?2 p | 


AP C? = 1.86 x 10-27cm.g-1. 代入 几 个 典型 密度 , 得 到 下 列 临界 质量 : 


p/ (g: cm~?) 1 106 1015 
Mc/Mc 1.14 x 108 1.14 x 10° 3.96 


这 些 数 值 虽 不 很 精确 , 但 已 清楚 地 表明 , 中 子 星 只 能 具有 几 倍 太阳 的 质量 , MEH 
大 的 中 子 星 将 没有 稳定 的 终 态 . 

由 (2.1.18) 及 光谱 线 引 力 红 移 的 公式 可 以 得 到 , 稳定 的 恒星 表面 发 出 的 光 最 大 
的 红 移 值 是 Z = 2. 


2.2 Sexpert Ben 5| Sa ` 349 - 


2.2 EROS] ASE 


2.1 节 的 讨论 已 经 表明 , 在 恒星 演化 的 晚期 DRE AT PPE 
质量 , BOCAS. 这 实际 上 只 是 一 个 直观 的 假设 . 在 本 市 中 , 我 们 利用 一 个 简单 
的 态 方 程 , 进行 严格 的 计算 , 来 证 明 上 述 假 设 的 正确 性 

假设 恒星 物质 是 零 压 流体 . 由 于 压强 等 于 零 , 只 要 恒星 开始 收 绚 , MUR 
缩 至 一 点 . 由 这 一 模型 所 得 到 的 度 规 在 整个 空 时 区 域内 满足 爱 因 斯 坦 场 方程 . 

取 随 动 坐标 系 (t,7, 0, p), 解 爱 因 斯 坦 场 方程 , 将 得 到 Tolman BER 


到 一 个 最 简单 的 恒星 内 部 解 : 


2 
ds* = dt* — R? (t) | dr + a0?) | (2.2.2) 


这 正 是 Robertson-Walker ÆW. ATCHRYSY. SHRRSCN, 所 以 在 宇宙 学 
中 有 重要 意义 . 
在 随 动 坐标 系 中 有 u= 0, w = 1, 守重 方程 TK, = 0 的 空间 分 量 目 然 满足 ， 


时 间 分 量 为 | 
T, =-2 — p (ż + | -0 (2.2.3) 
we R*(t) 2/4\ 7.2 
a=- b= —R?(t)r 
又 由 场 方程 Ri1 - Souk =4aTy 得 
2k — R(t)R(t) — 2R?(t) = 4np. (2.2.4) 
由 (2.2.3) 和 (2.2.4) 得 到 p(t) R3(t) =const, 调整 径 向 坐标 , 使 
R(0) = 1 (2.2.5) 
此 时 有 p(t)R3(t) = p(0), ED 
p(t) = p(0)R~“(t). (2.2.6) 


将 (2.2.5)~(2.2.6) 和 (2.2.2) 代入 场 方程 , 可 将 场 方程 化 为 


4np(0)R~1(t) = 2k + R(t)R(t) + 2R?(t), (2.2.7) 
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=z (0) R (t) = —R(t)R(t). (2.2.8) 
消去 R(t), 得 到 
P(t) = -+ = pO) REG) (2.2.9) 
假设 t= 0 时 流体 是 静止 的 , 则 有 
R(t) =0 (2.2.10) 
代入 (2.2.9) 得 
k= + 0(0). (2.2.11) 
方程 (2.2.9) 化 为 
R? (t) = k[R7*(t) — 1], (2.2.12) 
此 方程 的 解 具有 形式 
t 一 aE + sin w), (2.2.13) 
= 5 (1 + cos wp). (2.2.14) 
RD 这 是 摆 线 (图 5-8) 的 参数 方程 , 5 y = n, 即 当 
t = xX/2Vk 时 , R(t) = 0. 这 表明 一 个 零 压 流体 
球 将 在 有 限 长 的 时 间 x/2vVk 内 从 静止 南 缩 到 中 
l 心 奇 点 . 
虽然 在 随 动 坐标 系 中 观测 , IX SAE RR 
0 PN- /2 t 需要 有 限 长 时 间 , 但 是 对 于 远 处 观察 者 , 由 1.1 
pg 节 可 知 , 星体 表面 要 达到 Schwarzschild MAA 


过 无 限 长 时 间 ; HAR r= 0, 外 面 的 观察 者 
是 看 不 到 的 . 
由 随 动 坐标 系 变 至 Schwarzschild 坐标 系 ， 可 以 求 得 远 处 观察 者 测 得 的 目 星 球 
表面 发 出 的 光 的 红 移 (Weinberg,1972) 


对 上 式 的 详细 分 析 表 明 , 由 开始 去 缩 时 记 时 (对 于 远 处 观察 者 ), 红 移 2 由 零 开 始 组 
慢 增 大 , 然后 2 的 增 大 速度 突然 加 快 (接近 指数 规律 ), 红 移 趋 于 无 限 大 . Awe, 
企 远 处 观察 者 看 来 , 堵 缩 看 的 恒星 实际 上 是 突然 消失 的 . 


#3 Kerr 黑洞 


Schwarzschild 解 是 球 对 称 无 转动 场 源 的 引力 场 , 这 是 十 分 特殊 的 情况 . 一 般 的 
5| FPGA A] PERO RN, 因为 各 种 天 体 都 具有 和 角 动 量 . 本 章 讨 论 具 有 轴 对 称 性 
的 旋转 天 体 的 引力 性 质 . 


3.1 Kerr ÆJ 


ST BR ee A AY | J Papapetrou EHH 
ds? = f (dt — wdy)? — fte?” (dp? + dz?) + p*dy’). (3.1.1) 


变换 到 椭 球 坐标 
p = k(x? — 1)? (1 — y2), z = kry. (3.1.2) 
M 


4+ k= — 将 场 方程 的 解 写 为 


w = —2MqCs(1 — y*)/Asz. (3.1.3) 


式 中 p 和 9 WER p 十 q? = 1; 不 旋转 时 q =0,p = 1.6 = 1 对 应 于 Kerr 解 


Ai=pr+qy—1, Bi= (pr+t+1)+aqy, 
(pz + 1) (3.1.4) 


+ (3r +11- vy). (3.1.5) 


在 上 述 诸 式 中 , 如 果 q = 0, 则 f Met HRARMA BH (3.3.30) 和 
(3.3.31), w = 0, 设 物体 的 角 动 量 为 J, WA 


J = M*q= Ma. (3.1.6) 
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将 6 = 1 的 解 作 变换 


得 到 通常 形式 的 Kerr 度 规 


ds? =(1— 2Mr dt? — 六 十 cos 0 , 2 
E r? +a? cos? 0 


2 Mra? sint 6 
r2 + a? cos? 0 


3.2 特征 曲面 


无 限 红 移 面 是 goo = 0 的 面 . Schwarzschild 场 的 无 限 红 移 面 为 7 =r, = 2m, pA) 
尔 场 中 的 无 限 红 移 面 为 


dy? + 


rf = M + y M? —-a? cos? 6. (3.2.1) 


由 空 -时 图 可 知 , 一 个 超 曲 面 f(z+*) = 0 为 单 问 膜 的 条 件 是 其 法 回 矢 量 n, = f ,为 
非 类 空 矢 量 , n, JERE, 对 应 于 单 癌 膜 开 始 出 现 的 超 曲 面 , 称 为 视界 . 因此 , 视界 
f(x") = 0 WERE 


OF OF o (3.2.2) 


将 Schwarzschild 度 规 代入 上 式 , 注意 到 球 对 称 性 [f(c") = f(r)], 得 到 


y E 2M\ (af\* | 
g” fufu = 一 € 一 M) ($2) = 0. 


此 方程 的 解 为 + = 2M =r,. TA, Schwarzschild 场 的 视界 和 无 限 红 移 面 重合 . 
将 克 尔 度 规 (3.1.8) 代入 (3.2.2), 注意 到 辐射 对 称 性 [f(z+*) = f(r,9)], 得 到 


g" fut 一 gfi 十 g“ f? 
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比较 (3.2.4) 和 (3.2.1), 知 克 尔 场 的 无 限 红 移 面 和 视界 不 重合 
类 似 地 , 将 Kerr-Newman 度 规 代 入 (3.2.2), 得 到 视界 面 


对 于 Kerr-Newman-Kasyua 场 ， 只 要 将 上 式 中 的 Q? 换 为 (e* + q”). 
在 元 尔 空 - 时 中 , 直角 坐标 (x, y, z) 与 坐标 (7, 0, p) 的 关系 为 (Kerr, 1963) 


T=(r cos p—a sin y)sin 9, 
y=(r sin y +a cos y)sin 0, (3.2.6) 


z=r cos 6. 


在 直角 坐标 系 中 , 克 尔 度 规 具有 形式 
ds? =dt* — dx* — dy* — dz’ 


2M — — d < 
r l r(ZdZ + ydy) alzdy ydr) 4 az | (3.2.7) 
r* + afz r+ 十 a T 


这 一 表达 式 消除 了 视界 处 的 坐标 奇异 性 . r= 0 ARTA. 由 (3.2.6) 可 知 , 中 心 
AY FART DY 


z=), r + y? = Qg? sin’ 0, O<@< = (3.2.8) 
这 是 二 维 空间 (z,y) 中 的 一 个 圆 盘 . 又 由 度 规 (3.1.8) 可 知 
r° +a? cos 0 =0 (3.2.9) 


为 奇异 面 上 式 仅 当 r =0 且 6 = 二 时 方 能 成 立 (a 40). 由 于 此 时 标 曲 率 R= o, 
可 知 这 一 奇异 性 是 内 豪 的 . 在 直角 坐标 系 (3.2.5) 中 , 这 一 奇异 性 对 应 于 


z=0, £ +y =a". (3.2.10) 


这 是 二 维 空间 (x,y) 中 的 一 个 圆 环 . 比较 (3.2.10) 和 (3.2.8) TUER, RARA 
(3.2.10) FHA BAHN. BR (3.2.8) 比 圆 环 (3.2.10) 多 出 来 的 一 个 开 域 只 是 坐标 


奇异 的 , 因为 在 这 个 开 域 上 (7 =0, 9 < T) 度 规 (3.1.8) 是 解析 的 


由 (3.2.4)、(3.2.6) 和 (3.2.10) 可 以 看 出 , 在 二 维 空 间 (x,y) A, AHH 
(3.2.10) 在 视界 rt 的 里 面 . 即 克 尔 场 的 视界 面包 围 了 真 冶 点 (内 豪 奇 扩 ), 如 图 5-9 
所 示 . 图 中 虚线 表示 视界 , 实 线 表示 无 限 红 移 面 , * RPA A. . 

详细 分 析 表 明 , 5 = 1,2,3,--- 对 应 的 轴 对 称 解 中 , 只 有 6 = 1 的 解 (Kerr 解 ) 
WA RAT A. 
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h 
ri >r? >rt rt, 


VY 


世界 线 是 类 空 曲线 , 这 表明 粒子 不 可 能 静止 于 能 层 内 部 . 
在 能 层 内 部 , BUA BA 


ds? = gooc dt? + giidr”“ + g22d0° + g33dy* + 2go3cdydt, 


3.3 BANC eH . 355 . 


其 中 


933 933 
HF r >r 时 有 
2 2 2 
rí —2mr+a 
(a - 2) = E. > 0, 
933 omra” sin* 6 
r? + ał 十 
r2 +a? cos? 6 
所 以 只 要 令 


便 可 以 保证 r=const 和 6 =const WY, ds? > 0. 这 表明 ,+ 仍 可 作为 时 间 轴 , 其 余 三 
个 轴 可 看 作 空 间 轴 . 这 正 是 能 层 外 部 观测 者 所 看 到 的 . 但 是 这 时 坐标 轴 随 转动 球 一 
起 作 同 方 问 转动 . 我 们 有 


: Cg03 Taar 
ġ = -< = g 


g33  (r2+a? cos? 0)(r2? +a?) + rra? sin 0’ 


在 靠近 视界 的 地 方 有 


一 般 地 , 有 


Tg = 2M. 


这 就 是 说 , HE ARRERA RE, 以 角速度 


; Cy03 
$= 一 一 


933 


绕 对 称 轴 与 球体 作 同 方向 转动 . 无 限 红 移 面 是 一 个 静止 的 界面 , 从 称 静 界 . 


3.3 ”黑洞 的 无 毛 定 理 


Carter-Robinson 定理 断言 , 渐 近 平 直 稳 态 轴 对 称 中 性 黑洞 的 外 部 引力 场 有 唯 
一 解 , 即 克 尔 解 . 这 就 是 说 , 所 有 渐 近 平 直 的 稳 态 黑洞 , 都 只 由 三 个 参量 唯一 确定 ， 
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这 三 个 参量 就 是 黑洞 的 质量 M, 角 动 量 .7( 或 比 角 动量 a) 以 及 电荷 (有 电 蓓 时 相应 
的 解 为 元 尔 - 纽 曼 解 ). 
下 面 我 们 导出 克 尔 再 洞 的 两 个 基本 关系 式 , 积分 关系 式 


M =20J + Z-A, (3.3.1) 
和 微分 关系 式 
ôM = NÒJ + 64 (3.3.2) 


稳 态 轴 对 称 空间 存在 两 个 Killing RH, 类 时 Kiling 矢量 €.) MAR Killing 
RE ép, 它们 满足 恒等式 


Luv = Solmu Somiy = Sp) [usw] (3.3.3) 
E(t) nvé (wp) 一 Ep) pvélt)’ (3.3.4) 
Chey = REE) (3.3.5) 
fp) wv = — RElo) (3.3.6) 


由 关于 Ein Elio) 的 Killing 方程 
Sm + S(t)v;u = 9, 


得 
一 《GDzi = SG)miv: 
改 1 
Elun] = 5 Eeu 一 €(t)v;u) — Eltyu;v 
类 似 地 可 证 


E(y)uiv = €(y) [wiv] 
(3.3.4) 式 的 证 明 如 下 . 设 时 间 位 移 生 成 元 和 wp 位 移 生成 元 分 别 为 


9 . ð 
t= 3 = S(t) Dane? 

a, ô 
lo = 95 = Se) Ban 


BH 


3.3 ” 黑 凋 的 无 毛 定 理 . 357 . 


或 
多 (人 
(t) \S(p);H An>(~) Orv (Pp) \'>(t);v Av S(t) Arh 
O 
— V V pÀ 
— Elo) (E(t) sy B Py &(y) Ary’ 
即 


V YV 0 
(SS); 7 Elo) S(t) sae) Drv 0. 


由 于 这 是 一 个 恒等式 , 故 (3.3.4) 式 得 证 . 
现在 四 维 时 空中 选 一 个 不 含 奇 异性 的 类 空 超 曲 面 ( 例 t= 常数 ) 对 (3.3.5) 式 


两 边 进 行 面积 分 得 
J. EX aD, = j REE dS, 


Fa Teg JT e E 


OS 


AF OS ERTH HA 5 的 边界 取 OS 为 
OS = OSB 十 09-， 


改 
-一 一 一 ed 十 Co E d Dv. (3.3.7) 


可 见 等 式 右边 第 一 个 积分 即 黑洞 外 部 空间 总 质量 , 右边 第 二 个 积分 即 黑洞 总 质量 
若 选取 上 述 类 空 超 曲面 处 与 此 ， 相 切 , 并 对 (3.3.6) 式 两 边 进行 面积 分 得 


etal, = — | REA 
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上 式 左边 可 化 为 
ae 
右边 利用 | 
Rw 一 5 Iu = —8rL uv, 
可 化 为 


PARE eH SAN RADE J. 者 黑洞 外 无 物质 分 布 , J BAAS, 
M WEHE. 


J=-— | dEn, (3.3.8) 


M=> | dD. (3.3.9) 


由 于 视界 的 性 质 , CREE RA ERA EA A, 即 有 且 仅 有 一 根 
视界 面 上 的 零 短程 线 ( 称 为 视界 的 母线 )， 
沿 上 述 母 线 上 任 一 点 引入 以 时 间 t 为 参量 的 零 短 程 线 切 天 量 


jp do 
dt ` 
则 Or’ d d 
_ OL" d7 igs Pop p 
由 于 fit) Eç, ) 都 是 Kiling RÆ, W 14 也 是 Killing RB WE Killing 方程 
lui + by;p = 


= 一 Miva dy, + 22J. (3.3.11) 


3.3 黑洞 的 无 毛 和 定理 . 359 . 


现在 在 视界 上 任 一 点 引入 局 部 零 标 架 L, n”, m”, me. 其 中 I 即 沿 母线 该 点 的 切 
矢 , n+ 是 与 85p 垂直 的 法 矢 , mx, m 是 在 视界 内 的 另 两 个 切 矢量 . 视界 面 上 的 面 
元 可 写 为 

dD = (om —lym,)dA = lund A. 


= — 一 luun” dA = 一 KA. (3.3.12) 


式 中 DI” 


K=-l,. I” nS a ps 


代表 与 视界 一 起 转动 的 粒子 的 坐标 加 速度 的 内 法 i 分 量 , 也 就 是 视界 面 上 的 引力 加 
速度 , 它 满足 


H 一 pop mË 一 
K ul” =R um" = kym = 0. 


因此 , « 在 视界 面 上 为 一 常数 . 由 (3.3.11) 和 (3.3.12) 便 得 到 (3.3.1). 
PRUE 2, AM k, 能 层 内 各 点 的 拖 电 角 速度 2 具有 形式 


n =- 


933 


代入 7 =r, 便 得 到 视界 的 角速度 


式 中 


hd 黑洞 的 不 可 约 质 量 . 在 Schwarzschild 黑洞 的 情况 下 它 等 于 黑洞 的 质量 M. 

由 上 式 可 以 看 出 , 视界 上 所 有 的 点 具有 同一 个 拖 忠 角速度 , 即 黑 洞 做 刚性 转动 ， 
只 有 一 个 角速度 N. 

$ t=const, r = r}, SEAR ERNE A 


Imr? a? sin* 0 
dl? = —(r + a? cos? @)d6? — | (mr + a?) sin? 6 i dy, 
(r, +a” cos ) (r Poy +a ) sin + rh + a? cos? 0 Á 


1/2 
d00 Jay 


depp Jope 
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改 
dA = ,/gdédy, 
即 
A= [as = An(r’ + a”) 
= 8n[M? + (M* — J?)/?] = 160M}. (3.3.14) 
对 于 克 尔 -纽曼 黑洞 有 
A= am 26M? = Q? 十 2(G* NM J? 2 GM?Q?)!/?]. 
由 式 (3.3.13) 和 (3.3.14) 可 以 得 到 
J J 
M= An = 2NJ — 2NJ + rs 
而 右 端 第 二 、 三 项 为 
1/2 
in — 205 = (m - Z) = = (Mt — J?)"?, 
将 此 二 式 与 (3.3.1) 比较 , 可 知 
Kye tuys yay 
in’ p yi me 
即 
(M4 _ J?)1/2 (M4 _ J?)+/2 
K = 4n = 
MA 2M|M2 + (M4 — J?)3/2) 
= 2M2,—M? (mr) 
~ AMM? 2(r + a?) 
FE bt RZ SS A TU T (采用 CGS 制 ) 有 
4 J* 2 1/2 
K = = em 一 ye 一 oq" 
在 Schwarzschild 黑洞 的 情况 下 显然 有 = 一 -a ED Schwarzschild 黑洞 表面 
的 引力 加 速度 


由 克 尔 情况 可 知 , 当 M? = J( 或 M =a) 时 = 0. 这 可 以 解释 为 惯性 离心 力 
和 引力 相抵 消 ; 这 类 黑洞 称 为 极端 克 尔 黑洞 . 

mR J > M?( 或 者 a > M), 视界 不 存在 , PUD SPARE, 这 在 物理 学 中 是 不 可 
接受 的 . 所 以 Penrose(1968) fe ti: “..---. 是 否 存 在 一 位 “宇宙 监督 ”, 他 严禁 出 现 
裸 奇 点 , 把 每 一 个 奇 点 都 用 视界 面 履 盖 住 ?” 这 就 是 著名 的 宇宙 监督 原理 . 按照 这 
一 原理 , 不 可 能 有 J > M?. 


3.4 Rindler 变换 . 361 . 


下 面 证 明 (3.3.2) 式 : 


对 M 的 定义 式 
两 边 微分 , 得 到 
5M;, = Mir 5M — 8 
" (M? — a?)1/2 4MM?. | 
考虑 到 (3.3.13) 式 知 上 式 即 
ÒM; = PB ST (SM — 28] 


在 CGS 单位 制 中 > 


在 元 尔 - 纽 曼 黑 洞 的 情况 下 有 
SM = 28J + 5A+V80Q, 
ST 


这 是 一 个 由 闵可夫 斯 基 时 空 坐标 (X-T) 向 弯曲 时 空 坐标 (z — t) 的 变换 , 变 
换 式 为 


(3.4.1) 


(3.4.2) 


(3.4.3) 


(3.4.4) 
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在 上 述 变 换 下 , 线 元 由 闵可夫 斯 基 的 


ds? = dT? — dX’ — dY? — dZ? (3.4.5) 

化 为 
ds = x*dt* — dz? — dyf — dz? (R, LK); (3.4.6) 
ds? = —a*dt? + dr? — dy* —dz* (F, PX). (3.4.7) 


Rindler 变换 把 闵可夫 斯 基 时 空 分 为 4 个 区 域 (图 5-11), U T., X 轴 的 角 平 分 
线 划 分 . 


R 区 和 工区 是 两 个 Rindler MEK, ENS 

T 可 夫 斯 基 时 空 一 样 是 静态 的 , ARR BEB NAA 

斯 基 时 空 的 一 部 分 . R 区 和 工区 没有 因果 关系 , 可 

L R 以 看 作 互 不 连通 的 两 个 时 空 . 闵可夫 斯 基 时 空 无 内 

BWA A, 也 无 坐标 奇 点 . Rindler 时 空当 然 也 没有 内 
BAe, 但 在 z = 0 AMR. 此 处 有 


goo = T“ = 0, (3.4.8) 


图 5-11 


可 见 这 是 无 限 红 移 面 . 考虑 到 Rindler 时 “344 3 个 
Killing 矢量 (5. 2 2) 零 曲面 方程 具有 形式 


„ðf of 1 (af af\’ (af? (af 
eanas = (a) +) +) + (35) 
Of\* (afr? 


上 式 两 端 乘 以 zz 消去 SE 项 , 并 注意 SL 
得 到 具有 Rindler 半空 对 各 TER EH ins 
x = 0. (3.4.10) 


可 以 证 明 , 此 面 即 Rindler 时 空 的 事件 视界 . 

图 5-12 是 闵可夫 斯 基 时 空 的 Penrose 图 . 比 
较 Rindler 变换 和 Schwarzschild 时 空 的 元 鲁 斯 卡 变 
R, 以 及 二 者 的 时 空 图 和 Penrose A, 可 以 发 现 ， 闵 
可 夫 斯 基 时 空 对 应 于 克 鲁 斯 卡 时 空 ，Rindler 时 空 对 
应 于 Scharzschild 时 空 , 其 F 区 和 P 区 分 别 对 应 于 
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Schwarzschild #9 3% yf A Gia. 
Rindler 系 中 静止 观测 者 的 加 有 加 速度 具有 形式 


dêz dt \? 
a 911 J72 vV —911 00 (=) 

rT’ 1 

goo T 


此 式 表明 , 静止 于 xz 点 的 观测 者 的 固有 加 速度 为 一 常数, 即 观测 者 做 飞 加 速 运动 . 
WERKA HR z 增加 的 方 癌 , 惯性 力 指 加 视界 z = 0. 

在 视界 (z = 0),a 一 œ. 静止 于 Schwarzschild 黑洞 表面 的 观测 者 的 固有 加 速 
度 也 等 于 无 限 大 , 这 是 事件 视界 的 特点 ， 人 们 定义 在 视界 上 不 发 艇 的 “表面 引力 ” 
加 速度 


k= lim (a goo). (3.4.12) 
goo —>0 
对 于 Rindler 视界 有 
l 1 
K = nm, (sory) = 1. (3.4.13) 


Rindler 坐标 系 是 一 个 名 加 速 系 . Rindler HENT RAET, 是 
静态 的 , 存在 事件 视界 . 
引入 新 的 坐标 变换 


t = an, 
1 (3.4.14) 
(yz 不 变 ) 
式 中 (2, y,z,t) 为 Lindler 坐标 , Rindler 变换 成 为 
T = (= + 3 sh(an), 
i RX (3.4.15) 
X = G + e) ch(an); 
T=- Ç + e) sh(an), 
1 LX (3.4.16) 
入 二 一 G + e) ch(an); 


(3.4.17) 
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PX (3.4.18) 


线 元 为 
ds? = +(1 + a€)*dn* F dé? — dy? — dz’. (3.4.19) 
上 面 的 符号 对 应 于 RR 和 工区 , 下面 的 从 号 对 应 于 下 区 和 P 区 . 


变换 (3.4.15)~(3.4.18) 称 为 局 部 Lindler BHR. 
代替 (3.4.14), 引入 另 一 坐标 变换 


t=an, T= et (3.4.20) 


RK (3.4.21) 


T = —a~1e%sh 
ave sh(an), (3.4.22) 
= —a~te*ch(an); 
T = a` tech 
0 8 ch(an), pa (3.4.23) 
X = a tesh(an); 
T = —a~*e*ch 
ae ch(an), pg (3.4.24) 
X = —a~'e*sh(an); 
ds? = e°% (dn? — dé”) — dy? — dz”. (3.4.25) 


AP + 号 对 应 于 R 区 和 工区 , 一 号 对 应 于 下 区 和 P 区 . 这 一 时 空 的 特 扣 是 事件 
视界 移 至 坐标 无 限 远 (€ 一 -oo) 处 , 这 是 马 包 坐标 的 特点 . 由 (3.4.19) 可 得 


< = ~In(az), (3.4.26) 


可 见 上 确 是 Rindler 时 空中 的 乌龟 坐标 . 此 坐标 系 中 , 静止 观测 者 的 固有 加 速度 为 
ae-% , 视界 面 上 表面 引力 加 速度 为 k = a. 在 原点 (上 = 0), 加 速度 也 等 于 «= a. 在 
RAM, 线 元 (3.4.25) 趋 近 闵可夫 斯 基 时 空 的 线 元 . 

闵可夫 斯 基 时 空 的 零 坐 标 为 


V=T+X, U=T-X, (3.4.27) 


3.5“” 稳 态 时 空中 的 事件 视界 . 365 - 


Rindler 时 空 的 零 坐 标 为 


(3.4.28) 


(3.4.29) 


在 未 来 视界 上 , v 为 群 参量 , V 为 仿 射 参量 ; 在 过 去 世界 上 , u 为 群 参 量 , U AH 
参量 . < = 1 是 群 参量 对 仿 射 参量 的 偏离 . 
对 于 式 (3.4.21) 中 的 Rindler 坐标 , 相应 的 零 坐标 为 


v=n+f, uw=n-€. (3.4.30) 


E FKA 
V = et U = eau (3.4.31) 


在 视界 面 上 , « = a BRRRSRMHNS SN a. 


3.5” 稳 态 时 空中 的 事件 视界 


超 曲 面 方程 可 表示 为 
F(x)=0, k= 0,1,2,3, (3.5.1) 
其 法 天 量具 有 形式 
nt = Fy. (3.5.2) 
零 超 曲 面 定义 为 
n n, = 0, (3.5.3) 
或 
g” FF, =0. (3.5.4) 


对 于 稳 态 时 空 , (3.5.4) 具有 形式 
9 F 十 29 Fo3 + 9 Fi 十 g” F; + g” F3 = 0. (3.5.5) 
设 g 40, EMA SA 


F? + (g) + (29 Fos + gF} + 97°F 34+ g” F3) = 0. (3.5.6) 
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稳 态 条 件 使 Fo = 0, 上 式 化 为 


(g) E (g Fi + g F3 + 9° F3) = 0. (3-5.7) 
此 方程 可 分 为 两 个 方程 
(g00)-1 = 0 (3.5.8) 
和 
gF? 4 g™ F3 + g” F3 — 0. (3.5.9) 


(3.5.9) 的 解 和 (3.5.8) 的 解 均 满 足 (3.5.7). 
(3.5.9) 就 是 通常 稳 态 视界 的 方程 , 而 (3.5.8) 则 常 被 忽略 . 这 一 忽略 , 用 数学 的 
H R RAMEN PS JI. 


采用 拖 忠 坐标 时 我 们 有 
z,0 = —903/ 933- (3.5.10) 
线 元 可 与 为 
ds* = goodx” 十 2go3dz dz” + gudr” + goodx2 十 gaadz3- 
一 Good” + gudr! + gozdz2 十 gaadz3 | (3.5.11) 
式 中 
和 903 
Joo = Joo 一 一. (3.5.12) 
933 
容易 证 明 
ĝoo = (g")~*. (3.5.13) 


XIF, SHALE (3.5.8) 可 写成 
Goo = 0. (3.5.14) 


在 克 尔 黑洞 的 情况 下 , 坐标 为 (tm 0,0). 除了 稳 态 条 件 Fo = 0 以 外 , GAR 
对 称 , 即 Fa = 0. 于 是 (3.5.9) 简化 为 


g Fi +97 F2 =0. (3.5.15) 
不 难看 出 , (3.5.14) 和 (3.5.15) 都 化 为 同一 个 方程 
A=r* +a —2mr=0. (3.5.16) 


在 Schwarzschild 场 的 情况 下 (静态 球 对 FR), 方程 (3.5.7) 化 为 两 个 简单 的 方程 


goo = Q, g" — 0, 
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这 两 个 方程 是 同一 个 方程 , 解 为 


r 二 2m. 


对 于 Rindler BY Ze goo 一 一 了 g11 一 l. 可 以 发 现 ， 方程 (3.5.9) 无 解 ， 而 方程 (3.5.8) 
有 人 解 : 


-qzl 二 0, X=0. 


即 视界 位 于 z = 0 处 . 这 表明 方程 (3.5.7) 分 解 成 的 两 个 方程 (3.5.8) 和 (3.5.9) 是 
不 能 随便 丢掉 一 个 的 . 

熟知 , 不 是 所 有 的 零 超 曲面 都 是 事件 视界 . BAIN SELEY EE 
下 述 条 件 的 零 超 曲面 : @ 曲面 的 母线 线 汇 应 该 是 零 短 程 线 汇 ; @ 该 线 汇 的 切 天 量 
场 应 该 是 堆 Killing KEY; 这 里 说 的 零 天 量 指 null( 类 光 ) KE. 也 了 融 是 说 ,作为 
Killing 视界 的 超 曲 面 才 是 事件 视界 . 


3.6 ”黑洞 的 第 四 个 参量 


对 于 真空 Einstein 方程 , 唯一 性 定理 告诉 我 们 , 由 总 质量 M 和 和 角 动 量 J 这 两 
个 参数 所 表征 的 Kerr 度 规 是 最 一 般 的 稳 态 渐 近 平 直 黑 润 解 . 唯一 性 定理 使 我 们 能 
够 划分 质量 充分 大 的 物体 (如 质量 超过 Chandrasekhar 极限 的 恒星 ) S| FAR 
终 状态 . 真空 情况 下 , 黑 铜 只 具有 两 种 “毛发 ”或 者 说 “人 和合”, 即 质 量 和 角 动 量 . Ie 
来 物质 分 布 的 许多 特性 都 在 引力 十 缩 中 消失 了 . 正比 于 其 事件 视界 面积 的 黑洞 的 
炉 就 是 这 样 一 种 信息 丢失 的 例子 . 在 真空 情况 下 , RERE (质量 ) 和 一 极 矩 ( 角 动 
E) 外 , 原来 质量 分 布 的 所 有 其 他 多 极 怎 也 都 在 引力 去 缩 中 极 辐 射 反 了 了 

如 果 考 虑 引力 与 一 个 Abell 规范 场 (电磁 场 ) 的 耦合 , VY Aa BY A E tee A a 
Wr. 耦合 的 Maxwell-Einstein 方程 有 一 个 类 似 于 真空 情形 的 唯一 性 定理 一 一 存在 
一 个 由 Kerr-Newmann 度 规 所 描述 的 唯一 的 4 参数 黑洞 解 族 . 当 将 Abell 规范 理 
论 推广 到 非 Abell 情形 时 , 目前 并 没有 类 似 的 结果 存在 . 因为 非 线 性 的 非 Abell 理 
论 的 结构 毕竟 要 比 线性 的 Abell 情形 丰富 和 复杂 得 多 . 除了 质量 、 角 动量 和 电 ( 磁 ) 
荷 之 外 , 黑洞 是 否 还 能 含有 第 四 种 参量 呢 ? 

正如 Bowick 指出 的 那样 , 目前 仍 不 很 清楚 黑洞 是 否 可 携带 非 Abell fay (毛发 )， 
如 QCD 颜色 荷 . 为 了 研究 这 个 问题 , 必须 研究 引力 与 Yang-Mills 场 和 Yang-Mills- 
Higgs BWR, AA EYM 系统 和 耦合 EYMH 系统 . 

引力 与 SU(5) ARCHAEA 由 下 述 作 用 量 描 述 : 
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其 中 
F, = ð A, — ðA, —ig'[Az, Av], A, = AM, a=1,...,24, 
D, = 0,¢ —ig'[A,,¢], D,H = 0,H — ig’A,H, 


2/15 
g\ 1/2 
a;>0, v~10“%GeV, w~10°GeV, g = ($) e, 


这 里 g' 是 SU(5) 规范 兢 合 常数 ,，e 是 正 电子 电 蓓 . 群生 成 元 和 * 满 trà = 


5% Ato = Xe, Higgs 4 o Al H PHR SUC ) 的 24 维和 5 维 表示 . 它们 的 如 下 真 


PEE ELH SU(5) RRB SU(3)。 


ro i 的 Ga ES 


= Col.(0,0,0,0,w) 
与 (3.6.1) 式 相应 的 能 量 动量 张 量 是 


从 (3.6.1) 式 可 求 出 关于 Au, 9”, 6, H 的 运动 方程 如 下 : 
R" —1/2g4"R = dnGT””, 


(/—9)* Dyu(/—g9"" DL) = -3 mie D 
ƏV (¢, H) 


(3.6.3) 
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具有 球 对 称 性 的 最 一 般 的 静态 度 规 可 表示 为 
Juv = diag(e“, —e®,—r?,—r? sin? 0). 


这 里 u,v =t,r,0, p, A 和 B MME r 的 函数 . 为 了 求 得 球 对称 解 , 对 AL, 9, H, 假 


ie 1 
H(r) = 了 Col.(0, 0, 0, 0, A(r)), 
#(r) = diag(d1(r), %1 (r), G2() 
+63(r)f - T, —2(¢1(r) + $22(r))), 
l .. 1 、 
Aj(r) = gi tag (1 (r), J1(7), J2(7) + 5Jalr)r T, (3.6.4) 
-2 (7) + Ja(r))), 
A;(r) 一 na : (T x f )i, 
T = diag(0, 0,7, 0), r= m 


上 述 形式 是 球 对 称 且 拓扑 稳定 的 . 这 里 球 对 称 定 义 为 LxT 工 的 不 变性 (L= irx V). 
利用 上 述 假 定 , FBG EYMH 方程 (3.6.3) 简化 为 下 面 的 径 回 方程 : 


e78 (rB' — 1)/r? + 1/r° = 8uGT}, 
—e T(rA’ + 1)/r? + 1/r? = 8nGTY, 


1 
-ze A" + “A? 一 z4 B +(A- By /r = 8nGTj = 8nGT S, 
l 2 
(rJ,)" — 5r(4 + BY J, 十 pre” (Jı + Ja)hk? = 0, 
(rJ2)” — r(A 十 BY J; + -reB (J + Jah? = Q, 
1 2 
(rJ3)” — 57(4 十 已 ) J3 十 ere’ (Ji + Jz) h* 一 2eP .7 天/ 一 Q, (3.6.5) 
K” + (A — BY K'—e? K(K*-1+ 4r? ps 一 e—4(rJ3)*)/r? =0 
1 l OV 
" r(A — BY dl = ——-d’? Bb 
(roi) + 7A ) 01 79 Te Dd; 
1 l OV 
(rd2)" + 57(4 — BY ġ = -79 re go 
] OV 
(rp3) + =r(A — B)'¢3 — 2e? K?$3/r? = sg re —_, 
2 2 03 
1 12 BOV 


te [29 + 4(b4 + 65)” + 263° + 203] 
—(K? — 1)*/2r* — 4e~-4 (Jy + Jo)*h? 
+h'*/r* + g'*(Vo, H)} = TS. 


从 方程 组 (3.6.5) 的 第 一 和 第 二 两 个 方程 , 可 以 寻 出 


$; = 0, i= 1,2,3, 
J3 K =Q, (Jı + J2)h = Q. 


在 下 面 的 讨论 中 , 将 令 常数 C STS. 这 样 得 到 的 度 规 是 渐 近 平 下 的 . 利用 (3.6.8) 
式 及 无 穷 远 处 Higgs 场 趋 于 其 真空 平均 值 这 一 边界 条 件 和 Ji, K PENIS 
程 , 得 到 


(3.6.8) 
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=? | (3.6.9) 


这 里 b,c, PRBS. 注意 J = 0 的 情形 对 应 磁 单 极 解 , 而 J 关 0 的 情形 则 与 所 
谓 双 荷 解 相对 应 . 把 以 上 结果 代入 (3.6.2) AEA 


t_ mr _ GO __ __ 1 
Ti = T? = -T = -T? = T (3.6.10) 
求解 关于 A, B 的 方程 , 可 得 
2 
WA ae Bn _ 2CM , AmG(1 + 4b] + 403 + 03) (3.6.11) 


r g’? r2 


这 里 M ERTEM, 它 代表 本 文 所 求 得 解 的 质量 . 
由 于 这 里 所 得 度 规 是 浙 近 平 直 的 , 因而 , 可 利用 相应 场 在 无 田 远 处 球面 上 的 积 
分 来 求 场 方程 解 所 具有 的 电 蓓 、 磁 和 荷 和 色 荷 . 电磁 场 强 度 可 以 定义 为 


Fi, = str(Fy(r)Q(r)). (3.6.12) 


这 里 电荷 算 子 Q(r) ~ 一 ediag(—1/3, —1/3, 1/3 —27/3-7, 0). 而 通常 的 电场 强 


r—0 


RE E(r) 和 磁场 强度 B(r) 由 下 式 给 出 : 


E,(r) = F};(r) = <tr(Fos(r)Q(r)), 
1 g (3.6.13) 
B;(r) = 3 tr (eir Fx(7)Q(r)). 
从 (3.6.4) 和 (3.6.9) 式 , 可 以 求 得 
2 
Fij (r) 一 g'r? 
_ L (3.6.14) 
a f 
Foi(7) 一 Gin diag ( 
Bir) ~ 5 La (3.6.15) 
Na 是 Gell-Mann 矩阵， a = 1,:… ,8. (3.6.16) 
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从 上 述 结果 可 以 看 出 , 场 方程 解 所 具有 的 电荷 Q ir P 和 QCD Eti C 分 别 是 


(3.6.17) 
(3.6.18) 
(3.6.19) 

因此 , 如 果 
3C p24. g , a) < (GM)?, (3.6.20) 


则 我 们 所 得 的 解 就 代表 一 个 黑洞 , 它 除 了 带 有 通常 的 电荷 和 磁 荷 外 , 还 带 有 SU(3)。 
色 荷 

下 面 我 们 给 出 耦合 EYMH 方程 组 (3.6.3) 的 一 个 稳 态 轴 对 称 解 . 对 于 稳 态 轴 
对 称 情形 , 时 空 度 规 可 表示 为 如 下 形式 : 


dS? = Xdt* — Ydr? — Zd6* — Vdy? — 2Wdtdy. (3.6.21) 


HX Y,Z,V,W, 只 是 7,9 的 函数 . 为 了 寻求 场 方程 的 稳 态 轴 对 称 解 , 将 球 对 称 的 
Dokos Tomaras 假定 推广 为 如 下 的 轴 对 称 形式 : 


1 
Ao(r, 0) — gfe was (Bı, Bi, Br + — Bs, —2( B: + Br) ) 
A, =0, Ag(r,0)= (TxR) 
r — V; ON， 一 PBS, 0; 
D 
Ay (r, 0) = 75 x R),, 
1 、 
op(7, 0) = gig tes, Fi, Foa 十 了 37 了， —2( F; + F>)), 
1 
H(r,0) = —Col(0,0,0,0, /(r,0)), (3.6.22) 


g 
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其 中 


rT 


= iri’ 
R = sin cos ye, + sin 0 sin ye, + E(r, 0) cos Jez, 


E = r + af cos? 0. 


B;,C, D, E, F; I Be r, 0 的 函数 .显然 , 当 转 动 参数 a = 0 时 , (3.6.22) 式 应 回 到 
(3.6.4) A, 故 应 有 


T = 1/2diag(0,0,7,0), # 


D/S = (K(r)—1)/r, a=0. (3.6.23) 
E=1, F,/S=¢,(r), I =A(r). 


对 于 a 关 0, 即 轴 对 称 情形 , 将 (3.6.21) 和 (3.6.22) 代入 耦合 EYMH 方程 组 (3.6.3)， 
我 们 很 幸运 地 找到 了 场 方程 的 一 个 严格 解 如 下 : 


Bı = bir = — Bo = bor, Bz 一 b3r — Q COS 0, 


5 1 
C =-~: 2357 ww 
r sin” + Ecos? 6 


r? +a? — bsrasin@ tan 0 


D=—(r+bsacos@), B= —— -praos (3.6.24) 


其 中 , b; 是 积分 常数 , P Q, C8 的 值 由 (3.6.17) RAH. 可 以 看 出 , M 代表 质量 , a 代 
表单 位 质量 的 角 动 量 . 至 于 PQ,03, 利用 与 上 节 同 样 的 分 析 方 法 , 即 可 得 出 它们 
Ay Fi RAS ea. Hay Al SU(3)。 Etr. 
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从 度 规 表 达 式 (3.6.25), 可 以 证 明 存 在 如 下 事件 视界 : 


1/2 
rE = GM + (em) —a* — — (P + (Q + (c) ) (3.6.26) 

因此 , 厂 
a? + = (P + “(Q + (C3)?) < (GM)’, (3.6.27) 


则 本 节 记 给 出 的 解 就 代表 一 个 具有 电荷 、 磁 价 及 SU(3)。 色 葆 的 旋转 黑洞 . 进一步 ， 
在 条 件 (3.6.27) 下 , 可 求 出 黑洞 的 无 限 红 移 面 为 


1/2 
r+ =GM + (em) — a* cos* 0 — 3G (P + (Q + (c) (3.6.28) 


注意 “利用 度 规 表达 式 (3.6.21), (3.6.24) 和 (3.6.25), 可 计算 出 Einstein KE 


By = Ry — 50 及 的 非 零 分 量 为 


] 


4Y p 


+ Z 2X ORV + 3V 3o X + 2WAZW + (W)? — (X3 V + WO9W) do (nF) 


+ ary 202 + 202Y — 0,Z0,(InY Z) — ðY Oo(In¥ 2)), 


Í 
Et = — — 
P 4Y p 


— Z 206(W eV 一 VOoW ) 一 (WV — Vôo W ) 06 (in) 


E; 2x OV +OVOX+2WOW + (0,W)* — (X0,V + WO,W)0, (in) 


Y 
ouwa.v - vam) - wa,v - vama, (m2) 


r 
1 
+ qzp P — DopAe(InpZ) — BoX OoV — (BoW)”), 


] 
br = — Ay p 20r 0P — -p (lnpY ) — ð, (nZ jop 
— (rX ðo V + 09X0,V + o WoW), 
1 


E’ = Fy 2 — 0,p0,(InpY) — 0,X0,V — (0,W)?) 


Í 
+ qzp 00P% (ny ) + Op X Op V + (OgW)”], 


Or pOr (InZ) + Or Zor V + (0,W)*] 


EY = 2V07X +0,X0,V + 2WA2W + (0,W)? 


— (Vô, X + Wô, W )o. (in ) | 
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Ji 
+ — 


4Zp 2V0 X + oX oV + 2W 03W + GALAK 


] 


W7 [20°Z + 205Y 


一 (Vô X + W OoW )Oo (in | + 


— 0,Z0,(InY Z) — Oo0Y Opln(Y Z)I, 


这 里 p = XV +W?, J-g = (PY Z)!/2. 从 (3.6.22) 和 (3.6.24), 经 过 宛 长 的 计算 ， 


有 
Fir = ding(D li, T2 + ITs:7/2,—2(T1 + £)), 
Fig = ee diag( AL Ay, Ag+ A3f-7/2,0), Fry = 9, 
Fon = = yang 0 0, A3(r? + a”) sin OF -7/2,0), 


1 . ,9 ， 、 
For = gi 52 dat (0, 0, —Is3a sin? OF - T/2,0) Fre =), 


Duo = 0, p= t,7, 0, 9p, DH = 0, 4 =t,7,6, 9, 
(在 推导 D,H = 0 时 , 利用 了 关系 Bi = —Bo,) 其 中 


I, = b] (r? — a’ cos? 0), I2 = be (r? — a’ cos” 0), 
Ts = —2ra cosb + b3(r? — a° cos? 0), 

(Bı = -B2 > bı = —bz > Ii + Io = 0), 

A, = —2bıra cos, 42 = —2bəra cos ð, 

A3 = —2b3racos 0 — (r? — a° cos? 0) 

(Bı = -B2 > bı = -b= Ai + Ag = 0). 


为 了 得 到 能 - 动 张 量 的 明显 表达 式 , KAIAFA g. 按照 (3.6.21), 它们 
WEN 


, 9 = —— p= XV + W°. 


将 上 述 式 子 代入 (3.6.2), 可 求 得 能 量 -动量 张 量 的 非 零 分 量 为 


3 2 1 
Tt 一 ~ 2 二 / 门 2 8\ 2 a 2 2 - 2 _ T? 
t= 3 (P + 3(Q + (08) Fa(" + a*(1+ sin’ 6)) T$, 


利用 前 面 所 给 出 的 一 系列 结果 , 经 验证 (3.6.24) 和 (3.6.25) AEA EYMH 方 
FEAL (3.6.3) 的 一 个 严格 解 . 


第 4 章 经 典 黑洞 热力 学 


1973 年 , Bekenstein 指出 , 可 以 在 黑洞 物理 学 中 引入 热力 学 概念 一 一 黑洞 也 
RAR A. 黑洞 的 粹 是 以 它 的 面积 表征 的 . 与 此 相 联 系 , 我 们 首先 讨论 黑洞 物 
理学 中 最 重要 的 一 个 定理 . 


4.1 经 典 黑 镁 的 面积 不 减 定理 


经 典 Schwarzschild 黑洞 的 面积 唯一 地 取决 于 质量 , 而 经 典 Schwarzschild 黑洞 
的 质量 不 可 能 减少 , 所 以 它 的 面积 不 减 是 不 言 而 喻 的 . 一 般 黑 洞 没 有 这 么 简单 , 面 
积 不 减 这 一 结论 是 需要 证 明 的 . 

面积 不 减 定 理 的 一 般 证 明 是 霍金 于 1972 年 给 出 的 . 

Penrose 于 1968 年 给 出 一 定理 , HARE: 黑洞 的 视界 以 零 短 程 线 为 其 母线 
(generator) ; 沿 看 逆 时 间 方 癌 母 线 可 能 在 视界 上 的 某 一 焦 散 点 (caustic) 离开 视界 
而 进入 外 部 空间 , 顺 看 时 间 方 向 母 线 一 旦 进入 视界 将 不 会 再 离开 视界 , 而 且 和 母线 水 
不 相交 叉 ; 母线 通过 视界 上 任 一 点 ( 焦 散 点 除外 ) 有 一 条 且 仅 有 一 条 .此 定理 的 证 
明 如 下 . 

过 视界 上 任 一 点 都 只 有 一 条 零 短 程 线 . 如 果 有 两 条 零 短 程 线 在 视界 上 一 点 处 相 
AC, 则 过 此 后 的 局 部 光 锥 一 定 要 与 视界 相交 , 这 显然 是 不 可 能 的 . 这 表明 , 视界 以 零 
征程 线 为 母线 , 且 母 线 在 视界 上 水 不 相交 . 

如 果 沿 看 顺 时 针 方 向 , 母线 在 视界 上 一 点 离开 视界 , 则 沿 此 母线 上 的 点 的 逆 时 
JA, 母线 的 切 天 量 就 是 该 点 过 去 局 部 光 锥 与 视界 的 切 矢 量 . 又 沿 这 一 母线 的 顺 时 
e177 hl, 母线 只 能 在 该 点 的 未 来 局 部 光 锥 面 上 , 由 于 零 短 程 线 在 该 所 的 切 天 量 是 唯 
一 的 , 改 沿 顺 时 针 方 同 , 该 点 的 母线 就 是 未 来 局 部 光 锥 与 视界 的 切线 . 这 就 证 明了 ， 
一 旦 母线 进入 视界 就 将 永 不 离开 视界 . 

我 们 认为 光波 的 波长 足够 短 , 以 至 于 在 局 部 时 空中 可 以 把 它 看 作 平面 波 . 这 样 ， 
光 的 传播 便 遵守 几何 光学 的 基本 定律 . 

jE MIRAE 


可 以 证 明 
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实际 上 , 我 们 有 


EB = BE 
= (5 + Tt pre) UP =K,..U’ =0, UP NR. 
矢 势 可 以 展开 为 
A, = (a, + eb, + ec, +--+ elle, (4.1.2) 
其 中 
0 = kut”, 
ev ASS A< L, L 即 几何 光学 适用 的 空间 线 度 . 由 广义 相对 论 真空 才 克 斯 
韦 方 程 
Fw = Avsp — Ap;v, 
Fi = 0, 
44 = 0, (4.1.3) 
可 以 导出 
-AHY + REA” =0. (4.1.4) 
实际 上 
Fey = gr g’P yo, = 9g"? (Axpo — Apa) = AY — A =0. 
而 


Av = gh gh? Apr = gtrgr?(— ov Ma + Ap;va) 
= -RIV Aa + AF = 一 有 Aa. 
此 即 (4.1.4) sR. 由 (4.1.2) 式 可 以 得 到 
A, = | (aË + eb? 十 hi + rola 二 eb” ++... } el@/e 
— Aly + RLA = Sh" ry (a + eb" +.) 
一 2K” (at +eb*+---)y— KY, (al + eb’ +.) 


- (a teb bo) + RE + eb +) el = Q. 


合并 同 阶 项 , 令 其 为 零 , 得 到 
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于 是 得 到 天 量 振幅 的 传播 方程 


ak + zka" = 0. (4.1.5) 


1 
2 


对 标量 振幅 的 传播 方程 而 言 , 先 引 入 
On = afy, 


fu Fe FARA RS H. fu JE 一 L. 则 


” ay = =K” a” a, = —a 


— Delt 
= 2K Oe H H? 


故 得 标量 振幅 的 传播 方程 为 


1 
ka., 一 一 a (4.1.6) 


我 们 可 以 把 上 式 写 成 一 个 微分 守恒 定律 


Ha? 2H 一 
K a, 十 Q kK, 0, 


RẸ 


(af k”); =0. 


) 


取 如 图 5-13 所 示 的 光束 超 曲 面 , 应 用 高 斯 定理 , 有 
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/zeovdz 一 J (nav, 


-J (a*K")dV,, + | (a*K")dV u = 0. (4.1.7) 
V(1) V (2) 


Af SEWER, V 是 三 维 超 曲面 , WSS SOT, EP en (端面 ) 与 
Se A. 由 此 可 以 得 到 积分 守恒 量 


J (af k”)dV, = const. 


它 在 光 的 传播 过 程 中 保持 不 变 , 这 日 然 解释 为 光 通 量 . 
对 于 一 个 无 穷 小 光束 而 言 , 设 它 在 如 时 刻 的 截面 或 等 位 相 面 为 o, 则 上 述 积分 
守恒 量 可 改写 为 
ao = 常数 . 


亦 即 d(a*c) 


a 一 (a0); uK” = 0, 
AF 入 EAR RIN 5 BS 
利用 (4.1.6) 式 即 得 在 光束 传播 过 程 中 , 光束 截面 积 的 变化 规律 


KO. = Kio. (4.1.8) 


最 后 ,我 们 由 自由 电磁 场 方程 和 Einstein 引力 场 方 程 来 推导 一 个 重要 的 几何 
光学 定理 , 即 光 线束 聚焦 定理 


2-1/2 
2 一 一 (2 十 5 Rann” ) 01/2， (4.1.9) 


式 中 


实际 上 我 们 有 
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XH Kin’ = 0 得 
(KK );u =O= KEK + KK, 
或 
Kuuk = —kKiyk.,, 


以 之 代入 上 式 即 得 (4.1.9) 式 . 现 引 入 能 量 正定 条 件 


Too 2 0. 


在 (4.1.9) 式 中 62 = Arey’ — Ht)? 是 一 个 广义 协 变 标量 , 引入 局 部 惯性 系 后 


上 述 不 变量 在 局 部 随 动 惯性 系 中 , Tos = To = 0. 


KT pK KR = K(Tookoko + T33K3K3) 一 K(Too + T33)k0. 


考虑 到 Too = pc? 是 能 量 密度 , Tss 是 压强 p, CAIN WA pc? > p, BM 
需 Too 或 能 密度 非 负 , 即 有 


Ruk” r” > 0( 所 谓 零 会 聚 条 件 ). 


这 就 最 后 证 明了 
d2g1/2 
a <0. (4.1.10) 
ay, 
即 光 束 截面 增长 率 SO 沿 光束 传播 方 向 永 不 增加 


下 面 我 们 证 明 霍 金 的 面积 不 减 定理 : 若 宇 宙 监 督 原理 成 立 , 能 量 正定 条 件 成 立 ， 
MAARA, A Rid SY Ah TEAR ZK AN RZD 

实际 上 , 可 以 把 视界 上 的 母线 分 成 无 限 多 个 无 穷 小 线束 , 对 于 任 一 线束 有 (4.1.10) 
式 , BẸ 
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所 以 曲线 还 是 凸 的 , 肯定 要 与 入 轴 相 交 . 这 就 是 说 , 经 过 有 限 长 时 间 [对 应 于 (A - 
`o), 使 得 o1/2 = 0, 在 视界 上 同一 线束 中 的 诸多 条 母线 互相 交叉 , 这 违背 Penrose 


定理 . 因此 , 要 么 是 由 于 我 们 的 假设 do ”0 不 合理 ; 要 么 线束 中 的 母线 在 交叉 
之 前 已 落 入 奇 点 , 这 导致 奇 点 裸露 A i VEEE 既然 前 提 是 遵守 宇宙 监 
督 原理 和 Penrose 定理 的 , 就 只 能 是 ae > 0. 即 任 一 母线 束 的 截面 积 在 顺 时 针 


方向 不 减少 , 故 整个 视界 面积 (线束 截面 面 积 之 和 ) 永 不 减少 , 于 是 证 明了 黑洞 视界 
面积 不 减 定理 


4.2 Ze Be A yal AS va BE 
考虑 一 个 由 热源 、 冷 源 和 工作 物质 组 成 的 热机 (Geroch 引力 热机 ), 如 图 5-14 


BIZ. 
(OUR: SOR ALS ki. 
热源 : 距 黑洞 无 限 远 处 一 个 含有 (UREA T 的 ) 
iia ree SEY EN AAV ER. 


循环 过 程 : 盒子 由 热源 处 逆 满 热 辐 射 ， 绥 慢 地 
TTT 移 到 黑洞 视界 附近 , 这 一 过 程 系统 (引力 ) 对 外 做 功 
Ai; 打开 盒子 , 将 质量 为 ôu 的 辐射 注入 黑洞 ; 盒子 
KE, 缓慢 地 升 至 热 库 处 ,这 一 过 程 外 界 对 系统 做 
功 Ao. 
在 一 个 循环 过 程 中 ,系统 对 外 界 做 功 (41 — Ac). 从 热源 吸出 热量 Q = Op. 此 


热机 的 效率 为 
41 -4 A, — Az 


R on 


(4.2.1) 


4.2 经 典 黑 洞 的 温度 和 入 . 383 - 


设 盒子 (静止 的 ) 中 心 与 黑洞 视界 的 固有 距离 为 我 们 下 面 将 证 明 , 这 时 盒子 
和 黑洞 的 结合 能 为 
B = p(1— kd). (4.2.2) 


AF 为 盒子 在 渐 近 平 直 空间 的 质量 , k 是 黑洞 表面 的 引力 加 速度 ,d 远 小 于 黑洞 
半径 . 我 们 有 
Aj = B = mel 一 Kd), 
Ag = (p — du)(1 — kd), 
Aj 一 Ag = ôu(1 — kd), 
于 是 (4.2.1) 给 出 效率 
n=1-kd. (4.2.3) 


下 面 证 明 式 (4.2.2). 
有 电磁 场 存 在 时 , MMAR EB 


S= | Lar 


,/ 05 OS 
g” (= 一 cA, (让 一 cA, ) +p? =0. (4.2.4) 


AF e Al pu 分 别 为 荷 电 质点 的 电荷 和 静 质 量 , A, 为 电磁 4 天 , 7 为 图 有 时 . LAS 
为 


dS oS. 
于 是 三 义 动 量 可 写 为 at as 
克 尔 -纽曼 时 空 有 两 个 Killing 矢量 : 元 入 > 广义 动量 的 4 个 分 量 可 表示 为 
OS d 
P, 一 Or 一 5 lr); 
OS d 
Po = BY) 一 qq (8), 
OS 
Po = ðo = nm, 
P, = 93 = —W, (4.2 T) 
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RP R(r) 和 H (0) 分 别 表示 分 离 变 量 后 的 径 向 函数 和 横向 函数 , m 为 磁 量 子 数 , w 
为 质点 能 量 . 分 离 变 量 后 , 径 向 方程 和 横向 方程 具有 形式 


a (E) Fort Mat Qe si -aa 
(8) + = ~ avsing) + paž cos0 = K (4.2.9) 
AM, Q 和 a 分 别 为 黑洞 的 质量 , 电荷 和 比 角 动 量 , K 为 分 离 变 量 常 数 . 
A=(r—r,)(r—r_) =r* +a + Q? — 2Mr, (4.2.10) 
r+ = M + Y M2? - a? — Q?. (4.2.11) 
把 (4.2.7) 代入 (4.2.8), 得 到 
lw(r? +a?) — (aP, + Qer)? = (P, A)? + (pr? + K)A. (4.2.12) 


(4.2.13) 
(4.2.14) 
对 于 无 限 远 处 的 观测 者 , Ae 2 SP A LES) J a a XE 
r = const, @=const, p= 一 
33 
P, = Po = 0, 
Pp = pU3 = jg3aaU” = (a + ssa | = 0. (4.2.15) 
由 此 可 知 
m = 0, (4.2.16) 


BN TERE BARE OL, 质点 不 转动 . 考虑 不 带电 质点 的 正 能 态 , (4.2.13) 可 简化 为 


(p2r? + K)4]1?. (4.2.17) 


w 6 很 小 , HA 
r= Tr} + 0, (4.2.18) 
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Ir OU 

2 2 2 2 十 QH 

Kw K)t1 

pre + (u ri + (+ ) 

A = 26(r4 — M). (4.2.19) 


(ur? + K)1/2 . 


26(r4 — M)]/2. (4.2.20) 


e a 2 
dl? = Tijdz dx? = gi ar* + 区 一 go ) dy’. (4.2.21) 


dl = —P dr. (4.2.22) 


为 视界 表面 的 引力 加 速度 . 
由 (4.2.15), (4.2.16) 和 (4.2.9) 可 得 


K = w?a? sin’” 0 + p7a’ cos” 0, (4.2.28) 


代入 (4.2.26), 得 到 
(4.2.29) 
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由 (4.2.26) 知 w 和 d 是 同 阶 小 量 , 故 右 端 括号 中 第 一 项 与 第 一 项 比较 可 略 去 , 于 是 
有 

w = pkd. (4.2.30) 
此 即 视界 面 附近 一 质点 具有 的 引力 势能 (无 限 远 处 观测 ). Ue ie ra er LE Fc ke 
处 , 其 能 量 为 u, 因此 , 当 此 质点 静止 于 视界 面 附近 时 , 其 引力 结合 能 为 


B = p—w = pl — kd). 


此 即 式 (4.2.2). 

下 面 我 们 继续 讨论 Geroch 引力 热机 的 效率 (4.2.3). 当 d — 0, M n — 1 
Ceroch(1971) 由 此 指出 第 二 类 永 动 机 的 可 能 性 . 但 是 Bekenstein(1973) 指出 , 量子 
力学 原理 不 允许 b= 0, 给 出 了 盒子 大 小 的 下 限 , 因此 效率 仍然 小 于 1. 

假设 盒子 是 边 长 为 ! 的 正方 体 , 盒 内 充满 温度 为 了 的 热量 射 . 显然 热 鲁 射 的 最 
大 波长 为 


或 


Vmin ~ c/l. 


ATE GE SAL oe | 
yw = 2.822kT/h, 


式 中 为 波 尔 兹 曼 常 数 . 我 们 有 


BH 


于 是 有 


代入 (4.2.3), 得 到 
n<1- pr (4.2.31) 


Fy — 7a il, H FAEERE 


n<1—-—. (4.2.32) 


式 中 Tp 为 黑洞 ( 冷 源 ) 的 温度 . 人 们 发 现 , 式 (4.2.31) 和 (4.2.32) 惊人 地 相似 , 黑洞 
具有 温度 


TB = Pr, (4.2.33) 
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Tp = Bw/c? = ħk/ck (CGS 单位 ). (4.2.34) 


此 式 表明 , 黑洞 的 热力 学 量 和 它 的 引力 参量 有 着 密切 的 联系 . 由 于 式 中 还 含有 普 明 
WPA, 此 式 表 明 黑 洞 温 度 还 具有 量子 论 方面 的 性 质 . 

由 上 面 的 讨论 可 知 , A (4.2.34) 适用 于 克 尔 黑洞 和 元 尔 -纽曼 黑洞 . 对 于 Sch- 
warzschild 黑洞 这 一 特殊 情况 , 我 们 有 


c= E _ he 
= AGM’ ke? 
hc? Mo 
Tp = ~ 1907’—§. 4.2.35 
B= GME ~V Mm | ) 


此 式 表 明 Schwarzschild 黑洞 的 温度 由 其 引力 质量 唯一 确定 . 质量 越 大 的 黑洞 , 温 
度 越 低 . 当 M ~ Mo, W Ts ~ 1077K. 可 见 质量 大 的 黑洞 次 度 接 近 绝对 零度 . 而 当 
M ~ 10159, Tg ~ 102K. 可 见 原初 小 黑洞 的 温度 极 高 , 约 为 太阳 中 心 温度 (~ 10K) 
的 10 万 倍 . 

黑洞 具有 非 零 温度 , 按 热力 学 第 二 定律 , 黑洞 应 该 有 辐射 , RATER, 这 
与 经 典 黑洞 理论 矛盾 . 要 解决 这 一 矛盾 , 必须 突破 经 典 ( 非 量子 ) 的 概念 . 1974 F, 
霍金 论证 了 黑洞 的 量子 辐射 , 从 而 解决 了 这 一 予 盾 . 我 们 将 在 第 6 章 中 专门 讨论 黑 
洞 的 量子 辐射 . 

现在 我 们 继续 讨论 建立 在 黑洞 温度 概念 基础 上 的 黑洞 热力 学 问题 . 

在 热力 学 中 , 可 以 证 明 , 对 于 一 个 转动 物体 有 


SM = TSS + NJ. (4.2.36) 


A 
SM =T5 (5) + RÒJ. (4.2.37) 
比较 上 二 式 , 可 认为 黑洞 作为 一 热力 学 系统 , RAW 
A 


me te A 5 Re AR GE, 即 与 其 引力 半径 的 平方 或 质量 平方 成 正比 . 因此 , 一 
颗 恒星 的 质量 为 M, WA Sm, WSR a, SS ROR INA 


—— = aM. (4.2.39) 
Sm 
对 于 太阳 ， SO ~ 10% erg K-t, = Mpg = Mo AY 有 SB te 10° erg K-t, 所 以 
SB 一 cj 一 1078. 
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从 而 有 


(4.2.39) 具体 化 为 
=? — 198 —_. (4.2.40) 


BY Sl fe ey Se BS, 信息 量 减少 . 
Bekenstein 曾 指 出 , 在 上 式 中 令 


得 到 
MP = 10*°g, Trin S 107 tcm. (4.2.41) 


1X FE BY URRA R EEMMERI RARE PPR. 这 类 最 小 的 原 
初 小 黑洞 所 含 核子 数 为 10, 恰 等 于 静电 与 引力 的 比值 , 它 的 寿命 怡 等 于 衬 宙 的 年 
R. 这 些 看 似 巧合 的 事情 究 竞 反映 了 自然 界 的 什么 内 在 规律 至今 尚 不 清楚 . 


4.3 ”黑洞 热力 学 的 基本 定律 


前 面 的 讨论 可 以 总 络 为 黑洞 热力 学 的 四 条 基本 定律, 
1. RAF HERE 


黑洞 可 以 定义 温度 . 由 于 稳 态 黑洞 的 表面 引力 加 速度 在 视界 面 上 是 恒定 的 ， 
此 可 以 按 (4.2.33) 定义 温度 . 


2. 热力 学 第 一 定律 


ÒM = TÒS + (20J + Vow. 


式 中 ， 


r+Q 
T = = —, V= . 
Pr, 9 823’ r4 +a? 


3. 热力 字 第 二 定律 


(Sz + Sm) = 0, 
AP Sm Fy el Al ER. BE RRRA BN Ed KAN 


4. 热力 学 第 三 定律 


不 可 能 通过 任何 有 限 步骤 把 黑洞 的 表面 引力 加 速度 e 降 到 零 . 
下 一 章 将 讨论 黑洞 热力 学 的 量子 修正 , 假定 读者 已 经 熟悉 热力 学 中 各 个 量 和 各 
个 方程 , 熟悉 量子 统 夺 和 量子 场 论 的 知识 . 
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51 离 元 与 即 元 
按照 黑洞 物理 中 的 热力 学 类 比 , 爱 因 斯 坦 引力 理论 中 的 黑洞 烂 (4.2.38) TEX 


H 
SBHE -全 (5.1.1) 


式 中 AM 是 黑洞 视界 面积 ,1 = (AG/c3)1/? PRATER EE. 在 黑洞 物理 中 , Bekenstein- 
Hawking fj SPY 的 基本 地 位 与 普通 热力 学 中 的 相同 . COO RAS BB 
能 对 系统 温度 的 偏 导 数 决 定 . 在 欧 氏 方案 中 , 目 由 能 直接 与 真空 爱 因 斯 坦 方 程 的 规 
则 欧 氏 解 (Gibbons-Hawking ET) 的 欧 氏 作用 量 相 联系 . 按照 热力 学 第 一 定律 , 黑 
洞 的 热力 学 燃 定 义 为 


dF = —S°? dT. (5.1.2) 


式 中 了 为 系统 温度 , 目 由 能 既 仿 经典 ( 主 级 ) 页 献 , 又 含量 子 (A) 修正 . 因此 , 热 
TIF RGR TS SAR (ER) 部 分 SPE 以 外 , 还 应 含有 量子 修正 STP 


9 一 9 十 S1 (5.1.3) 


为 了 得 到 ST? 须 比 较 两 个 平衡 位 形 , 为 此 , 通常 确定 ST? 的 计算 都 以 规则 G-H BF 
子 作 为 背景 度 规 . 这 种 计算 方法 称 为 即 元 (on shell) 方法 . 

黑洞 热力 学 的 基本 问题 是 其 统计 力学 基础 . 这 个 问题 包括 三 部 分 : OC XB 
的 内 在 自由 度 ; OAS He SSM = -tr(pHln66), 密度 矩阵 oF 描述 动力 学 自 
由 度 ; @ 建 立 SM 和 STI 之 间 的 关系 . 

HERPEX, 我 们 使 用 了 “统计 力学 燃 ”, 以 强调 SM 是 按 统计 力学 规则 人 计算 
得 到 的 . 至 于 密度 矩阵 p, 其 形式 和 性 质 依 赖 于 具体 模型 ,本章 我 们 考虑 一 类 模型 ， 
黑洞 的 内 部 上 自由 度 就 是 其 量子 激发 , 这 种 想法 最 近 有 不 少 文献 采用 . 这 类 模型 的 共 
同 特点 是 所 考虑 的 6 EAK, 有 大 量 文章 就 各 种 黑洞 模型 计算 了 统计 力学 燃 . 我 们 
下 面 力图 阐明 这 些 计算 结果 和 可 观测 的 热力 学 黑洞 恼 5ST? 之 间 的 关系 . 

应 该 指出 , 对 于 黑洞 , STO 和 SSM 之 间 的 关系 并 不 简单 . 通 第 的 热力 学 系统 ， 
STD = SM, 而 黑洞 具有 与 其 他 热力 学 系统 不 同 的 性 质 . 在 热平衡 态 下 ,黑洞 质量 
M 是 温度 了 的 普 适 函数 . 但 是 质量 唯一 决定 黑洞 几何 ， 从 而 决定 了 拍 述 其 量子 激 
BCH Me aS BN A Say. 这 个 性 质 带 来 两 个 后 果 : © STP 与 SSM 对 黑洞 来 说 是 不 
相同 的 ; @ 计 算 SSM 并 与 STD 比较 要 用 离 壳 (of shell) 方法 . 这 就 是 必须 把 温度 T 
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和 黑洞 质量 M 看 成 独立 参数 . KSB TA Tey = (8xM)-! 时 , 不 存在 规则 真空 
欧 氏 解 . 这样, 只 能 考虑 非 真 空 引力 场 方程 解 的 背景 度 规 , 或 者 去 掉 视 界 附 近 的 时 
空 , 使 解 不 完整 , 二 者 必 居 其 一 . 在 这 两 种 情况 下 , 自由 能 的 计算 都 会 遇 到 问题 ， 甚 
至 其 结果 会 依赖 于 具体 离 充 方法 的 选择 . 

下 面 我 们 将 给 出 黑洞 科 不 同 定 义 之 间 的 关系 . 我 们 还 将 讨论 并 比较 各 种 离 充 方 
法 ( 砖 墙 , 顶 角 奇异 性 , 钝 锥 , 体积 截断 )， 以 及 它们 与 即 这 方法 之 间 的 联系 . 我 们 就 
一 个 简化 了 的 2 维 模型 说 明 这 些 联系 . 这 是 因为 在 这 简化 模型 中 所 有 计算 都 能 精确 
进行 . BIDAR A HAD SSS ST A, 我 们 可 以 找到 单 圈 修正 的 STP 和 
SSM 之 间 的 关系 . 其 中 一 主要 结果 是 , 在 所 考虑 的 二 维 模 型 中 , BTA Si 
的 单 圈 贡献 SIP 可 写成 


STP = 98M _ 98M + AS. (5.1.4) 


式 中 SSM 是 在 Rindler 2A ATAR NSH SH, AS 是 一 附加 的 有 限 修 正 , 来 源 
于 量子 效应 引起 的 视界 改变 . 用 砖 墙 和 体积 截断 方法 所 计算 的 箭 直接 和 SSM FAR, 
EEEF Inc, 在 二 维 情况 下 是 发 散 的 ， 其 中 e 是 离 视 界 的 距离 ， 态 外 , AMAR 
异性 和 和 钝 锥 方法 计算 的 炳 与 (SSM 一 SRM) 相符 . 因为 SSM 中 的 对 数 发 做 项 怡 好 与 
Rindler 燃 中 的 发 艇 项 抵消 , 所 以 它 是 有 限 的 . 

如 所 知 , 决定 自由 能 的 单 图 有 效 作 用 量 含 局 域 过 外 发 散 . 为 了 得 到 定义 很 好 的 
有 限量 , 须 重 整 化 . 通常 假设 裸 经 典 作 用 量 所 包含 的 局 域 结构 与 单 圈 计 算 中 出 现 的 
相同 . 在 重 整 化 过 程 中 , 通过 对 经 典 作用 量 中 耦合 各 数 的 重新 定义 , 可 以 去 掉 局 域 
单 图 发 散 性 . 在 我 们 的 讨论 中 , 假设 此 重 整 化 一 开始 就 已 完成 , 我 们 把 重 整 化 的 可 
观测 量 当 作 即 元 解 的 参数 , 这 时 ， 重 整 化 的 单 图 有 效 作 用 量 是 有 限 的 . 影 啊 此 解 的 
量子 修正 可 视 为 对 大 质量 ATER Re) 黑洞 的 微 扰 , 我 们 发 现 , 用 可 观测 参 
数 表示 的 所 有 黑洞 热力 学 特征 量 都 是 有 限 的 , 且 其 定义 不 需要 普 明 殉 矿 度 的 物理 知 
识 . 下 面 我 们 首先 重 漫 欧 氏 方 案 的 主要 特征 ,， 并 给 出 我 们 要 讨论 的 燃 的 一 般 定义 ， 
然后 讨论 二 维 模 型 和 即 元 、 离 充 方 案 . 


5.2” 欧 氏 方 案 和 热力 学 燃 


用 欧 氏 方案 解决 黑洞 热力 学 问题 的 出 发 点 是 配 分 函数 Z(G) 和 有 效 作 用 量 W(B). 
一 个 有 黑洞 存在 的 系统 , 其 自由 能 由 路 径 积 分 定义 


e (8) = 7(B) = J [De]e 7?!’ (5.2.1) 


AP I[9] 是 欧 氏 经 典 作用 量 , 而 所 有 的 物理 量 6, 包括 引力 场 gjy, 在 欧 氏 时 间 + 上 
者 假定 为 周期 性 的 或 有 反 周期 性 的 (依赖 于 统计 ), 周期 为 Bo. (5.2.1) 中 的 度 规 是 浙 
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ITY AW, 参数 .的 倒数 是 空间 无 穷 远 处 测 得 的 温度 . 假定 积分 测度 [Do] 是 协 
ZEW E. 
计算 Ww 的 标准 方法 是 用 半 经 典 近似 . E po 是 I[g] 的 稳 态 点 , 即 若 


= 0， (5.2.2) 


则 有 分 解 式 
Ilpo + 4] = Ilgo] + Rl] +, (5.2.3) 


AF Ip 是 线性 化 作用 量 中 对 涨 落 6 为 二 阶 的 部 分 , 而 省 略 号 代表 o 的 高 阶 项 . 由 
此 可 得 


Z(3) =e 190! | Dije- = e/I¢0l 7, (8). (5.2.4) 
式 中 对 方 的 高 斯 积分 可 用 相应 的 波 算 符 D; 的 行列 式 表示 
2 三 2alto = IT {det[—"D;($o)]} =. (5.2.5) 


算 符 Di 由 作用 量 的 二 阶 部 分 = > / dsVg8D;5 决定 ,其 显 式 依赖 于 自 施 j. 例 


如 , 对 于 d 维 空 间 中 共 形 不 变 的 无 质量 标量 场 , Do = A—(d—2)[4(d—1)]“1R. Ñ 
中 A = VV! 是 拉 普 拉 斯 算 符 , R 是 标 曲 率 . 常数 e 是 一 任意 的 重 整 化 参数 , 量 
纲 为 长 度 , 且 不 依赖 于 场 位 形 $. 由 (5.2.5) 可 以 写 出 单 圈 近似 下 的 有 效 作 用 量 


W(G) = I|¢0(B)] — In Z1(6) = I0 (8)] + Wil¢o0(B)]. (5.2.6) 


单 圈 页 献 Wi[do] RPA AN, 且 像 通常 一 样 , 经 典 作 用 量 这 样 选 择 , WARRE 
新 定义 I PRA HA, 就 能 去 掉 Wi 中 相应 的 局 域 发 艇 性 . 现在 , 我 们 假定 这 些 
程序 已 经 完成 , 且 经 典 作用 量 是 用 重 整 化 参数 号 出 来 的 , $o ARREA. Wi EE 
整 化 的 单 圈 作用 量 . (5.2.5) 中 参数 jy 选择 的 任意 性 对 应 于 重 整 化 后 作用 量 可 附加 
一 有 限 部 分 . 

为 了 把 这 个 一 般 方案 运用 于 黑洞 情况 , 我 们 假设 黑洞 不 旋转 , 不 傈 电 , BAF 
TEXT ERE BOR, 使 得 所 有 场 的 平均 值 除 引 力 场 外 均 为 零 . 而 且 , 为 了 给 出 引力 场 ( 真 
T) 方程 的 渐 近 平 直 解 , 取 重 整 化 宇宙 常数 为 零 ， 其 解 代表 一 个 Gibbons-Howking 
BS, 它 在 欧 氏 视界 处 规则 . 在 爱 因 斯 坦 理论 中 ， 此 有 鼎 子 由 Schwarzschild BRL 
述 ， 且 只 依赖 于 一 个 常数 ， 即 黑洞 质量 m, 这 一 度 规 在 视界 处 规则 的 具体 含意 是 
Boo = BH = 8uM. 

当 考 虑 量子 修正 时 , AWE, 对 给 定 边 界 条 件 (r 上 的 周期 性 ) 的 系统 , 黑洞 与 
周围 的 热 辐 射 处 于 平衡 状态 , 而 此 辐射 也 将 对 可 观测 的 热力 学 量 有 页 献 . 对 于 无 限 
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大 尺度 的 热 治 (heat bath), 此 页 献 是 无 限 大 , 而 且 黑 洞 与 无 限 大 热 浴 的 平衡 是 不 稳 
ER. 因此 , 必须 从 一 开始 就 考虑 由 一 有 限 尺 度 的 边界 面 B ARREN. 我 们 假定 
此 面 不 能 被 场 穿 透 . 这 一 点 可 以 由 相应 的 边界 条 件 保 证 . 为 简单 起 见 , 设 B 是 球面 ， 
半径 为 rp, 黑洞 位 于 球 心 处 . 对 于 史 瓦 希 黑 润 , A rp < 3m, 则 热 稳定 性 便 得 到 保 
证 . 最 后 , 在 这 一 问题 的 描述 中 , 参数 6 是 在 B 上 测 得 的 温度 的 倒数 . 7b, RII 
假定 所 有 必要 的 要 求 都 已 达到 , 不 再 重复 讨论 . 

(5.2.6) 中 的 重 整 化 有 效 作用 量 W 是 由 一 个 特殊 的 经 典 解 计算 得 到 的 . EAR 
由 泛 函 定义 


W |d] = Il] + Wi (9), (5.2.7) 
HOY $ 任意 , 边界 条 件 已 选 定 . MER 
Sw 
“| =0 (5.2.8) 
°F | 5-3 


描述 一 修正 的 场 位 形 ; 与 经 典 解 之 差 为 量子 修正 : $ = 如 + jip1. 须 强调 的 是 , 如 果 
对 单 图 效应 感 兴趣 , go A o 的 W 值 之 差 将 是 普 朗 克 常 量 的 二 阶 项 


W (8) = W [ġo(8)] = WIE(B)] + o(ħ°). (5.2.9) 


这 可 由 (5.2.8) 式 得 出 , 只 要 量子 修正 解 和 经 典 解 满足 同样 的 边界 条 件 . 
re 固定 , 目 由 能 F8) = 6-!1W(6) 对 温度 倒数 6 的 变化 便 可 确定 黑洞 的 热力 
IR 
_ dF) (,d — 
s) = p HP = (6 i2 1) W (8). (5.2.10) 
我 们 记得 , 重 整 化 有 效 作 用 量 W(6) 是 即 充 计算 的 , 即 BW = 8am. 热力 学 燃 可 与 


为 


STP = SEP + Si”. (5.2.11) 
可 以 证 明 
SID = (e$ _ L) Tiol) (5.2.12) 
MÆ (5.1.1) 给 出 的 B-H Ay SPH, m 
ST?) = G _ 1) ALRT (5.2.13) 


表示 量子 修正 . HOBIE RASANA. 由 构成 来 看 , AJF ST 定义 得 
很 好 且 有 限 . 所 有 的 计算 都 是 即 充 的 , 即 在 一 引力 场 方程 的 规则 完整 欧 氏 解 上 做 出 
的 . 此 解 的 参数 仅 由 重 整 化 耦合 营 数 表示 
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5.3 ”模型 描述 : 即 元 结果 


在 四 维 情 况 下 , SY ”的 计算 相当 复杂 , 为 了 讨论 STP TERRE SSM 的 联 
R, 我 们 考虑 一 个 能 够 精确 计算 的 简化 二 维 模型 . 虽然 这 些 量 的 二 维和 四 维 显 式 不 
同 , 但 研究 二 维 模 型 可 以 对 四 维 情况 做 出 一 些 确 定 的 结论 . 为 保留 与 四 维 情况 最 大 
限度 的 相似 性 , 我 们 考虑 二 维 dilaton 引力 . 其 作用 量 为 


ji 1 
— ; / r°(k 一 ko )dy + — J VYP up dz. (5.3.1) 
2 Jaya 2 


二 维度 规 y, dilaton Br 和 标量 场 o 是 这 一 问题 的 动力 学 变量 . RA > NHR, k 
为 OM? 的 外 曲率 . Arte o 不 存在 , 此 作用 量 可 由 四 维 欧 氏 爱 因 斯 坦 作 用 量 


ds* = yobdz2dz" + r*dw” (5.3.3) 


退化 得 到 . 这 里 y。 是 二 维度 规 , r BOAR LY eee, dw? 是 单位 球 上 的 线 
元 , K 是 标准 删除 项 , H ko = KM. 

由 于 二 维 作 用 量 与 四 维 作 用 量 是 退化 相关 的 , 场 对 (70, Go) MAE AB I K 
WEA, 其 中 Yo = 0; Yo 是 二 维 Schwarzschild 度 规 


ds* = fdr? + f-'dr*, f=1-—r4/r. (5.3.4) 


r =r, 处 的 规则 化 条 件 要 求 r 是 周期 性 的 , 且 周 期 为 Bu = 4rr+. RARER (5.3.4) 
的 G-H Bey, 即 规则 完整 欧 氏 流 形 , 如 图 5-15(a) Bras. 


图 5-15 
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考虑 G-H 瞬 子 上 外 边界 Bp(r = rp, 图 5-15(b)) 内 的 区 域 Mge. SEM Xg E 
固定 边界 条 件 , 而 6 是 线 = ra 的 固有 长 度 , 则 由 边界 条 件 (Bre) 表示 的 区 域 
Ms 的 经 典 欧 氏 作 用 量 为 


I(B,rB) = Iyo, Pol = Sars, — 4nr,rp + Pre. (5.3.5) 
AP r+ 由 下 式 定 义 
p, \ 12 

B = 4nr, € 一 “+ | (5.3.6) 

BA re 处 温度 的 倒数 . 4 rp 一 œ 时 , 6 = 4rr+. 经 典 作 用 量 简 化 为 

1 a2 
I(8) = Ten? . (5.3.7) 
按照 5.2 市 中 的 一 般 讨论 , 有 效 作 用 量 的 单 图 页 献 为 

Wi1(8) = = In det(—p*A). (5.3.8) 


这 里 , 重 整 化 的 行列 式 是 在 二 维 瞬 子 (5.3.4) 的 区 域 Me 上 计算 的 . 为 了 具体 讨论 ， 
我 们 假定 场 o 在 包围 黑洞 的 边界 Ss 上 遵从 狄 里 赫 利 边界 条 件 . 作用 量 中 去 挥 的 


1 Ind 
div 一 一 一 27+ —x/M 5.3.9 
x|Mp| = + (| R,/yd*z + 2 | kV dy ) . (5.3.10) 
At Ms Ep 


式 中 6 是 紫外 规则 化 参数 ,x[MBp] Æ G-H ET Ma 的 欧 拉 示 性 数 ， 为 了 去 挥 体 
积 发 散 性 | ， 须 在 裸 经 典 作用 量 中 引入 宇宙 常数 和 ， 重 整 化 之 后 我 们 令 它 等 于 


M B 


—1/2, 见 (5.3.1) Ñ. 要 去 掉 (5.3.10) 中 其 他 发 散 项 , 需 在 (5.3.1) 中 引入 附加 项 , 但 
由 于 此 项 仅 为 拓扑 不 变量 , 故 可 略 去 . 
应 用 共 形 变换 , BRA SEAS Wi1(6) 可 表 为 显 式 . 注意 度 规 (5.3.4) TSA 


ds? = (1 — =) dr? 十 (1 — +) dr? = 27 d3?, (5.3.11) 
r 
d3? = p*(x*dt* + dz?) (5.3.12) 
这 里 
71=—, 0<i+<2n 
27 


7 1/2 
r= ( -二 eT-rB)/2r+ O<zr<S1, (5.3.13) 
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oo) =4 fn (24) +t 42m(24)]. aay 


为 保持 量 纲 一 致 , 在 平 直 空间 度 规 (5.3.12) 中 引入 了 量 纲 为 长 度 的 参数 u. 上述 共 
形变 换 
Ye ~ Vv = Yu (5.3.15) 
是 区 域 Mp 到 平 直 二 维 单位 盘 D2( 用 u 的 单位 测量 ) 上 的 映射 . 可 以 证 明 , u 的 选 
择 不 影 啊 物 理 绪 果 . 
对 于 共 形 场 , 此 映射 下 Wi 的 变换 式 在 后 面 5.11 节 中 给 出 . 用 C 表示 单位 盘 
D?[(5.3.12) 式 ] 的 重 整 化 单 圈 有 效 作 用 量 , 采用 关系 式 (5.11.9), 得 到 


Wi(B,rB) = WilB,y(B,7B)]. (5.3.16) 
式 中 y = r4/TB 而 且 
Wi (0 y) 一 Fa -< +2lny +17 — 2y — 13y° 一 = in + C. (5.3.17) 


此 二 式 需 作 些 解释 . 首先 , 不 仅 边界 处 的 温度 倒数 6 依赖 于 “半径 ”rp, 单 图 有 效 
作用 量 也 依赖 于 re. 对 给 定 的 re 和 6, 引力 半径 ry, BA (5.3.6) 定义 . 为 了 简化 
RIK, 我 们 采用 无 量 纲 变 量 y = r+ /rp, 而 不 用 rp. (5.3.6) ARRE y 是 由 关系 式 


y(1—y)'/? = p (5.3.18) 


Amr B 


定义 的 6 和 ra 的 函数 . 
H ARAAD SS BTR 下 Al STO 由 下 列 公 式 确 定 : 


Fi(8,rB) 一 BW, (2, TB); 


Si’ = go = re) Wı(8,rB). (5.3.19) 
Wi 的 导数 可 用 Wi 的 导数 表示 
0Wi(B,rB)| _ OW1i(B,y) OW (8, y) Oy 
D5 = ag + By 55| ， (5.3.20) 
TB Y p TB 
式 中 
Oy| _ 2y(1—y) | 
天 = ate—3y) (5.3.21) 
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后 一 等 式 来 源 于 (5.3.18). 根据 (5.3.19)~(5.3.21), 最 后 得 到 


1 8 
SiD 一 — — 13y — 284? + 1343 
1 1 B 17 
—] 一 ln — — — -C. 5.3.22 
24 YT T 48 ) 


此 量 是 有 限 的 . 无 量 纲 常 数 C 不 依赖 于 系统 的 参数 , TRI E R EE. 
对 于 进一步 讨论 , 这 不 确定 性 并 不 重要 , 因此 这 项 和 其 他 类 似 常 数 可 省 略 . 当 rp 很 
大 (rg >r, 或 y <1) 时 , SP 中 的 主要 项 是 arBDB 1， 此 项 和 一 维 无 质量 标量 量 


THAKRE. 我 们 所 考虑 的 情况 总 是 rp < SP 所 以 上 面 的 限制 只 有 形式 


上 的 意义 当 rp 二 sr 时 , STP = oo, 致使 y = 时 热 容 量 为 无 限 大 . 可 以 预见 4 
维 情况 下 这 些 量 有 相同 的 行为 


5.4 离 元 方法 


在 前 面 的 讨论 中 我 们 用 到 了 (5.3.6) R. 它 可 以 写成 Bo = bu. 其 中 bo = 
B -r/r P, 是 无 限 远 处 观测 到 的 边界 Se 处 的 温度 的 倒数 , (1 -— r4/rB) 1 
是 红 移 因子 . Gy 是 Hawking 温度 倒数 (也 是 在 无 限 远 处 测量 的 ). Bo = BE 明显 给 
出 了 热 辐 射 和 黑洞 之 间 的 平衡 条 件 . 也 正 因 为 有 这 一 条 件 , 我 们 才 谈 及 即 壳 量 . 

下 面 我 们 讨论 男 一 种 方法 一 一 离 壳 方法 , 其 中 背景 度 规 不 满足 bo = By. 这 
时 有 效 作 用 量 的 单 图 贡献 为 三 个 变量 (8,rp Ars) 的 函数 : 


W* = W*(B,rs,rp,°-:). 


HER * EAN UOC ROR TATI SRN EE, W? 的 目 变 量 中 的 省 略 号 表示 它 还 可 能 
依赖 于 某 些 附加 参数 , 这 些 参数 由 于 离 沈 方案 的 不 同 而 不 相同 . 因为 这 些 参 量 并 不 
重要 , 改 下 面 将 不 骨 表 示 出 来 . 

在 一 般 情况 下 , CRE Ac Be F* = GO W* 对 温度 变化 的 反应 . 条 
件 是 系统 的 参数 (re) 和 黑洞 参数 (r+) 固定 . 按 这 个 定义 , PAART 


S* = 8 _ Ww. (5.4.1) 


这 里 假定 计算 结束 后 要 回 到 即 壳 极限 . 这 就 是 说 , > St 中 的 r+ ST Bate, 此 值 
由 解 相 应 的 引力 场 方 程 确 定 . 
如 果 不 采 用 rp Alri, 而 采用 无 量 纲 变量 
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— PF (5.4.2) 


则 Wr 和 St 的 显 式 就 可 以 变 得 很 简单 . 变量 a EA TEM. SRST, a = 1. 
定义 


Wi(B,7B, T+, -) 一 Wi (8, a(B, rB,T+), y(r+,7B), 7 -). (5.4.3) 
当 固 定 ry 和 rs W, y EHE, 于 是 (5.4.2) 表明 a 正比 于 8. 因此 有 
QQ, YY, B,Y, 


如 前 所 说 , 当 计 算 完 半 后 , AS a = 1. 于 是 S MASTER RMT LARA B 
和 re. 做 了 一 般 的 讨论 之 后 ,下面 我 们 讨论 具体 的 离 充 方法 . 


5.5 me te pe AY 


1. 有 效 作用 量 


作为 离 充 方法 的 第 一 个 例子 , 我 们 讨论 所 谓 “ 砖 才 模 型 ”(brick-wall model), 它 
由 Hooft 提出 , 随后 有 诸多 文章 讨论 . 其 基本 思想 是 在 离 黑洞 视界 很 近 的 地 方 (E 
有 距离 为 e), 引入 一 附加 的 类 光 边 界 D. Sp 和 De 之 间 的 区 域 表 示 为 MB 。( 图 5- 
16), {£t Hooft 的 意见 , 进一步 假设 场 o 在 两 边界 Yg 和 又 处 都 满足 狄 里 赫 利 条 
件 . 砖 播 模型 的 出 发 点 是 在 区 域 Ma 。 中 的 无 质量 标量 场 的 配 分 函数 ZPW (6): 


In Z7™ (8) = -> In det(— p4 A). (5.5.1) 
式 中 BA Bp 处 测 得 的 温度 的 倒数 . “In det” 理 解 为 重 整 化 量 , A 是 区 域 Mge 内 
满足 狄 里 赫 利 条 件 的 标量 场 的 拉 普 拉 斯 算 符 . 由 于 内 边界 D 的 存在 , 热气 体 不 能 
穿 透 的 黑洞 视界 附近 区 域 就 被 完全 消除 挤 了 . 因此 , 无 论 参数 6 和 m 的 关系 如 何 ， 
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这 系统 都 不 是 奇异 的 , 而 且 砖 墙 模 型 适用 于 离 沈 情况 . 为 了 区 别 用 这 一 离 充 方法 算 
得 的 量 , 我 们 用 缩写 字母 BW 作为 上 标 , 相应 的 配 分 函数 ZEY 和 作用 量 WP 不 
MRF 6 和 rp, 也 依赖 于 e 和 视界 处 的 dilaton 值 ri. 现在 我 们 的 任务 是 求 出 
WP (B,rB,T+,€)- 

显然 , 这 一 问题 可 以 简化 为 某 种 “标准 ”二 维 平 直 区 域 的 有 效 作 用 量 的 计算 . 我 
们 取 圆 柱 面 为 这 一 区 域 (图 5-16). 
一 个 比较 方便 的 方法 是 分 两 次 完成 共 形 变换 . 
首先 , 采用 映射 (5.3.15), 其 中 o 由 (5.3.14) 给 出 , 在 此 变换 下 , 度 规 形式 为 


d3? = p*(z*dT* + dz), O0<T< 2na, eg <zr<l. (5.5.2) 


此 空间 的 暴 入 图 见 上 图 . 它 是 圆锥 Ca 在 面 Sele = 1) 和 (es) 之 间 的 部 分 
Kaen T = Er 的 值 和 国有 距离 € 的 联系 为 


ec 一 ec 一 exp (=) | (5.5.3) 


式 中 参数 y Al a 由 (5.4.2) AME.. 
其 次 , 把 Ko,。。 映射 到 度 规 为 /12(d72 + dz?) 的 圆柱 Qa, 上: 


d3? = u’ (zd7 + dx”) = 7 lp (da? +dz), z=—ln z. (5.5.4) 


此 柱 面 周 长 为 2ra, 母线 长 为 ex = 一 Ine( 在 单位 下 ). 
因此 , 只 要 知道 “标准 ” 柱 Qae 的 有 效 作用 量 Wi[Q6oe,], 通过 共 形 变换 , RA] 
以 得 到 作用 量 WPW(B,rB,74,e). 可 以 证 明 


(5.5.5) 


(5.5.6) 


尺度 参量 j 在 上 式 中 不 出 现 是 因为 柱 面 上 的 作用 量 有 尺度 不 变性 . 共 形 变换 下 有 
效 作 用 量 Wi [Kae] 为 


Wi [Kae] — Wi [Qa e] — Tez (5.5.7) 
而 变换 (5.3.15) BH 
WilMB,e]| = Wi|Kajez| + of (y), (5.5.8) 
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应 用 (5.5.6)~(5.5.8), 可 以 得 到 最 后 结果 . 用 (8,a,y,e) 写 出 的 有 效 作用 量 WPY (B, 


(5.5.10) 


(5.5.12) 


式 中 区 域 Mp 上 的 热力 学 作用 量 fi(6,9g) 由 式 (5.3.17) 给 出 , 而 附加 项 来 源 于 墙 
的 存在 , 4 e 一 0 NEXTAR. 


令 a = 1 便 得 到 SEW ABD se. 

这 里 应 注意 , 重 整 化 参数 未 出 现 于 (5.5.11) 和 (5.5.13), 故 砖 墙 作用 量 WBW 
Al SPW 都 不 含有 u 这 是 因为 在 常 共 形 变换 下 , 有 效 作 用 量 需 附加 一 正比 于 尝 
形 的 欧 拉 示 性 数 的 项 . 但 是 Ms。 与 柱 面 的 拓扑 相同 , 欧 拉 示 性 数 为 零 . 因此 , AX 
作用 量 在 常 共 形 变换 下 不 变 , 并 不 含 u. HHH, 完全 规则 有 瞬 子 的 欧 拉 示 性 数 与 
D? 相同 , 都 不 为 零 . 结果 共 形 反常 积分 不 为 零 , 因而 u 作为 维 数 变换 的 参数 出 现 
在 热力 学 作用 量 和 燃 中 . 

下 面 我 们 证 明 , 砖 墙 (5.5.13) 和 统计 力学 炉 相 合并 可 写成 


Si (B,a,y, €) = —trlpe (8)Inp (8)]. (5.5.14) 


式 中 AF (6) 是 黑洞 附近 区 域 Ms,。 中 的 无 质量 气体 的 热 密 度 矩 阵 , 8 是 2B 处 测 得 
的 温度 的 倒数 . Et Hooft 的 砖 墙 模型 中 , 这 种 热气 体 被 认为 是 黑 铀 的 内 部 目 由 度 
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为 了 证 明 (5.5.14) sh, 我 们 先 把 SPW 的 表示 式 改 写 一 下 . (5.5.7) 和 (5.5.8) 式 
给 出 


+ Wi|Qa,e,|. (5.5.15) 


为 了 得 到 SPW, 我 们 固定 rp, r+ 和 e. 于 是 y 不 依赖 于 b, 而 a 正比 于 6, BR 
(5.5.15) 中 前 两 项 对 SPY 无 贡献 , 故 有 


SBW = (oi — 1) W1[Qa.c.] = —e& + = In — + (ej). (5.5.16) 


易 证 此 式 和 (5.5.13) 相合 . 注意 Wi [Qae] 由 (5.5.5) 给 出 , 量 (1-6(8/86)) Intre~P 
可 写成 


—tr|z (8) ln Êz (8)|- 
AHA, 是 长 L 区 域内 的 哈密 顿 , 而 


(5.5.17) 


此 式 表明 SBW 是 区 间 we 内 温度 为 (nya) 的 一 维 热 气体 的 炉 [由 于 前 面 说 明 的 
原因 , / 不 出 现在 (5.5.16) P]. 

此 结果 可 以 用 来 证 明 (5.5.14) sh, 因为 密度 矩阵 fb。 (2rwa) 和 黑洞 密度 矩阵 
PH(6) 相合 . 实际 上 , 我 们 用 了 保持 对 称 性 (Killing RÆ) 的 共 形 变换 , 并 没有 影响 边 
界 条 件 . 在 这 些 条 件 下 , 共 形 无 质量 场 的 哈密 顿 是 不 变 的 , 故 密度 矩阵 也 是 不 变 的 . 
但 是 要 注意 , 我 们 用 来 定义 温度 和 距离 的 尺度 会 改变 . 为 了 定义 能 量 、 温度 等 , 我 们 
必须 保证 Killing 矢量 的 归 一 性 . 现在 我 们 选择 (在 外 边界 Lp 处 ) 条 件 (£62)p = 1. 
若 共 形 因子 o 在 边界 处 不 为 零 , 则 必须 重新 标 度 El 一 E+ = exp(-op)é", 使 得 共 形 
变换 后 , 在 边界 处 有 &2 = 1. 我 们 有 


ee JP 


e-pHr 一 e PL (5.5.18) 


式 中 


A A 


B= exp(-o0B)b, H= exp(oB)H. 


L 是 共 形 相 关 度 规 Ju =e? 71 中 区 间 的 固有 长 度 . 
特别 是 考虑 到 我 们 在 第 一 步 中 用 到 的 共 形 映射 (5.3.11) 和 (5.3.14), (5.5.18) 给 
出 


证 (6) = PR,, (2mpa). (5.5.19) 
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式 中 ô! Fe) 05 ie EERE, 5R 是 Rindler FA PHYA REE, 其 度 规 为 
2 
ds* = y |r dř + dz?] = (=) dT? + dX”. (5.5.20) 


Rindler 空间 的 温度 倒数 2rwa 是 在 边界 X = u 处 测量 的 , 此 处 满足 grr = 1. 参数 
wez 为 内 边界 到 视界 的 固有 距离 , 用 Rinder 度 规 测量 . 注意 固有 距离 并 非 共 形 不 变 
E. 最 后 , 把 Rindler 空间 映射 到 平 直 空 间 [相应 的 有 效 作 用 量 的 变换 Kac, 一 Qae 
由 (5.5.4) 式 给 出 ], 可 以 得 到 Rindler 密度 矩阵 和 区 间 内 的 密度 矩阵 之 间 的 关系 


Pye, (20H) = Pye, (2tua). (5.5.21) 
SBW 的 统计 力学 形式 (5.5.14) 便 可 由 (5.5.17). (5.5.19) 和 (5.5.21) 得 到 . 


5.6” 顶 角 奇 异性 方法 


我 们 可 以 不 去 掉 视 界 附近 的 e 区 域 , 而 直接 研究 完整 的 黑洞 几何 . 但 是 大 Bo 
和 Hawking 值 By 不 同 , 时 空 不 再 是 规则 的 , 因为 视界 r= 7+(Kiling 天 量 的 固定 
A) 处 有 和 角 亏 损 为 2x(1 - a) 的 顶 角 奇异 性 . 这 样 的 空间 在 项 角 处 具有 类 6 的 曲 
率 . 因此 , 它 不 是 真空 爱 因 斯 坦 场 方程 的 解 . 我 们 称 这 空间 为 再 并 瞬 了 于 ,用 Mg R 
示 (图 5-17). 


图 5-17 


直接 用 这 一 流 形 做 单 圈 计算 是 可 能 的 ， 我 们 把 相应 的 方法 称 为 顶 角 奇异 性 方 
法 . 所 得 结果 和 规则 空间 的 区 别 在 于 紫外 发 散 性 的 结构 . 顶 角 奇 弄 性 导致 有 效 作 用 
量 中 出 现 附 加 的 、 源 于 视界 面 的 发 散 项 ; 重 整 化 需要 新 的 项 . 但 是 重要 的 是 这 些 项 
的 数量 级 为 

(Boo — Bu) ~ (1 — a)’, 

MB se CTD E RA A h BEL COT. 

在 二 维 情况 下 , 由 (5.11.2) 和 (5.11.3), 可 将 奇异 瞬 子 Mg 上 作用 量 的 发 散 部 
分 写成 : 


lv Q 1 
Wr [Mp] = — 


/ydax* + (Fo xg + 5, (1 一 a) ) . (5.6.1) 
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1 
x|Me| = an (/ Rd*x + 2 | kdy + 4x(1 一 a)) . (5.6.2) 
B 


B 


如 (5.3.9) 一 样 , AP 6 是 紫外 截断 参数 , R 是 规则 曲率 . 量 x[M8] 是 M8 的 欧 拉 
示 性 数 , H-5 Gibbons-Hawking 瞬 子 相同 


因此 , 精确 到 (1 一 a)?, 规则 瞬 子 的 发 散 项 与 奇异 情况 相合 [比较 (5.3.9) 和 (5.6.1)], 
MAEM SNA oe. 如 前 , 我 们 假设 已 重 整 化 , 只 采用 重 整 化 的 量 . 
现在 我 们 用 顶 角 奇异 性 方法 计算 离 这 有 效 作用 量 WI 和 和 SY. 
与 前 面 的 讨论 相似 , 8 为 Ss 处 的 温度 倒数 , a = Boo /Bn ABRAM. 我 们 再 
次 采用 共 形 变换 (5.3.1). 但 是 现在 它 把 奇异 瞬 子 映射 到 标准 锥 Ca, 其 母线 为 单位 
KÆ (以 j 为 单位 ) 


ds = u (zd7 + dz’), O<zr<1, 0grTr< 2na. (5.6.3) 


利用 (5.3.11)、(5.3.14) 和 (5.11.9) 式 , 可 以 把 有 效 作 用 量 WE 和 C。 上 的 作用 量 
联系 起 来 . 如 前 , 用 变量 (6,a,vy) 写 出 , 此 作用 量 为 


Wr? (8, TB, T+) 一 WPS (8, a(b, rB,T4+),Y(TB,T+)). (5.6.4) 
Tz CS Q 2 p 
WES (8,a,y) =- = (2v + 13y? — 15 + 4ln E) 
1 /1 b 
一 a Ç —]— ln y + 2 In a) + C'(a). (5.6.5) 


AF Cla) 是 单位 锥 的 有 效 作 用 量 , 当 a = 1 时 , 与 单位 盘 D? 的 有 效 作 用 量 相 
H: C(a = 1) = C. 函数 Cla) PE u, 并 导致 燃 的 一 纯 数 项 . 它 的 形式 对 我 们 不 重 
要 . 

取 即 元 极限 a = 1 时 , 顶 角 奇异 性 消失 , W 


WOS(B,a = 1,y) = Wily, 8). (5.6.6) 


BW, (y, 6) (5.3.17) 给 出 的 即 壳 有 效 作用 量 . 
HR SOS 由 WCS(6,a,y) 通过 式 (5.4.4) 确定 , 于 是 有 


SP,a,y) = — Ç — 1 —ln y +2ln A) + C* (a). (5.6.7) 
式 中 
ChS (a) = (ax 一 1) C(a) (5.6.8) 


在 a = 1 时 是 无 关 常数 . 在 顶 角 奇异 性 方法 中 , 重 整 化 作用 量 WS A S17” 都 是 
ARH. 
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5.7 钝 锥 方法 


考虑 前 页 图 中 的 奇 开 瞬 子 和 一 系列 在 顶 角 处 几何 略 有 变化 的 规则 流 形 (如 图 
5-18), 这 些 几 何 , 黎 曼 曲率 处 处 规则 , 仅 在 视 
界 附近 和 奇异 瞬 子 不 同 . 我 们 称 这 种 几何 为 
“Sipe” | 而 把 这 种 离 充 延 拓 称 为 钝 锥 方法 . 
在 这 一 方法 中 , 可 以 避免 无 限 曲率 流 形 的 量 
子 化 和 重 整 化 问题 . 计算 的 最 后 才 去 掉 顶 角 
奇异 性 的 规则 化 . 

为 了 简化 计算 ,我 们 选择 离 壳 延 拓 的 一 
种 特殊 形式 . 它 由 两 个 参量 表征 : Bre 
Q = Boo/BH 和 一 个 新 参数 n, 它 描述 钝 瞬 子 
顶点 圆 化 的 程度 . 印 瞬 子 度 规 取 为 


1 02 + an? 

(1 — p* + yp?) ap? + an? 

区 域 的 边界 Ss 位 于 p = 1 其 长 为 6B， 如 前 , 黑洞 质量 参数 售 于 无 量 纲 量 
y = r,/rB 中 . 唯一 确定 钝 瞬 子 的 参数 为 brBr Mn. 5 a = 1, 此 度 规 和 G-H 
瞬 子 度 规 相同 . 

为 了 计算 印 瞬 子 上 重 整 化 的 单 图 有效 作 用 量 , 我 们 把 这 一 和 钝 瞬 子 映射 到 一 单位 
ft D E 首先 考虑 一 任意 的 静态 欧 氏 二 维 流 形 ,其 线 元 ds” 和 单位 盘 上 线 元 d3? 
共 形 


b = 


2 
ds* = (=) (adr? + b7dp?] = exp(20)u7[xz7d7* 十 dz (5.7.2) 


式 中 


O<7r<2n, O<7T<2n, O<pK<l, O<zrK<l. 


于 是 , 度 规 系数 a, b 和 共 形 因子 
o(p) = ln alp) + [ dp~ + In (=) (5.7.3) 


都 只 含 p. 归 一 化 条 件 要 求 
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AF =. 
把 共 形 反常 积分 ( 见 5.1.1 节 ) 用 于 度 规 (5.7.2), 得 到 单 疾 有 效 作用 量 
o l B 1 ft (a-b? /a 1 
wpe 一 -6 In (E) — z dp ab 一 (5) + 4 + C. (5.7.4) 


这 里 a! = da/dp, 常数 C( 与 前 面 类 似 ) BAAS D? 的 有 效 作用 量 . 在 导出 此 式 时 
己 用 到 视界 处 度 规 的 规则 化 条 件 (a/b) p0 = 1. 对 于 钝 瞬 子 度 规 (5.7.1), 有 


0 (5:7:3) 
1 nl 2 
s=mp+5 | tee aye t E) 
钝 锥 有 效 作 用 量 为 
WP°(8,rB,r+,0) = WPO (B, a(b, rB, r+), y(rB, 7+), 7): (5.7.6) 
WPS (8, œ, y, n) = — = In El 一 + z yn)? in 1 ? 

十 = = (1+ an? — yan?)? In 7 on 
tanb | a 
一 二 al — y)*[1 — 2(a — 1)n"] 
-3x CC (5.7.7) 


参数 7 的 作用 类 似 于 砖 墙 模式 中 的 截断 参数 e. 当 规 则 化 参数 7 一 0 时 , 作用 量变 


为 


~ 1 B 1 2 2 | 
wee = 一 - ln — + — | — — + — lny -2 


2 
— 13ay* + 2(a — 1) lna + — + 3a + 12] 


+C + (a — 1)? lnn? + o(n’). (5.7.8) 
ERER (a = 1), 度 规 (5.7.1) 变 为 G-H BET REL, TAD BSc EAA 
WP (B, 0 一 1,y,7) 一 一 1 in 2 
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1 f 2 
+g |77 t+ 2lny — 2y- 13y“ +17| +C. (5.7.9) 


与 (5.3.17) SH NEE W (0, y) 相同 , SEE n= 0 时 有 限 , 且 为 


1 1 1 B 1 
Si (50)= 一 -一 一 ] = ]n 一 一 一 二 一 C 7.1 


KERAMAT ETS A SPS 相同 ( 差 一 个 不 重要 的 第 数 ). 


5.8 体积 截断 方法 


本 节 , 我 们 再 讨论 一 种 黑洞 有 效 作 用 量 Wi 的 离 元 定义 . Wi 可 以 表示 为 条 一 
拉 格 明日 密度 Al) 对 痛 景 空间 的 体积 分 : 


Wi = J gdz. (2). (5.8.1) 


AB DY. BS) Si Et BBE BY E AV FF EAB AARP A OT FU AY 


L(x) = -> J “(aleô la), (5.8.2) 
于 是 , 对 作用 量 本 身 有 标准 公式 
1 1 /ds 


Wi = 5 In det(—p*A) = “3 |, —tre 人 (5.8.3) 


SLES BAAR, 并 对 规则 点 r > r+ 计算 A(z). S De 表示 距 视 界 一 很 
小 距离 e 的 面 . 把 积分 限制 在 又 外 的 区 域 Mge P, 如 图 5-19 Pros. FE, 作用 量 
Wi 依赖 于 新 参量 e, 我 们 称 这 一 离 壳 方法 为 体积 截断 方法 , 相应 的 量 用 上 标 VC 表 
7R. 


FEAR BUT TT A RRR TR a 0 AB R. 在 这 一 方法 中 , RAY 
内 部 目 由 度 等 同 于 在 视界 附近 传播 的 场 的 态 . 由 于 视界 的 量子 涨 落 , 对 于 视界 极 近 
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处 的 传播 模式 , 其 量子 涨 落 幅 相对 较 大 , 故 将 这 些 模式 区 分 为 外 部 (在 视界 外 传播 ) 
和 内 部 (在 视界 内 传播 ) 是 不 可 能 的 . 因此 , ER Oe BSH SANK 
模式 的 求 和 只 能 限制 为 视界 涨 落 区 域外 的 模式 .这 等 效 于 上 述 有 效 作 用 量 体 积 分 
中 的 截断 . 体积 截断 方法 已 被 许多 文章 所 采用 . 黑洞 度 规 被 映射 到 一 光学 (i 
AS) 度 规 上 , 视界 则 映射 到 无 限 远 , 此 光学 空间 的 图 有 体积 变 成 无 限 大 . 为 处 理 这 种 
RE, 很 自然 地 要 把 体积 分 限制 在 一 有 限 区 域 . 这 一 方法 可 以 就 箭 修正 获得 许多 有 
趣 的 结果 , 即使 对 高 于 二 维 的 空间 内 的 有 质量 场 和 非 零 目 旋 的 共 形 场 也 能 做 到 这 一 

在 某 种 意义 上 , 体积 截断 法 很 像 砖 墙 法 . 但 它们 肯定 是 不 同 的 . 因为 体积 截断 
法 不 需要 在 又 上 满足 任何 边界 条 件 . 它 还 和 比 又 更 接近 视界 的 区 域内 的 量子 场 
行为 无 关 . 

离 壳 黑洞 解 上 的 拉 格 朗 日 .名 的 计算 可 以 通过 到 顶 角 空间 的 共 形 变换 进行 , 由 
(5.11.9) 有 


A =e *° AC) — = [Ro — (Va)? + (2ko + 30,,n")6(r, rp)). (5.8.4) 


式 中 A (Ca) 是 单位 锥 Cy 上 的 拉 格 朗 日 , 只 对 视界 外 的 区 域 适 用 . dlr, re) 是 不 变 
6 函数 , 可 以 在 外 边界 处 产生 表面 项 . 因子 o 见 (5.3.14) 式 . 注意 (5.11.9) 式 中 由 共 
形 因子 o 在 项 角 处 的 值 决 定 的 项 对 WYS[(5.8.4) AF] 无 页 献 . 

为 找到 LA (Cn), 可 采用 顶 角 空间 (5.6.3) 上 拉 普 拉 斯 算 符 的 热 核 Ko (zx, x) = 
(zles 个 |z') 的 索 末 菲 表象 


Kalz, x, T-T) =K(x,£', T-T) 


+ — x | cot (=) K(xz,x', T-T +w)dw, (5.8.5) 
T 


式 中 热 核 K(x, r, T-T) 是 对 单位 盘 D? 的 . 积分 路 径 T 位 于 复 平面 上 , 包括 两 
条 曲线 , 从 Fr- (F —7') tioo 到 pa (F —7') tio, 与 实 轴 的 交点 位 于 被 积 函数 
的 极点 (一 2xa,0) 和 (2ra) 之 间 . 锥 上 的 拉 格 明日 很 容易 计算 , 只 要 代入 (5.8.5) 和 
(5.8.3). 结果 很 简单 : 


4 (Ca) = AD?) — — (让 — 1) | (5.8.6) 


式 中 AD) 是 单位 盘 D 上 的 拉 格 朗 日 密度 . 由 于 它 在 WS 中 时 致 一 无 关 暴 要 
的 常数 项 , 下 面 将 略 去 它 . 第 二 项 产生 于 (5.8.5) 中 的 积分 , MHS a = 1 WANS. 
在 这 一 计算 中 , 先 对 9 积分 , 然后 再 用 下 面 的 公式 : 


i f cot(w/2a) dw = > (让 _ 1) . (5.8.7) 
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令 WYCIC,] AME C。 上 的 有 效 作用 量 , 可 由 (5.8.6) 式 积分 (到 点 z = e) 得 
到 . 和 前 面 类 似 , <。 与 到 视界 的 距离 e 的 关系 由 (5.5.3) 给 出 . 这 一 泛 函 为 


(5.8.8) 


Wr (8, YB,T+4, €) — 


12 Q € B 2 2 2y 
a 2 
+ ge ( =< + 2Iny—2y 
— 13y* + 17 + 81n a) + o(€). (5.8.10) 
即 壳 时 (a = 1), 发 散 项 Ine AS, WYO 和 规则 空间 上 的 作用 量 (5.3.17) 相同 : 
WYS (b,a 一 1, y,€) 一 Wi (6, y). (5.8.11) 
由 作用 量 (5.8.10) ABRA 
SVC(B, a, yY, €) = =- (2 In = + 2In -Oo —Iny—1+ L) (5.8.12) 


即 壳 时 , SYC SWAAR SOS 只 差 一 含 e 的 奇异 项 : 


A, 


~ ] 
S° (b,a = 1, y, €) = S° (b,a = 1,y) += nE. (5.8.13) 


W SYC 也 可 以 写 为 
SVC(B,a, y,€) = ca ln E. (5.8.14) 


故此 量 与 从 作用 量 WY°(C.) BARRAS. 这 种 唤 合 的 原因 是 用 来 区 分 HT (G, a, 
y,€) 和 WYO (Ca) 的 反常 项 正比 于 8, 且 对 SYO 没有 贡献 . 

Fb, SYS 与 尺度 为 ne-! 的 体积 内 的 量子 气体 的 热 燃 相 同 . Bese SBW 中 
的 nine! SFE RT PA HB, 因为 S 处 量子 场 边 界 条 件 不 必 满 足 , 而 场 
可 以 目 由 地 在 边界 上 涨 落 . 
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5.9 离 元 与 即 元 计算 结果 的 比较 


1. 离 沈 与 即 壳 的 有 效 作 用 量 
本 节 我 们 讨论 、 比 较 表 明 黑 洞 热 力学 特征 的 离 过 与 即 膏 计算 的 结果 . 先 讨 论 有 
效 作 用 量 的 已 得 结果 . 为 了 表述 方便 , SARS 


l 2 
十 一 |—-— + 2lny + 17 — 2y — 13y? 
48 Y 
— 1] /2 
十 二 ~- — 2Iny—2+ 15a — 2ay — 13ay? 
48a \y 
(a — 1)" B 1 
— In | —— 一 | lna. .9.1 
Tr n PN + are n oa (5.9.1) 
(5.9.2) 
(5.9.3) 
(5.9.4) 
(5.9.5) 


Q(B,TB, T+) 一 DO/(4rrr Ty 1 一 r+/TB). 
常数 C 和 C(a) 分 别 是 单位 盘 D? 和 单位 锥 C。 上 的 有 效 作用 量 


Wi 一 = In det(—*A). 


用 同样 的 记号 , 即 壳 单 图 有 效 作 用 量 表示 为 


Wi(B,y) =U(B,a=1,y)+C. (5.9.6) 
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比较 (5.9.2). (5.9.4) 和 (5.9.6), 得 到 


WLS (B,a 一 1, y) 一 WPO(B, a 一 1 77) 
一 WY (a, a=l,y,e)= Wi (8, y), (5.9.7) 


这 里 忽略 了 (5.9.4) 和 (5.9.5) 中 不 重要 的 常数 . 这 就 是 说 , 用 顶 角 奇异 性 、 钝 锥 、 体 
积 截断 方法 计算 得 到 的 单 图 有 效 作 用 量 的 即 壳 值 和 即 壳 单 图 有 效 作用 量 Wi (e, y) 
相同 . WCS 总 是 有 限 的 , 而 WBC 和 Ww™C 仅 在 即 壳 (a = 1) 时 才 是 有 限 的 ( 即 不 含 
Inn 或 Ine 发 散 项 ). 唯一 发 散 的 即 壳 值 是 砖 墙 有 效 作用 量 WBW. 

(5.9.3) 式 可 以 这 样 解释 : 回忆 有 效 作用 量 WO 的 计算 过 程 , 先是 共 形 映射 到 
HE Ca 上 [J (5.6.3) 式 ], 故 WES 可 以 附加 一 作用 量 Wi[Cs] = Cla]. 也 可 以 映射 
到 尺度 为 e 的 锥 Ce 。 E 这 样 两 种 计算 结果 是 可 以 比较 的 , 只 要 采用 W,[C.] 和 
W, (Ca, €] 的 差 . 而 这 个 差 值 容易 得 到 , 因为 这 两 个 锥 互 为 平凡 伸缩 


ds*(Ca) = (E) ds?(Ca,e) (5.9.8) 
由 (5.11.9) 得 到 
Wi[Ca] = Wi [Ca e] + = € + a) In 7 (5.9.9) 
于 是 可 以 把 (5.9.3) 写 为 
wr (B, Q, Y, €) 一 wre (2, a, y) — Wi [Ca 十 wr (6, a, €). (5.9.10) 
式 中 
Wr (B,a,€) = —=In in( 5 Jamas) (5.9.11) 
是 Casimir 效应 的 页 献 


2. 为 什么 炳 的 即 这 和 离 寺 单 国 贡 献 会 不 同 


EA (5.9.7) P, 所 有 ( 除 砖 墙 ) 离 壳 有 效 作用 量 等 于 即 充 有 效 作用 量 并 不 能 保 
UEFA DY ASS. 而 且 正如 下 面 我 们 将 看 到 的 , MA eh So AN A a SBD 
WANA). 在 给 出 具体 关系 式 之 前 , 先 看 看 这 为 什么 会 发 生 . 

离 壳 计算 的 出 发 点 是 作为 参数 6, re 和 + 的 函数 的 单 圈 作 用 量 Wi. Erei 
和 体积 截断 方法 中 , W 还 含有 e; 在 钝 锥 方法 中 , EEA Mn. 量 6 和 ra 是 确定 
这 个 问题 的 外 参数 . r 由 下 面 的 即 充 条 件 给 出 : 


b 
a(p, TrB,T+) 一 Anr, Tr. Ira — r4 /TB 


=]. (5.9.12) 
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先 考虑 顶 角 奇异 性 方法 、 和 印 锥 和 体积 截断 方法 . “EIN VER SSB Se (5.9.12) B, 
与 (5.3.16) 和 (5.3.17) 给 出 的 热力 学 作用 量 Wi (6,rsp) 相同 


W; (pb, TrB,T+ )la=1 一 Wi (8, rp). (5.9.13) 
式 中 星 号 代表 CS, BC 和 VC. AJA STP 由 (5.3.19) 给 出 
Si = poe re) _ Wi(6,rB), (5.9.14) 


O 
_ (Sis ra) — Wi (0 rasts)] 
显然 , AS* RAE. BABA HEIR eS YS RN AAR 
和 由 即 壳 作 用 量 经 热力 学 计算 得 到 的 贡献 不 同 


3. FC BPP CHM KA 


MERTA WS APS TOR EK. 和 前 面 类 似 , (BOE EOIN TT aS a = 
1. PAN MRUALRIERANER 6 和 re 的 函数 . 为 了 简化 , 我 们 以 后 略 去 这 
学说 明 . 也 要 注意 , 有 效 作用 量 包 含 任 意 常 数 , WA CM Cla). RUKEA AE 
HERP. 这 些 第 数 已 出 现在 前 面 箭 的 表达 式 中 . 它们 可 能 对 讨论 与 热力 学 第 三 
定律 有 关 的 问题 很 重要 , 但 对 我 们 现在 讨论 的 问题 并 不 重要 , 因此 我 们 将 不 再 提 太 
它们 . 我 们 也 略 去 当 其 他 参数 取 极 限 值 (e = 1, n= 0) 时 等 于 零 的 项 . 

比较 方便 的 是 从 顶 角 奇异 性 方法 得 到 的 燃 开 始 讨 论 . 由 (5.9.2) 式 给 出 的 有 效 
作用 量 WS(C(a = 1) = 0), 或 者 由 (5.9.1) 式 给 出 的 U, 得 到 


(5.9.15) 


a=1 


1 /1 B 
CS _ 1 1 ~ 9. 
Si T 6 1—Iny+2In £) . (5.9.16) 
+ 
l, u ] IU 
T — L La Cas — 
Si (€) = z In 7 9T (e) 19 In g (5.9.17) 


5.9 st SA str Ra RA Re 411 . 


WU BU TE BT FS 4 5 RY ANA 
SPW = S¥S 4 ST 十 9Tas， (5.9.18) 
SYO = SYS + ST, (5.9.19) 
SBS — ges. (5.9.20) 


这 样 , 钝 锥 方法 和 顶 角 奇异 性 方法 给 出 相同 的 篇 (有 限 的 ). 砖 墙 方法 和 体积 截断 方 
法 给 出 的 表达 式 含 发 散 项 Ine. SPW 和 SYS 之 差 SOS 来 源 于 两 种 方法 边界 条 件 
的 不 同 . DA ERAS CRAB AM (5.3.22) AA BBAJ FARRAR S1 ANIA). 后 者 
可 写 为 


STP = GPS + AS. (5.9.21) 
式 中 
Or, owes 
AS = 一 二 一 一 
p | OG Ors 
B,rB a=] 
_ 1 2 3 1 
= BO 3y (—14 + 26y 一 28y + 13y?) + oA Iny. (5.9.22) 


(5.9.18) 式 可 以 写成 为 一 种 便于 解释 的 形式 ， 由 (5.5.16). (5.5.17) 和 (5.5.21) 
可 得 


Sp’ = -trlpe (8) In pe (8)]: (5.9.23) 
Fi Fy M 
ST + S9as = SR(2nu) = —tr[ p” (2a) In pk (2p). (5.9.24) 


此 式 就 是 Rindler 空间 中 中 视界 (固有 距离 )e 和 u HAAA NAS. 
中 视界 u 处 测 得 的 辐射 温度 为 2a). BOA 


Si = —{tr[P} (6) In pË (8)] — tr[pe (2p) In pe (20 p)]}. (5.9.25) 


容易 证 明 , 在 内 镜 边 界 (e 处 ) 存在 时 , 只 要 等 式 右边 的 量 是 用 体积 截断 法 计算 的 
同样 的 表达 式 仍然 成 立 . 对 于 砖 墙 法 和 体积 截断 法 , (5.9.25) 右边 的 每 一 项 当 e 0 
时 都 发 散 , 但 其 差 有 限 . 若 形式 地 定义 黑洞 和 Rinder 度 规 背景 中 的 密度 矩阵 


P” (6) = lim pe (B), P” (27y) = lim pe (274), (5.9.26) 


UAT FERREA A, 有 


ST (B, a = 1,y) = —{tr[P" (8) In p” (8)] — trlp (2mp) np" (2np)]}. (5.9.27) 
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KH (5.9.21) A, 我 们 最 后 得 到 
Si” = 一 {trl (8) In P” (9)] — tr[p” (2mp) In p” (2rp)] + AS. (5.9.28) 


这 一 关系 式 表明 , AJA AE n ARH TT AAR: 先 减 去 
Rindler FURR ALTE, 再 加 上 一 有 限 的 修正 项 AS. 后面 我 们 将 证 明 , 第 二 项 
AS 就 是 由 于 背景 时 空 的 量子 修正 引起 的 经 典 B-H ARSE. 

这 里 应 提 到 , 为 得 到 进入 黑洞 的 业 流 的 正确 表达 式 ,， Thorne 和 Zurek 提出 从 
GAD SH PRA RA. 后 者 在 视界 附近 和 SBM 相同 . (5.9.28) 式 可 以 用 
来 证 明 这 个 假设 . 但 是 , Thorne 和 Zurek 并 未 考虑 我 们 这 里 讨论 的 燃 的 量子 修正 . 
(5.9.28) 式 不 仅 解 释 了 SM 中 的 无 限 大 体积 是 如 何 分 割 的 , 还 给 出 了 焕 的 量子 修正 
依赖 于 物理 特性 的 精确 表达 式 . 


4. W Fe BRAVE A BRD 
Ha ERB TES SR A A 
STP = SPH (r4) + SIP. (5.9.29) 
式 中 


是 Bekenstein-Hawking W. 由 于 量子 效应 , 含量 子 修 正 的 “真实 解 (7,7) SAR 
Schwarzschild 解 (y,r) 不 同 . 特别 是 , dilaton WE 7 的 视界 处 取 值 产 SHARE 
r+ 不 同 . 现在 我 们 证 明 (5.9.29) 式 可 以 写成 


STP = nr? + 97°. (5.9.30) 


证 明 的 第 一 步 是 得 到 决定 7, 的 方程 . 对 于 给 定 的 边界 条 件 (8,7B), 欧 氏 有 效 
作用 量 的 极 值 氮 确定 一 规则 量子 解 , 这 个 解 可 由 解 场 方程 


SW _ OW _ 
67 or | 


得 到 , 解 中 的 任意 常数 可 由 视界 规则 条 件 确定 , 这 样 决 定 了 T 是 (Brt) 的 函数 ， 
对 于 常数 的 其 他 选择 , 此 解 有 类 顶 角 奇异 性 . 我 们 称 这 解 为 量子 奇异 瞬 子 , CHA 


局 域 场 方程 , 但 能 给 出 W 的 整体 极 值 点 . 量子 奇异 有 瞬 子 由 (6,rp) 和 任意 参数 r 
确定 . 我 们 将 此 解 记 为 1r), rr). 在 量子 奇异 瞬 子 上 , 计算 得 到 有 效 作 用 量 为 


W(G,rB,T+) = W|6,rB, (7+), 7(7+)| 
一 Ip, rB, Y(T+), P(T +) 十 wre |B, rB, Y(T+), P(T- )]: (5.9.31) 


W 的 整体 极 值 条 件 
OW (B, rB, r+) 


— 9.32 
ar 0 (5.9.32) 


5.9 ” 离 充 与 即 元 计算 结果 的 比较 .413 . 


给 出 规则 量子 瞬 子 的 视界 半径 天 = 天 (6,rs). 在 这 些 计算 中 , 我 们 只 保留 到 AH 
一 阶 项 . 因此 , 可 以 把 (5.9.31) 中 右边 的 第 二 项 换 成 由 经 典 奇 弄 瞬 子 得 到 的 Wes 


wre LB, rB, Y(T+), r(T+)] —> wre 8, rB, y(T+), r(r+)J. 


也 可 以 把 (5.9.31) 中 经 典 作用 量 了 中 的 AO), r) FRR MAB ABH T), 
r(7)|, 只 要 保持 dilaton 场 在 视界 处 的 值 F 不 变 . 为 了 证 明 这 一 点 , 考虑 经 典 作 用 
量 (5.3.1) 的 一 般 变 分 , 固定 re 和 6, 得 到 


了 0 rB,Y; r| =I|8,rB,7; r| 


A | | ôI 
Ò Yab 
Yab 
— 2n (1 一 oa)r+sry + 0(h?). (5.9.33) 


假设 dilaton 场 在 顶 角 处 的 值 为 r, 相应 地 由 (yr) 在 r 处 确定 的 角 亏 损 记 为 
2n(1—a). (5.9.33) 表明 , E y A 7 WY ra 值 相同 , H (7,7) 为 经 典 方程 ST/87ab = 0 
和 61/6r = 0 的 解 , 则 由 F,r) 得 到 的 经 典 作 用 量 的 值 与 经 典 值 I[B,rB,7,7] RZ 
—BRA (R) 的 项 . 这 就 是 为 什么 我 们 可 以 把 (5.9.31) 中 的 I[B,rB,7(74),7(74)] 
换 成 由 经 典 奇异 瞬 子 所 得 的 值 (b, rB r+) 后 者 容易 计算 , KREAN 


I(B,rB,r+) = BE(rB, r4) — narį., (5.9.34) 
E(rg,r4) = rpl — (1 -—r4/rg)"’?]. 
式 中 E 为 准 局 域 能 量 . 


定义 量子 视界 “位 置 >F， 的 (5.9.32) 可 写 为 


CS 
OW Grett) _ one, (m1) (5.9.35) 


(Yab ~ Yab) 十 ar + r un" pry Or+ 


Ors 


式 中 
a= a(G,rB,T+) — Pl4nr+ V l —T+/TB i, 


C 为 与 r+ = T4 对 应 的 经 典 离 壳 参数 a 的 值 . 对 于 经 典 规 则 瞬 子 , a = 1. 这 表明 精 
确 到 R, 我 们 可 以 得 到 
QT +. (a 一 1) 一 QT 4. (5) AT. (5.9.36) 
r+ a=1 


AP Ary = 74- ry, 是 量子 修正 引起 的 黑洞 视界 “位 置 ”的 改变 . 由 a WERSI 


(3N) -- | 
a E Gost 
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因此 有 os 
2T7r Ar, = B 各 ae | (5.9.38) 
a=1 
且 由 (5.9.22) 得 到 
AS = 2nar Ar. (5.9.39) 


于 是 , 精确 到 o(h?), B AS 可 以 写成 
AS = SP¥(F,) — SPH (r4). 
另 一 方面 , 考虑 到 (5.9.21), AAA (5.9.29) 可 以 写 为 
STP = SPĦ (r1) + AS + SẸ. 


全 此 我 们 便 证 明了 (5.9.31) xX. 


5.10 小 4 


ZEN CIE RA RAS HR nA RT MRSS NBR. 站 先 , 我 们 直 
接 计 算 证 明了 , HA ARR ES OBS Kh BAS STD 和 由 SSM = tr 
(PH In AE) (AE 为 黑洞 内 部 自由 度 的 密度 和 矩阵) PENS ee SOM 是 不 同 的 . A 
SATE SPE = 4/4 和 有 限 单 图 修正 STD. 而 ST? APD BN SER 
作用 量 得 到 . StS SM 定义 为 一 单 图 量 , 日 其 计算 要 用 离 完 方法 . SM 可 等 
同 于 体积 截断 炉 SYC. 于 是 包含 发 散 项 ne, 其 中 e 是 使 体积 分 有 限 而 引入 的 固有 
距离 截断 . SSM 中 主要 对 数 项 也 出 现 于 砖 增 模 型 中 , 但 一 般 地 , 由 于 Casimir 效应 ， 
SBM 中 有 男 一 发 艇 项 mn|lnel. 

ST? 和 SSM 不 同 的 物理 原因 与 作为 热力 学 系统 的 黑洞 的 特殊 性 质 有 关 . ROA 
的 内 部 自由 度 由 在 黑洞 几何 内 传播 的 激发 来 确定 , 而 这 一 几何 义 由 质量 参数 唯一 确 
定 . 在 热平衡 态 中 , 质量 是 外 部 温度 的 函数 . 因此 , 要 得 到 STO 须 改变 温度 . 这 时 
致 描述 这 些 内 部 激发 的 哈密 顿 的 改变 . 另 一 方面 , 在 计算 SSM 时 , 黑洞 质量 和 哈密 
A fe: [Al SE HAY. 

我 们 已 经 证 明 , Bye SR WANA EKER: 


STP = SPH (F) + [95M — sem]. (5.10.1) 


式 中 SBH(#z | ) = nr? 是 B-H ROR, 7, 是 “量子 ”黑洞 视界 的 “半径 ”. 第 二 项 
是 黑洞 和 Rinder 空间 的 统计 力学 燃 之 差 . 二 者 的 表达 式 分 别 为 


S&™ = —tr[p" (8) In P” (8) 
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SRin = —tr[A* (2x4) In p*(2xp)). 


删 减 法 则 目 动 去 反 SSM 中 的 发 散 项 . 

我 们 曾 在 二 维 情 况 下 用 和 直接 计 算 证 明了 式 (9.10.1), 但 这 似乎 是 普 遇 性 质 , € 
(或 其 推广 ) 对 四 维 情况 肯定 成 立 . 这 是 因为 即 壳 重 整 化 量 ST? 总 是 有 限 的 ， 故 
(5.10.1) 中 的 差 项 总 会 导致 SM 中 体积 发 艇 的 消除 . 在 四 维 情 况 下 导出 类 似 于 
(5.10.1) 的 关系 的 一 种 可 行 方法 是 利用 光学 度 规 , 使 得 所 需 的 闫 项 可 由 高 漫 展开 得 
到 |. 因此 ， 差 项 中 奇异 项 e 的 不 同 阶 的 系数 必须 与 Schwinger-De Witt 系数 相 联系 . 

顶 角 奇异 性 方法 的 一 个 显著 特 氮 是 (至 少 在 二 维 情况 下 ) 可 以 立即 给 出 有 限 的 
结果 

SPS = S&M 一 SR | (5.10.2) 


SPS 有 限 而 SYO 含有 体积 发 散 的 数学 原因 与 用 来 计算 相应 的 有 效 作 用 量 的 流 形 拓 
扑 不 同 有 关 . 对 于 SYS, 标准 流 形 有 柱 面 (或 环 ) 的 拓扑 ; 而 对 于 SY, 拓扑 为 D?, 
5 G-H 瞬 子 的 拓扑 相同 . 当 从 标准 单位 盘 D 上 切 下 一 半径 为 e 的 小 盘 而 变 成 环 
时 , 其 数学 操作 可 解释 为 减 去 缠绕 业 SSM = —tr(p® In pÈ). 

FRR, 在 我 们 所 采用 的 方法 中 , 一 开始 就 已 经 完成 了 重 整 , 故 只 有 可 观测 
的 有 限 耦 合 常 数 出 现 于 结果 中 . 我 们 论证 了 某 些 离 壳 方法 需要 附加 一 截断 参数 e. 
它 与 紫外 截断 5 完全 无 关 , 见 (5.3.9) 和 (5.6.1). 而 且 参 数 e 只 出 现在 中 间 运 算 过 
程 中 , 不 含 于 最 后 的 可 观测 结果 中 . 我 们 证 明了 物理 可 观测 量 的 量子 修正 总 可 由 即 
TEBA. 于 是 , 对 于 质量 远大 于 兽 明 元 质量 的 黑洞 而 言 , 可 观测 量 的 量子 修正 很 
小 , 与 普 朗 克 尺 度 的 物理 无 关 . SRK SORBATE, mS. 

还 有 一 个 更 一 般 的 问题 要 说 明 . 既然 表征 热平衡 黑洞 或 表征 黑洞 从 一 平衡 态 
到 另 一 平衡 态 的 跃迁 的 可 观测 量 可 以 只 由 即 壳 量 得 到 , 那么 为 什么 在 黑洞 热力 学 中 
还 要 用 离 壳 方 法 呢 ? 我 们 已 经 看 到 , 原因 之 一 是 建立 统计 力学 燃 和 热力 学 燃 之 间 关 
系 的 需要 , 在 这 个 意义 上 , 离 壳 方法 可 以 看 作 计 算 和 解释 即 壳 量 的 有 用 工具 . 但 我 
们 相信 , 除了 这 个 简单 的 理由 以 外 , 一 定 还 有 更 深层 次 的 原因 . Beas 
黑洞 系统 的 非 平衡 过 程 也 会 是 有 用 的 . 在 这 种 情况 下 , 热力 学 系统 的 量子 涨 沙 和 热 
涨 落 可 由 随机 噪声 来 描述 , 这 相当 于 系统 离 壳 情 况 . 因此 , 可 以 想到 , 由 视界 附近 能 
量 激增 而 激发 的 黑洞 向 平衡 态 过 渡 的 过 程 , 会 用 到 某 些 上 述 的 离 充 特 性 . 
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6.1 粒子 对 的 目 发 产生 过 程 


Zeldovich (1972),Starobinsky (1973) 和 Unruh (1974) 研究 了 稳 态 时 空中 粒子 
对 的 产生 过 程 

弯曲 时 空中 目 旋 为 零 的 荷 电 粒子 的 元 莱 因 -高 登 方 程 具有 形式 
i PE em 


考虑 稳 态 时 空 背 景 , 将 元 尔 - 纽 曼 度 规 代 入 , EX SA 


1aaa — [I(r + a”); + ad, + iQer|* 一 ur? 


1 
ton 0 


此 方程 可 分 离 变 量 . $ 


1 
sing * 


Op sin 90g + € 


2 
Op + asin 601 — ua? cos” he =0. (6.1.2) 


y= ell(mp—wt) (a(n), (6.1.3) 

得 到 

1 d d 2 
ETET: sin Oa + (—— — aw sin 0) + pa” cos” | x = Ky, (6.1.4) 
dy 

Iz = VY. (6.1.5) 

式 中 
V = A(p?r? + K) — [w(r? + a”) — am — Qer}, (6.1.6) 
dz = —dr/A. (6.1.7) 

由 (6.1.5) FIV > 0 是 禁区 , RIJA V < 0, 或 

lw(r? + a”) — am — Qer}? — A(p*r* + K) > 0. (6.1.8) 


在 禁区 内 V > 0, 可 把 有 效 势 V BERS. 为 了 看 清 这 一 点 , 可 引入 Tortoise 坐标 
dr* r? +a? 


dr A © 
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此 时 视 寞 为 


r*=-oo, VV 于-(w— mn)’, 


空间 无 限 远 处 为 


r*=%0, V—-w’%, 


PIA V > 0. 所 以 VARA ERE RA. 

下 面 计 算 目 真 空中 的 粒子 产生 率 . 利用 量子 场 论 中 入 射 态 和 出 射 态 的 概念 , 设 
外 场 局 限于 时 空 范围 OA, 入 射 态 和 出 射 态 分 别 为 2 的 过 去 无 限 大 和 将 来 无 限 大 
的 态 . 分 别 以 


6.1.9 
(Pi™, ny) 一 | 
式 中 正 负 号 分 别 对 应 于 费 米子 和 玻 色 子 . 
任意 场 函 数 可 以 展开 为 
pla) = FPPP E) + (af) + nia) (6.1.10) 


其 中 ain 和 (ain)+ AEAN ERRET REKEN EER. 它们 满足 下 述 量子 
条 件 : 
[ao (an)t]4 = dix. (6.1.11) 


我 们 定义 入 射 真空 态 |in >vac 为 


ain >vac 一 0， Vi. (6.1.12) 


由 此 可 得 atailin >vac= 0, BY NE Jin >vac= 0, Vi. NE 为 入 射 正 能 粒子 数 算 人 符 . 所 
以 , (8.9.12) 式 意 味 着 入 射 真 空 态 不 含 入 射 正 能 粒子 . 
完全 类 似 , 我 们 也 可 以 定义 ”， 


P(x), nev(z) 和 lout >vac . 
所 谓 真空 中 产生 粒子 , 即 入 射 真空 态 |in >vac 中 包含 出 射 粒子 , 或 
Ni 一 vac< in|(a9™) + afin >vac# 0, (6.1.13) 


其 中 mw 代表 平均 粒子 数 . 
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由 
p=) lar? + (az) + np] = >) lar pe + Cag") +n"), 
PAZ) HELA (pout)+ 并 利用 (8.9.9) 式 可 得 
aot = [(po™, pim)aim + (por, nit) (ait) +], (6.1.14) 
k 
(agt) t = > (p, p) (ap)t + (p, ne) tag 
k 
引入 
Qik = (po pe), Bik = (po, ne), (6.1.15) 
上 两 式 便 可 简写 为 
qour = (Qik qin + Bina’), 
fk (6.1.16) 
(a7 ™)" = S laila)" + ikak |- 
k 
这 就 是 Bogoliubov AR Hh. 
不 难得 出 
per 一 S [apk + Bint; ) 
k 
nis = 》 [Birpe™ + anne", (6.1.17) 


式 中 Bix 叫 正 负 频 混合 系数 . 
由 (6.1.16) 式 知 (6.1.13) 式 中 的 ni 为 


mi 一 2 Pis . Bik = > Bik|2 = 2 (port, ni)|?. (6.1.18) 


可 见 , 自 真 空中 产生 粒子 , 或 入 射 真空 中 包含 出 射 粒子 的 关键 是 出 现 正 负 频 的 
混合 . 
在 弯曲 时 空中 , 只 要 我 们 能 定义 正 负 频 解 , 就 能 定义 产生 和 沽 灭 算 符 , 就 能 定 
义 真 空 , 而 只 要 两 套 不 同 的 真空 出 现 正 负 频 混合 , 就 可 以 自 真空 中 产生 粒子 . 
在 目前 所 考虑 的 Klein 机 制 中 , 正 负 频 混 合 系 数 为 


正好 就 是 透射 率 幅 
Tik = (po, nz). (6.1.19) 
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因此 在 Klein 机 制 中 , 强 静 电场 引起 正 负 能 级 的 交错 是 产生 正 负 频 混 合 的 原因 . 
(8.9.19) SRP |T|? = (Gul? 与 目 真 宅 中 以 “2” 标 忘 的 入 射 负 能 态 ni? 产生 以 
“i” 标志 的 出 射 正 能 态 zeut 的 平均 粒子 数 成 正比 , 而 所 产生 的 平均 总 粒子 数 为 


N= ni~ >》 7 (6.1.20) 
į i,k 


AF “i”, k” 等 表示 一 组 完备 量子 数 集合 . 
考虑 到 守恒 律 的 限制 ， 
Lik 一 T 04k 一 Tuia; Ô (Wi 一 Wk aiar» 


其 中 w 表示 初 态 或 末 态 的 能 量 , a 表示 初 态 或 末 态 的 分 并 量子 数 , 则 


1 2,k 
= 3 Ty a | (wi — wr) fa 
i,k 
故 
dN yV? 1 
a (on) J a fn Toa | (wi - Wk) 5 
V? 1 
~ (2m)6 J ee gr Terol (6.1.21) 
对 于 克 尔 -纽曼 时 空 , 作 类 似 处 理 , 可 以 得 到 黑洞 外 粒子 对 的 产生 率 
dN dw 9 
= =] 5 2 TIZ m.k- (6.1.22) 


用 WKB 近似 法 , 可 以 计算 


(6.1.23) 


(6.1.24) 
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此 时 克 尔 -纽曼 度 规 具 有 形式 
ds? = —dw + dw? + dws + dw3, 


式 中 
1/2 
dw? = (dt — asin“ Ody), 
1_ P 

dw = A173 dr, 

dw* = pdé, 

dw? = sing - =r? + a“)dy — adt]. (6.1.25) 
由 于 


2 2 
+e 0 0 asin 0 
P p 
1/2 
0 A 0 0 
(at) = P (6.1.26) 
0 0 一 0 
p 
a l 
Al/2p psin 6 
于 是 在 正 交 标 染 中 有 
Fi 一 Qi Ay Fro. (6.1.27) 
电场 和 磁场 的 分 量 分 别 为 
E, = ep *(r* — a* cos? 0), 
Bı = ep *2ar cos 0. (6.1.28) 


Eo = Eo = Es = Bo = Bo = Bs = O. 


此 式 表 明 , 电场 和 磁场 互相 平行 , 这 是 引入 上 述 局 部 标 架 的 结果 . 

在 局 部 时 空 范围 内 , 我 们 采用 平 直 时 空 近 似 和 均匀 电磁 场 近 似 . 在 这 种 近似 条 
件 下 , 海 森 伯 和 欧 拉 早 就 指出 , 波 函 数 可 以 由 分 离 变 量 法 求 得 .， 目 旋 为 1/2 的 解 具 
有 形式 
(6.1.29) 


(6.1.30) 


6.2 和 霍金 辐射 . 421 . 


€ = np + 20 (x + - + a) = (6.1.31) 
透射 率 
T? =e §, (6.1.32) 
Æ n=0,0 = 一 1/2 时 最 大 
Un = Nn Hn (QE) exp (zoe) , (6.1.33) 


n = 0 时 , 对 应 谐振 子 的 基态 或 粒子 只 有 沿 wi 方向 的 运动 , o = -5 表示 透射 的 费 
米子 流 是 极 化 的 , 分 支 比 


SE eT Se WY TB IE FEE A i a] 时 的 量子 效应 后 来 人们 进一步 研究 发 
现 , 完成 替 缩 后 的 永久 黑洞 以 及 任何 一 个 具有 未 来 世界 的 静态 和 和 福 态 时 衬 都 具有 完 
全 相同 的 霍金 辐射 . 

下 面 就 介绍 霍金 所 做 的 推 寻 . 

图 5-20(a) 所 示 为 一 已 完成 圭 缩 的 Schwarzschild 黑洞 的 Penrose 图 , AR 
J+ 和 J- 是 渐 近 闵可夫 斯 基 区 . 对 工区 来 说 , 可 以 选择 JUI UH X Cauchy 
面 . 图 5-20(b) ARSE PAY AA (Schwarzschild sif), SAB a AeA OR 
的 部 分 . 此 时 I 工区 的 Cauchy 面 是 I-UJ-, 而 J+ Al J- (AREA AA. 

设 8- 处 (t = —00,r = +00) 的 入 射 标量 波 的 正 、 负 频 解 为 


fuim (r, 0, P. t), fiim (r, 0, P, t). 
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A+ r 
DP 
T- 

(b) 

ple) = 5 | ddim fat + adim fim) (6.2.1) 
lm 
Awim|0) in =0 

Vw, l,m, (6.2.2) 


在 上 = +oo 时 的 出 射 标 量 波 可 在 9 t(t = +00,r = +00) 和 Ht (t = +00,r = 2m) 
两 处 出 现 , Blt = +o 时 的 正 、 负 频 解 分 别 为 


(Pulm, Polim) A 处 ， (dwim, qim) HTAR. 
任 一 标量 波 函 数 可 展开 为 


(x) = > J aw (bulmPwlm + bn De tm + Culmlwlm + ct Qolm): (6.2.3) 
lm 


现在 我 们 感 兴 趣 的 是 计算 正 负 频 混合 系数 


Dylm:w' lm 一 (Pulm Jolm)» (6.2.4) 
及 入 射 真 空中 所 含 出 射 粒子 数 
(OINGO) = ( Olbtimborml0 ) = | dio” Btnsartl (6.2.5) 


为 了 简单 , 我 们 讨论 无 质量 标量 粒子 的 产生 . 
坪 缩 星 的 终 态 对 应 的 外 部 度 规 为 Schwarzschild 外 部 度 规 


—1 
ds* = € 一 m) dt* 一 € 一 =| dr? — r*dQ*. (6.2.6) 
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在 无 质量 标量 场 的 情况 下 , AY GARI} Se ie go Se St E 


AAG = 0. (6.2.7) 
今 
p(T, 0, 9,t) ~ r R(T)Yim (9, pe", (6.2.8) 
则 得 到 径 加 方程 
2 
“3 Rut + fuz — [I(l + 1)r7? + mr") (3 一 =| | Rw = 0, (6.2.9) 
式 中 
r=r+2min|=— — 1], (6.2.10) 
为 Tortoise AA FR. 


则 (6.2.9) 可 写 为 


“4 7 一 colr* 一 œ) 时 , V 一 0, 于 是 得 到 解 


Pim = r7} exp(—iwu)Yim (HW), (6.2.12) 
foim = r7} exp(—iwv)Yim (AW), (6.2.13) 


式 中 


u=t—r*, v=t+r*, 
为 双 堆 (类 光 ) 坐标 . 在 这 一 坐标 系 中 , Schwarzschild 度 规 具有 形式 


ds? = (1 — 2mr7')dudv — r7d*. (6.2.14) 


从 A- 来 的 入 射 波 fom 沿 着 零 短 程 线 v =const 传播 , APAE PD, 然后 “ 反 
W”, 沿 看 u=const 到 达 9+, 变 成 出 射流 pim( 图 5-21). 

由 于 星体 的 塌 缩 将 引起 出 射 波 有 一 甚大 的 红 移 , 因此 入 射 波 foim NAB 
的 频率 w, 这 样 我 们 就 可 采用 几何 光学 近似 以 讨论 上 述 “反射 过程. 
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图 5-21 


现在 我 们 希望 找 出 函数 关系 
u=u(v), 


令 v = vo 是 投射 在 塌 缩 星 上 而 变 为 H+ 的 入 射线 路 径 , 显然 所 有 有 晚 于 volv > 
vo) 的 入 射线 都 不 可 能 被 “反射 ”出 来 , 只 有 早 于 volv < vo) 的 入 射线 才 可 能 被 
“反射 ”以 形成 出 射线 . 在 H+ 某 点 作 一 指 问 未 来 的 零 天 nn’, 设 -enr*(e 是 一 小 正 
数 ) 是 联结 此 点 与 一 大 u 值 的 邻近 世界 线 的 矢量 , 划 出 完整 的 Penrose 图 , 把 矢量 
—en4 HY H+ 平行 移动 到 H+ 与 H- WRA, 此 时 矢量 -ent 整个 在 A, 取 
入 = oem (c > 0,4 = =) 为 H- 上 的 母线 的 仿 射 参量 , 在 交点 引入 该 点 的 局 部 


RER, WEKA, 有 


A=0, da’/dA=n?, 


d? z” dnt 


dà? dà 
这 表明 , 在 和 = 0 的 邻 域 , n+ 是 一 个 常 矢量 , 因而 H- 上 矢量 ent 的 长 度 即 
入 
—en” = 0 Z an = n" - A = z” (A) — z” (0). 
由 此 得 
e = ce" 


LARS —en’ BARE, 然后 把 它 平移 到 At 与 vo HA, 再 沿 vo F 
移 到 极 早 时 的 大 7 处 , 由 于 平移 时 矢量 与 短程 线 间 的 夹 角 不 变 , 所 以 矢量 -em 将 
如 图 5-21 所 示 把 v 与 菜 个 v 连接 起 来 , 即 


v 一 vo = —eEn". 
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在 = +oo, 时 空 平 直 , 光线 的 切 矢 nt = Z 为 一 常数 D, 即 
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(6.2.15) 


(6.2.16) 


v — vo = —ED = —cDe ™”. 
故 
Ug — U 
= 7 一 一 4 In . 
u = u(v) m ( D ) 
可 把 出 射流 
Pm = Nw 1/2r-! exp(iwu)Yim 
改 与 为 
Pim = Nw tr! exp Amu In (* — z) Yim, 
cD 
N =273/2. x7} (v < vo), 
N=0, v> v0. 
由 
Pulm 一 | ae! (cstesrim forim + Botmw'tmfortm) 
Ay 
1 too o,f 9 
on dve™ °Paim = Nw’! r*YimQulm:w'lm; 
一 Oo 
1 f7” S 
一 一 dve™™ “Pm = Nw rl Yi Batmiw' lms 
2 Joo 
故 
1 VO wy! 1/2 yy . Va — Vv 
Quwlm:w'im = 5 J dv (=) e” Y exp dr In -5 | 
1 “0 uy 1/2 iwy Vo — V 
Dyim:w'im = = J. dv (=) e ™ ”exp amu In -D | (6.2.17) 
显然 


Bww' — 一 1Qtw( 一 ww/) 


RY, ouu) 可 看 作 是 把 aw, 延 拓 到 负 w' 轴 上 的 结果 , 但 


B 1 w 1/2 vo J ly Vo 一 V ik 
Aww’ = 5 | — Da ve -D 
1 uN! vo Ni 党 f°? s UN 
-二 “wv dve“ X | 1 — — 
27 (=) (D) J. i | z) 


(6.2.18) 
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注意 , A TERDA, 我 们 进行 了 代 换 


w = 0 是 一 个 奇 点 , 为 了 把 w 从 正 值 解析 延 拓 到 负 值 , 我 们 必须 沿 下 半 复 w 平面 
内 的 半圆 周延 拓 过 去 (图 5-22), 即 


wW we, 
故 
Qw(_w’) = ~i(e™) te lo = ek Aww, (6.2.20) 
Bow Buw — eae ww 
由 
(DuPw) 一 
得 
[aw (QQ )ww 一 (0 B) uw | = 1 
Pp 1 1 
(Naim) = J Ba? = = (6.2.21) 
式 中 ， 
K K 
t= 27k (5) 
此 即 闭 名 的 霍金 辐射 公式 . 
w =0 y 
图 5-22 
在 一 般 情 况 下 , 可 以 证 明 , 任 一 具有 未 来 视界 的 静态 或 稳 态 时 空 均 具有 霍金 热 
aa 


霍金 辐射 的 发 现 , 不 仅 解 决 了 黑洞 热力 学 中 存在 的 矛盾 , 而 且 揭 示 了 引力 理论 、 
热力 学 和 量子 理论 之 间 的 联系 . 

当 黑 洞 温度 总 比 周围 环境 的 温度 高 时 , 黑洞 将 不 断 向 外 辐射 , 失去 其 质量 , 最 
后 可 能 “爆炸 ”消失 . PBT ER TT ve a WY AF a 
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FA TE Se 28 SAS BEA AL, BC A) FSR BOR Bk SA RY 
放 能 率 和 寿命 . 
根据 斯 特 藩 - 波 尔 效 曼 定 律 , 我 们 有 


15A3c?’ 
A = 162G? 4 M?. 


由 此 得 到 放 能 率 
一 一 全 10*°(M~*) - Derg - gol (6.2.22) 


dt 一 
AF r ARAB, 可 近似 地 取 为 1. 
质量 为 M 的 黑洞 , 其 寿命 为 


M 3 
T= 107" M?s ~ 10°° pa (a). (6.2.23) 
Mo 
Hi M = Mo, WT ~ 1076K, 放 能 率 为 
E 
= ~ 10 erg - s7+, 
寿命 为 
rz 10a 


如 果 按 这 样 的 速度 减少 质量 , 这 样 的 恒星 在 宇宙 诞生 至 今 这 么 长 时 间 里 质量 只 减少 
10 2g. 这 是 完全 可 以 忽略 不 计 的 . 
WRZ M < 10™g( 币 黑洞 ), 比如 人 设 


M = 3 x 10°g = 3000T, 
T ~ 10 °K, 


则 放 能 率 为 


寿命 


T = 10"a. (6.2.24) 


由 于 宇宙 极 早 期 物质 密度 的 涨 落 , ABR RO) AAR. 如 采 确 有 
许多 这 类 小 黑洞 , 由 (6.2.24) 可 知 , 目前 应 能 观测 到 它们 的 晚期 爆炸 (死亡 ). 
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6.3 BAAR MET 


1. HERR RA SP AKA SF HY FH 
在 静态 时 空中 有 go = 0, 我 们 讨论 已 经 通过 适当 坐标 变换 使 度 规 对 角 化 了 的 


情况 : 
ds? = aod 刀 一 aldz — azdy* — agdz’. (6.3.1) 
由 此 我 们 构造 零 标 染 
l ~ + —aı, 0,0), n (0 —aı, 0, 0) 
u — V2 Q; l; Y; Yj, u 一 V3 0; l; Y; Yj; 
M, = z0 0,a2,ia3), My = z0 0, a2, —ia3). (6.3.2) 
从 而 得 到 Newman-Penrose ERA 
“= (L 2a- 2a 2a .i za) 
= 94/2 \ agaz ay ° aja? 5y 1 aja3 Oz °  aja3 Oz a 
-i (Lar ea 2a- 2a) 
= 24/2 \ aoa? ay ° Q10Q2 5y 1 Q0Q3 OZ ° aiaz Oz j? 
c-l 12, 
2AN aoa ðr 
_1(1a,,10 
p= 9/2 \ aiaz 57z Q1Q3 az 3)， 
11(18 1a 
HA \ ayaa Dz Q1Q3 dr 3) 
~1(1a, ia 
a 24/2 \ a203 az 3 a243 az?) 
II 一 和 =p, P=-a, v=-K, T=-T, YHE. (6.3.3) 
旋 坐 标 形式 的 狄 拉克 粒子 场 方 程 具有 形式 
L. = 
VapP* + LHC 一 Q, 
l. = 
Vape’ + HPs =0 (6.3.4) 
由 (6.3.2~6.3.4) 可 以 得 到 
1a 18 1(a, nif 19,58 
ag Ot aðr 2a; \ ðr nh 204243 | Q20Yy a3 Oz 
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1 O i O 
Z (L — 2 Fy i = 
Jan (5 In aaas) 十 Ja; (2 In oooloz | 2 一 iG, 
ag Ot ao0or 2a; \ ðr owes Ž az Oy asO0z 
1 O i O 
if = (一 Fy i — 
2a (2 In oooloaj 20。 (2 In aoa10 2 iGo 0, 
aQ0 Ot aðr 2a, \ ðr ones | a2 Oy a3 02z 


+ se (Èm amas) -L (2i mae) |G iF =0, 


209 Oy 2a3 Oz 
ao dt aðr 2a,\0r ~~ *)| YY |azðy a3 02 
1 O i O 
一 一 | 一 一 — | — G1 — iuf = 6.3.5 
+ 2a, (2 In aaas) + 2a; (3 In a02) 1 — Iut? ， ( ) 


这 一 方程 可 以 号 成 矩阵 形式 


oF pul? ii © in acaza +|? 41 Ô in aoma | 
ot’ lar 2\ an OT TT lay 2\0y “1 


1 
+73 E + 9 2 In aoaiaa ) 一 thy 一 0, (6.3.6) 
0 0 1 0 
p= 1 0 0 QO 1 _ 1g 
oji ooo] % | 
0 1 0 0 
0 0 1 0 
Wie 1 0 0 0 一 ! ESY 
“j -100 0 a 
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0 0 01 
1 0 0 10 1 
y? — = 42 
a2 | 0 -1 0 0 a2 
-1 0 00 
0 0 0 一 1 
1 0 0 i 0 1 
人 三 一 = —*%, (6.3.7) 
a) 0 i 0 0 a3 
—1 0 0 0 
YY +t = 2g T, (6.3.8) 
APIA 4x4 BAER. 
在 方程 (6.3.6) 中 , 令 
Y 一 一 (apaza3)!/2 WP, 


可 以 得 到 


O 1 O Q1 . , 

OF OF 
FLFR re > Hes TD IF aK 

9 aa, 7 O (6.3.11) 
因而 我 们 得 到 

OF 

9 (S| = 0. (6.3.12) 

这 一 方程 分 解 为 两 个 方程 
gt =0, cad = 0. 


我 们 考虑 第 一 个 方程 . 在 视界 面 附近 g! 可 以 表示 为 


g™! = —p*(z, y, z)(z — €)" (6.3.13a) 
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K 1 
a1 = p(z, y, z)(x 一 é)2™, (6.3.13b) 


这 里 z = 是 视界 面 方程 . 假定 plr, y, z) 是 非 零 的 有 界 实 函数 . 由 于 g Mew 
变 号 , 而 且 度 规 是 实 函数 , 所 以 m 必须 是 正 奇数 . 
进一步 假定 在 视界 内 外 时 空 坐标 互 换 , go BERI, 所 以 goo 可 以 与 成 


goo = q (x,y, 2)(7 — E)” (6.3.14a) 
ig 1 
ao = qlz, y,2z)(a — €)2”. (6.3.14b) 
表面 引力 加 速度 k 具有 形式 
k = = (—9"*/a00)3 Ê G00 
= 2 (æ — gh) Z "| 
1 


= ~npg(z — £)20™+"-2) £ 十 一 (2 In al) (£ 一 o (6.3.15) 
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每 一 项 乘 以 ng(z — £)2", 并 代入 条 件 


(x-£)<1, m+n=2, 


此 方程 进一步 简化 为 
(Ans. + v) a) = Q. (6.3.20) 
4 
|) = e '* d(x), (6.3.21) 
则 (6.3.20) 成 为 
-iS nud (a) +4! Z gla) _0. (6.3.22) 
以 了 表示 转 置 , 则 此 方程 的 4 分 量 解 
p(T) 一 (fi, fe, 91,92)" (6.3.23) 
具有 形式 


g =e? gy =e? (6.3.24) 


REA LIE A SAAT TS FPR BS TR Oo AD 


n~ 1 . 1 
Win ~ et 0 0,0, 1)T = eY a(l 0,0,1)", (6.3.25) 
an~ | T 
yout e—iw(t+nz) (0, 1, 1, 0) 
W V2 
. . a | 
—iwV 2iwnz T 
=e e — (0, 1, 1, 0) 
V2 
InN w 1 
=e WV (z — E) k rie 1,1, 0) (6.3.26) 


AF V =t+ nt 为 超前 爱 丁 顿 坐标 . 

度 规 行列 式 g 在 视界 面 上 非 零 有 界 , WA m-n=0, FH m=n=1. 

视界 面 上 每 一 点 均 为 波 函 数 的 分 支点 , 通过 解析 延 拓 , 可 以 把 视界 外 的 流 函 数 
延 拓 9 至 视界 内 . 视界 内 的 出 射流 函数 为 
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(6.3.27) 


AP y(z) 是 阶 跃 函数 , yt (s — E), pout(€ 一 1x) 是 归 一 化 的 4 PERKS MAR, 
我 们 有 


上 (一 a), (€— IW (Er)V-gd r=1, (6.3.28b) 


AP No 是 出 射 波 Gout 的 归 一 化 因子 . 在 视界 外 , WAR (6.3.27) 表示 离开 视界 ， 
向 外 传播 的 正 能 狄 拉克 粒子 流 . 在 视界 内 , (6.3.27) 表示 向 奇 点 逆 时 传播 的 正 能 狄 
拉克 粒子 流 , 这 等 效 于 同 着 奇 点 传播 的 负 能 反 粒 子 流 ; 在 视界 外 部 邻 域 中 有 正 反 粒 
子 对 产生 . 

由 pot 的 归 一 化 条 件 , 我 们 得 到 


(port gout) = NS exp (=) + L = 1, (6.3.29) 


NA 
N2 = — ~ (6.3.30) 


tH T = oak; 是 视界 的 温度 , k 是 玻 尔 兹 曼 常 量 , « 是 视界 面 上 的 引力 加 速度 . 式 


(6.3.30) 即 为 静态 时 空 狄 拉 克 粒 子 的 霍金 辐射 热 谱 公式 . 

2. 克 尔 - 纽 概 - 德 西 特 时 空中 的 霍金 辐射 

克 尔 -纽曼 - 德 西 特 (Kerr-Newman-de Sitter) ZAER EFEK. A-NS 
线 元 在 Boyer-Lindquist 坐标 中 具有 形式 


1 
ye? 


ds* = [Ar — Aga’ sin? 6|dt? — —dr* — —dé* — 
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式 中 


第 6 黑洞 的 量子 效应 


>, 
+ a*)? — A,a? sin? 6] sin? 6d¢? + a3 
[Ag(r? + a“) — A,] - sin* Odtdd, (6.3.31) 
E =r? + a? cos? 0, 
Ag =1+ = Aa? cos’ 6, 
(6.3.32) 
1 2 .2 
g = det(guv) = -=z X" sin’ 0, (6.3.33) 


—2 ð? 

一 2 2\2 _ 2 20) ~~. 
EAA, |Ag(r* +a)“ — Ara’ sin* 0] Ay 
a2 >. 9 rae 

— A, ApS sin? z Ar 一 Aga Sın 0) 53 
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m2 
E sing 一 一 一 [Ao(r’ +a’) — A (2 — ie Qrasin® o) | 


8 el Qrasin?6) {2 si 2 at) 一， 
+ (5 ie == Qrasin a) | = sin 6a, alr +a“) — A,| 


ð . 1 ð , 1 2 
。 (5. tieza) l 一 (55 一 er grasin o) 


Ding 3 (A — Aga? sin* 6) o ie— 
32 SA, Apsin2g’ " °° a6 5 
ðO /5 A, 0 
2 — — | — osin 9p — 
Qrasin o) A, (= sin 6 =) 
0 /5 . Ag O on 
此 方程 可 分 离 变量 t+ 和 (r, 0), > 
$(t,7,0,9) = eit aime G(r, 0), (6.3.38) 
方程 化 为 
5? 1 ° 
— TAA [Ag(r? + a*)* 一 Aa’ sin? 0] C 一 seer] 
r40 一 
42 Alr? +02) — A,] (w -eQ _ + eQrasin? 6 
ZA, Ag O\T a 六 | 1 EN T m DE l 
(A, Aga? sin? 0 - m20) D(r, 6 
T LA, Ag sin? 6) r= Aga sin @) G g BS ) me 
(r, 0) 一 2 A sin 0—- &(r 9) + p?(r,0) =0. (6.3.39) 
5sin000 8 OO 
其 微分 形式 为 
dr = (r + a*)dr (6.3.40a) 
或 者 
人 a = (r° + a2) & (6.3.40b) 
"dr dr BE 
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=a 2 42) _ 2 -1 in? 
+2 XA; [Ao + af) 一 人 -| (2 zear) (m DE eQra sin o) 
z2 1 e 
+ SAA, mo" — Aga’ sin? 0) X (m — pzegra sin? a) P(r, 0) 
1 2， 2972, 293 
JA," ta FETAY ta )az P(r; 8) 
o oy sin 0 &(r 外) 二 125(r,0) = (6.3.41) 
Fsin650 09 8 TE EN’ = 加 
该 时 空 的 视 寞 面 方程 为 
A, 一 (r? +a’) (1 — z4r?) —2Mr + Q? 
ll (3 _ gz) 24 om 3 (4 Q? 
一 5A |r (3 +r 7 (a 十 地 
= -ZA(r = r44 )(r = r4)(r — r-)(r = r--) = Q. (6.3.42) 


= = >> M? > a’ + Q?, 方程 A, = 0 有 四 个 实 根 ， 7 十 十 )7 了 十 ;7 一 和 r__., 其 中 


rT r- 为 正 , 7_ 为 负 . rr 与 de Sitter 宇宙 的 视界 对 应 , r},r- 与 Kerr- 
Newman 黑洞 的 视界 对 应 . 换 句 话说 , rii,r__ 是 受 Kerr-Newman 黑洞 作用 的 de 
Sitter 宇宙 的 视界 , rir- 是 受 宇宙 因子 4 作用 的 Kerr-Newman 黑洞 的 视界 . Fi 
只 讨论 视界 Py 和 P44 上 的 辐射 

在 视界 附近 , A, <1, 用 A, RA (6.3.41) 各 项 , 得 到 方程 


2 一 了 1 2 
) — 0 (m — ye Ura sin? o) 


) — (m — sera sin? 9 ) | G(r, 0) 


_$(r,0) = 0. (6.3.43) 


(r? +a?) SR + {Elw(r? + a?) — am] — eQr}?R =0. (6.3.44) 
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解 之 得 
R ~ exp|+i (3 7 a) = exp[+i(Sw — Em — eV )f] 
= exp[ti= (w 一 wo)7| 
= exp|ż+i£wf], (6.3.47) 
2 Q 
式 中 0 = pga 是 视界 "+ 的 角速度 ,了 = Ao = E 是 视界 + 上 9 =0 de 
的 静电 势 . wo = m2 + 二 eV (w — wo)F = wf. 
计 入 时 间 因 子 , 则 自视 界 ry SPAY YK 
pout ~ eiv(t-S7) (6.3.48) 
pin ~ eiw(t+ er). (6.3.49) 
引入 超前 爱 丁 顿 坐标 
V=t+ Ef, (6.3.50) 
则 (6.3.48) 和 (6.3.49) 可 以 写 为 
yr ew (6.3.51) 
ponte 一 iwV e2iw SF — e—iwV e2iS(w—wo)F (6.3.52) 
d di 
由 于 A = -y a 所 以 在 视界 面 "+ 附近 有 
-t4 
nr — r+) = -3 r2 +a? (r+ — r++)(r+—r-) 
(r+ —r__)f = 2WpET, (6.3.53) 
式 中 1 4 
h=- GE Fa (r+ — r++)(r+ — r- )(r+ —T--), (6.3.54) 
ERA r 上 的 引力 加 速度 . 


由 (6.3.53) 可 以 得 到 


(r — r4) = exp(2kn27), 


于 是 出 射流 可 改 与 为 


Pty ~ eioV (rr yen OHO), (6.3.55) 
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这 一 结果 是 在 视界 面 外 部 得 到 的 , 用 解析 延 拓 的 方法 可 以 得 到 视界 面 内 的 波 函 数 


(6.3.56) 


AP y(z) 是 阶 跃 函数 ，Youttr 一 + ) 和 Ptr, 一 m 是 已 经 归 一 化 了 的 波 函 数 . N., 
是 wou 的 归 一 化 因子 . 

在 视界 外 > > ry, 上 式 代表 强度 为 N2 或 流 密度 为 一 N2 从 视界 向 外 传播 的 
出 射 正 能 粒子 流 . 在 视界 内 r< r+，r 为 时 间 轴 . 上 式 代表 在 引力 场 中 逆 着 时 间 前 
进 的 正 能 粒子 流 , 实际 上 就 是 在 引力 场 中 顺 着 时 间 离开 视界 传播 的 负 能 反 粒 子 流 . 
这 意味 着 在 视界 上 有 正 反 粒 子 对 产生 ， 

由 pot 的 归 一 化 条 件 


(6.3.58) 


(6.3.59) 


(6.3.60) 


是 黑洞 视界 的 温度 
对 于 宇宙 视界 r 用 相似 的 方法 经 过 相似 的 计算 过 程 , 可 得 视界 表面 引力 加 
速度 


(6.3.61) 


(6.3.62) 


(6.3.63) 
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O esen 


2) 狄 拉 元 粒子 的 辐射 
由 度 规 (6.3.31), 构造 对 称 零 标 架 


2A, 
mr = : ? i£asinĝ,0, A iS 
~ \25Ap ey Es ing | 
1 
1 2 l= 
ne’ = 3 —1=asl 一 . .3. 
m (zz) | i=asin@,0, Ag, =| (6.3.65) 


由 此 可 以 得 到 零 标 架 的 协 变 分 量 . 可 以 证 明 上 述 零 标 架 满足 伪 正 交 条 件 和 度 规 条 
件 . 由 这 些 零 标 染 分 量 , 可 以 得 到 Newman-Penrose fe RAH FATA 


1 
Aa \ 2 
r= —( | (a? sin 0 cos 0 — irasin 6), 


25) X 
€ = ; (te) -F4 + € 一 Ta r— = Arr? +a*)—M- FFiacos6 
p=- (te) Sr (r + iacos 8), 
a = -> (去) E olr? +a’) 一 ~ ADa’ sin? ] cot 0 一 Sfirasing | 
LL = p, =-a, Y=é€, T=-T. (6.3.66) 
各 微分 算 符 的 表示 式 为 
D = m2 = (te) EG $a?) + Ae + sai , 
A = n = (=) EG +a) 一 Ar + Say, y 
0 = mi 一 ea) iZasino g + box + = 2 ) 
ô= mp 一 (te) -isasinds + Ao 一 L 5 , (6.3.67) 
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电磁 势 的 表示 式 为 (6.3.35), 由 (6.3.65) 和 (6.3.35) 可 以 得 到 


] 3 
FA ) Qr, (6.3.68) 
(6.3.69) 
) SEC + ia.os 6) 
1 2 | 2 
— —Ar(r* 十 a“)|， 
3 
singcosg — ¥ cot 
— irasin@ + LAs oa sin 8 cos 0|. (6.3.70) 
3 Lg 
将 (6.3.67)~(6.3.70) RAX EIFE (6.3.4), 得 到 
1 
1 3] 2， 2.0 ð _ O 1/4, 
(saa) fse ta ai + Arar 5 3/5 (r 
1 ，2 1 2 | 2 . 
+ iacos@é) + {1—- 3 Ar r—M- z4r(r +a*)| +ieQr >F; 
1 
1 2 0 g i= O 1 / ,. 
— i£a sin0— 一 一 一 一 一 一 一 一 0 cos 0 
t (soar) Sasinl a, + 4056 — sind og 55 ( ane 
— d/cot@ — irasin#@ + 3 singeosg ) Fy 一 ee = 0, 
G75 fae tala Aia ta 23| 5 
la, 1 2 | 2 . 
二 iacos0) 二 (1 一 z4 r— M 一 3 Ar(r + a“)| +ieQr > Fz 
1 
1 2 |._ O g iS 0 1 / 。 . 
十 Gz iSasin z + Dea, + sind ôg 一 55 (4 sin 8 cos @ 
A 1 
— Jd} cot 0 — ira sin 0 + ae sin 6 cos ) FF, 一 p rC? = 0, 
Ar 
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— ia cos ĝ) + € 一 54r) r—-M- = Ar(r? + a*)| + car bes 
1 \3 0 9 iF 0 1/,. 
一 Z — — — 一 一 一 6 cos 8 
(seas) asl + A056 + sind d6 25 (a nar 


d) 1 
— J cot 0 + irasin@ + a? indo) Gı — —ipF* = 0, 
0 


1 \? foo, 29 a .9 ila 
(saa) fae tada at ag al aN 
1 2 1 2 | 2 . 
— iacosĝ) + [1- 3 Ar r— M -— 3 Ar(r +a’)| +ieQr Cl 
1 
1 \? m e ,O 0 i= 0 1 / 。. 
一 (z5) -Tosin( + Aone ~ sng og (a sin 9 cos @ 
] 
— J coté + irasiné + LIA sin 0 cos | G2 一 gee = 0. (6.3.71) 
0 


r 矩阵 形式 的 狄 拉 殉 方程 为 


(6.3.73) 
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0 0 -1 0 
1 0 0 0 1 
Y = ) 
1 0 QO 0 
0 —1 0 0 
0 0 0 -l 
9 0 0 —1 0 
y = ) 
0 1 0 0 
1 O 0 0 
0 0 0 1 
0 0 —i 0 
s3 一 6.3.74 
y 0 —i 0 0 | 
1 QO 0 0 


y 是 克 尔 -纽曼 - 德 西 特 时 空 的 狄 拉 克 和 矩阵 , 而 RE AY POT eK 
阵 : 直接 推导 可 以 得 到 


{ah y} = 2g" I. (6.3.75) 
4 
_i a 和 
F,=A;,*F,, G;=A74G,, i=1,2, (6.3.76) 
1 一 5 1 1 a lð a 
—- Ar 4 |—=Ar(r? + a? —~—Ar*)—M|F,+A,41—F,,:-: (6.3.77 
| Ar(r +a?) + (1 54r?) | + Art SA, (6.3.77) 


vA, Ot Or Og 

Ar, . |e 1\?[ .. . a ð 
+ ay + iacos @) + ieQr | Fy + (zz) 一 i=asin0 z 十 9 

is O 1 fo. ， 
- 5nd dd > z(e sin 0 cos @ — X cot 0 — irasin 0 
+ LAX oa sin 0088 ) Fy 一 ivGy = Q, 

3 Lg 

1 
0 O 0 


6.3 
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引入 Tortoise 坐标 f. 


或 者 


Âr x 1 \ |.- . 290 D 
一 mr 十 记 cos0) 十 leG7| fo 十 (z5) iSasind a + Ao, 
= 1 
+ i zy (sind cos 4 ~ 5 cot — irasin 6 
十 ore sin 9 cos 有 f, 一 iG = Q; 
1 2 m 2 2 O O ary O 
(=) Er + aay arg, + 2955 
A 、 1 \2 O ð 
O -r o o“: r _ Wy a A a 
al ia cos@) + ieQr |G, (zx) ji a sin0 + FT; 
— Ds - gy (sin 0 0088 — Scot # + irasing 
+ ae sin 6 cos o) Go 一 iuf, = 0, 
1 \? 9 9 ð 
一 /了 2\ __ yy 
(zx) Elir tae, t ara, + S055 
A 1 \2 ə 8 
“r oos . — ——— ] .~ ] 一 一 人 An 
+ 35 (7 ia cos 8) + ieQr | Go (55) | asin 0 + 9 5 
i£ 0 1 fo. ，  ， 
+ sn ds 25 a“ sin@cos@ — X cot 0 + irasin 0 
+ a sind cos8) |G 一 这 可 = 0. 
df = + (r? 十 a2)dr 
A, : 
d A, d 
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(6.3.78) 


(6.3.79a) 


(6.3.79b) 
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A, 全 r 2 
+ ay lr + iacos@) + ieQr | Fi + (=) - iZasing 2 + hon 
= 0 1 
— TET — TG sin 8 cos — X cot 0 — ira sin 0 
1 42 ^ LA 
+ 3 A sind cos8 Fo — iu( XA,)? G1 = 0, 
O O O 
一 /人 2 2 2 __ t y 
ata) ta) + Baz, 
一 = (r + iacos6) + ieQr Fy + (T) iZasing £ + box, 
a) 1 
+ 55 一 ay G sin 8 cos 6 — J cot 0 — irasin@ 
1 AS’ A 1 A 
+ 3a,° sind cos ) Fi — ip(LA,)2 G2 = 0, 
O O O 
= [m2 2\ ~ /m2 2\ 一 六 
(7r +a fr (r“ +a lag + F955 
A, 。 è A A, 2 m O O 
- fpl- iacos0) + ier |Â, - a —ifasind= + Aon, 
i= O 1 
— ind 34 一 二 (ee sin@cos@ — & cot 0 + irasin@ 
1 AD’ A 1 入 
+ 35 sin 6 cos6 ) Go — ip(LA,)? 1 = 0, 
O O O 
一 / 2 2、( 2 2) 二 一 
Zr +a a + (r +a lag + #955 
A, e ” e 一 A, 2 © ry ° O O 
+ zy" — iacos6) + ieQr|Go 一 a iZasino + UET, 
iz 0 1 9, o 
+ sind OG — oy (a sin 0 cos @ — 3 cot 0 + ira sin Ë 


1 AS’ A 1 
+ LAE a sind cos 9) |â; - ip(EA,)3 Ê, = 0. (6.3.80) 
0 
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令 


一 lt .wm 
; = ET Weim? f 


i Ea i = 1,2, (6.3.81) 
G; — eivtem? gg. 


代入 (6.3.80), 得 到 


O A 
3S 2 2 2 2\ a T e 
| iSw(r 十 a“) 十 (7r“ 二 a Fr +i&ma + 55 \" + iacos@) 


A, 2 O Em 
+ ieQr| fi 十 ta - Zaw sin 6 + EET: + sin 0 


1 1 
一 il sin 0 cos 6 — irasin@) + z cot? 


1A 
— =~ 4? sin 0 cos0 | fo — iu(ZA,)? g1 = 0, 
6 Ap 


- iSw(r’ 十 a”) 一 (r? + 0) 地 + 15ma 一 frir 
' 1 

A, \ 2 = 
+ 1a cos 0) + eQr| f2 + (=) Ea sin 0 + box, — 二 一 


1 l 
— zye sin 0 cos 0 — ira sin 0) + z cote 


1 A 1 
— Z — aqa? sin 6 cos 0 fi 一 ip( LA, ) 2 go 一 0, 
6 Ag 


— O A 
a i pug 2 2 a 2 2 EE i pg a r a i 


A. 2 l O =m 
ticQr|a - 全) Sawsing+ 05 + = 


— ig ambes b + irasie By 十 ~ cost — lAa sin beos 0} 92 — iz(ZA,)3 fr = 0, 
25 2 6 Ag 


0 A 
at D 2, U7 。 一 T oe 
| iSw(r* +a“)+(r* +a ) + i&ma 十 ay ir ia cos 0 ) 


| A, 2 _ O =m 
十 ieQr o 一 Ga Sawsing + 和 0 一 sin @ 


1 
— oF (a? sin 0 cos 6 + ira sin 8) 


1 1 4 1 
十 cot 0 一 Fale sin Ë cos | gı 一 iy (ZAr)? f2 = 0. (6.3.82) 
0 
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和 在 (1) 中 讨论 视界 面 方程 (6.3.42) 的 情况 一 样 , 我 们 只 讨论 视界 面 r+ 和 ++ 处 


的 霍金 辐射 . 
在 视界 ri 附近 , A, 一 0, 于 是 (6.3.82) 简化 为 


- +i£ma + ieQr4 | g2 = 0, (6.3.83) 


y ema + eQr4+ 
= exp |i | Sw — 
fa p | r4 +a? 
= expli£ (w — mN — eV )f| 
= exp |i | Sw — f 
J1 p | * r4 +a? 


g2 = exp |i | Sw — +e f 
= expli£ (w — mN — eV) f]. (6.3.84) 
式 中 
N? = ha? (6.3.85) 
为 黑洞 视界 7 十 的 和 角速度: 
rt 
V 一 Ao 一 S(r2 十 a2)’ (6.3.86) 
为 r+ 上 两 极点 处 的 静电 势 . 
令 
wo = m2 + eV (6.3.87) 


E(w —wo)f = wf, (6.3.88) 
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在 F, G; PA SAF exp(imd) 则 


由 视界 re ISP AY HR A 


an | 
pout ~ et ri 0,0, 1)", 


AF 了 AR BAA. 可 见 入 射流 和 出 射 波 正 交 . 
S| ARW E J BAB pp 
V=t4+ Pr, 


° » af 
pout ~ e iwV e2lw7 


—iwV 2i =(w—wo)F 


=e evs —(1,0,0,1)°. 


在 视界 面 附近 , (6.3.79a) 可 写 为 


由 (6.3.9), 可 以 得 到 


(r — r+) = exp(2k45r), 
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(6.3.89) 


(6.3.90) 


(6.3.91) 


(6.3.92) 


(6.3.93) 


(6.3.94) 


(6.3.95) 


(6.3.96) 


(6.3.97) 


(6.3.98) 
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代入 (6.3.94), 可 将 出 射 波 改写 成 


pot ~ eeor (r — ro)i/r (0) —(1,0,0,1)F. (6.3.99) 


EY HSE EARS BY), PR CE AB eT SC, 即 波 函数 
不 确定 . 可 以 如 前 一 样 地 进行 解析 延 拓 , PF AN RS E Se BB 


—-(w—wo) = (w—wo) 1 (1 0.0 1)* 


K4 e K _ 


V2 ) ) ) 
ny Ww) (6.3.100) 
1, 42>0, 
[» 250 sam 
{or = ra )U =r + ules rer 
— (w — wo) } (6.3.102) 


AP N, 是 Bout 的 归 一 化 因子 . 

在 视界 面 外 , 上 式 表 示 强 度 为 N2 的 从 视界 问 外 传播 的 正 能 粒子 流 ; 在 视界 面 
A,r 为 时 间 轴 , 上 式 表 示 逆 时 传播 的 正 能 粒子 流 , 等 效 于 顺 时 离开 视界 的 负 能 反 粒 
子 流 . 即 在 视界 面 上 产生 了 正 反 狄 拉克 粒子 对 . 

由 OU 的 归 一 化 条 件 


(Bort, Gout) = N2 {exp ae - 2) +1)=1 (6.3.103) 


可 以 确定 归 一 化 常数 


(6.3.105) 


(6.3.106) 


63 ”静态 和 稳 态 黑洞 的 量子 辐射 
和 视界 温度 
T}, = A++ 
27k 
当 7 > M?, 有 
Iri 一 7 
的 ETA "+~ MvVM -a -Q 


本 节 所 得 结果 相当 一 般 , 可 退化 为 克 尔 -纽曼 黑洞 等 特殊 情况 . 
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(6.3.107) 


(6.3.108) 
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《引力 理论 和 引力 效应 》 一 书目 1990 年 出 版 以 来 有 垃 受 到 诸多 读者 的 欢迎 , 出 
版 不 到 两 年 时 间 便 已 售 完 , 不 少 读者 希望 再 版 . 本 书 在 对 《引力 理论 和 引力 效应 》 进 
行 修改 的 基础 上 增加 了 广义 相对 论 近 年 来 的 新 成 果 和 新 进展 . 由 于 篇 幅 限 制 , 关于 
苔 阐 量 子 化 的 部 分 内 容 (黑洞 的 面积 量子 化 、 质量 量 子 化 和 电筒 量子 化 ) 以 及 宇宙 
学 的 部 分 内 容 (宇宙 暴 胀 的 机 制 、 圈 量子 宇宙 和 大 爆炸 的 量子 特性 ) 未 做 详细 阐述 ， 
有 兴趣 的 读者 可 分 别 参阅 《经 典 黑 洞 和 量子 黑洞 》( 王 永久 , 2008) 和 《经 典 宇 宙 和 
量子 宇宙 》( 王 永久 , 2010). 

1687 年 , 牛顿 创立 了 第 一 个 引力 理论 , 这 是 人 类 对 自然 界 普 过 存在 的 力 一 一 
引力 的 认识 的 第 一 次 升华 . 牛顿 引力 理论 首次 揭 开 了 行星 运动 之 谜 , 奇迹 般 地 预言 
了 两 个 行星 EBARES) 的 存在 并 被 天 文 观测 所 证 实 ， 从 此 牛顿 的 名 字 誉 满 
全 球 . 直至 20 世纪 初 , 这 一 理论 是 人 们 普遍 接受 的 、 唯 一 正确 的 引力 理论 . 随 着 人 
RS ea Ache, 牛顿 引力 理论 的 困难 日 益 引 起 学 者 们 的 重视 : 它 无 法 解释 天 文学 家 
观测 到 的 事实 一 一 水 星 近 日 点 的 移动 , 无 法 解释 物体 的 引力 质量 为 何等 于 惯性 质 


牛顿 引力 理论 无 法 用 来 研究 宇宙 . 用 牛顿 引力 理论 研究 宇宙 会 导致 著名 的 纽 
@ (Newman) 疑难 . 

1916 年 , 爱 因 斯 坦 以 全 新 的 观点 创立 了 新 的 引力 理论 广义 相对 论 , 这 是 
人 类 对 引力 认识 的 第 二 次 升华 . 爱 因 斯 坦 引 力 理论 将 时 - 空 几 何 和 引力 场 统 为 一 体 ， 
以 其 简洁 的 逻辑 和 优美 的 结构 令 学 者 们 叹服 甚至 陶醉 . 它 圆满 地 解决 了 牛顿 引力 理 
论 的 困难 , 并 将 牛顿 引力 理论 纳入 自己 的 特殊 情况 ( 弱 场 近似 ). 

爱 因 斯 坦 引力 理论 的 建立 , 第 一 次 为 宇宙 学 提供 了 动力 学 基础 , 使 宇宙 学 成 为 
一 门 定量 的 科学 . 爱 因 斯 坦 的 引力 场 方程 可 以 用 于 宇宙 , 作为 宇宙 演化 的 动力 学 方 
Be. 因此 , 应 用 广义 相对 论 , 可 以 根据 宇宙 的 现在 研究 宇宙 的 过 去 和 未 来 . 

引力 理论 的 及 展 在 很 大 程度 上 取决 于 爱 因 斯 坦 场 方程 的 严格 解 及 其 物理 解释 . 
本 书 第 一 部 分 以 场 方程 的 严格 解 为 中 心 论述 广义 相对 论 的 基本 内 容 , 给 出 了 爱 因 斯 
坦 引 力 场 方程 的 数 十 个 严格 解 的 推导 过 程 和 诸 种 生成 解 技 术 ; 系统 地 叙述 了 广义 相 
对 论 流体 动力 学 ; 阐述 了 黑洞 的 时 空 理 论 、 ARRAS. Re ST BEA 
Fa el AY Et FC. 

大 爆炸 宇宙 学 成 功 地 解释 了 自 t = 10-2 秒 ( 轻 核 形成 ) Bt = 10 年 (现在 ) 
宇宙 演化 阶段 的 观测 事实 . 其 中 包括 元 素 的 起 源 ( 氨 丰 度 测 量 )、 星系 光谱 的 宇宙 学 
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红 移 、3K WIR REN. ERMA FERRERIA AES. FHAR 
射 的 观测 两 次 获得 诺 贝 尔 物理 学 奖 (1978 年 , 2006 年 ), 就 是 因为 它们 支持 了 大 爆 
炸 宇 宙 模 型 . 由 于 大 爆炸 宇宙 模型 普遍 为 人 们 所 接受 , 故 称 其 为 标准 宇宙 模型 . 然 
而 标准 宇宙 模型 仍 有 它 的 困难 , 就 是 在 t = 10-10 秒 这 一 极 早 期 演化 阶段 中 的 四 个 
问题 : 奇 点 问题 、 视 界 问题 、 平 直 性 问题 和 磁 单 极 问题 . AN he IR S SY 
EARL. 这 一 理论 解决 了 上 述 四 个 问题 中 的 后 三 个 . 它 已 经 把 我 们 带 到 t= 10736 
秒 的 宇宙 极 早 期 , 已 接近 宇宙 的 开端 . 我 们 可 以 把 加 入 了 又 胀 理论 的 大 爆炸 宇宙 模 
型 称 为 新 的 标准 宇宙 模型 . 标准 宇宙 模型 原来 的 四 个 困难 问题 还 剩 下 一 个 , 即 宇宙 
的 初始 奇 点 (宇宙 的 创 生 ) 问题 , 这 是 本 书 第 八 篇 (量子 宇宙 学 ) 的 内 容 . 

广义 相对 论 宇 宙 学 是 建立 在 爱 因 斯 坦 引 力 理论 基础 上 的 . 严格 地 说 , 量子 宇宙 
学 应 该 建立 在 量子 引力 理论 的 基础 上 . AM, 至 今 尚 未 建 芯 一 个 令 人 满意 的 量子 引 
力 理论 . 尽管 如 此 ， 人 们 仍然 可 以 根据 已 经 了 解 到 的 量子 引力 的 某 些 特征 ,去 寻找 
各 种 途径 , 竹 试 解决 量子 宇宙 学 的 主要 问题 一 一 宇宙 的 创 生 问题 . 20 世纪 末 , 哈 
特 (Hartle)、 霍 金 (Hawking)、 维 林 金 (Vilenkin) 等 提出 , ASA RHA HAS 
宙 的 量子 状态 , 宇宙 动力 学 方程 即 惠 勤 - 德 维特 方程 . 这 样 , 只 要 确定 宇宙 的 边界 条 
件 , 便 可 定量 地 研究 宇宙 的 创 生 问题 了 . 本 书 第 八 篇 讲述 了 哈 特 - 和 霍金 的 量子 宇宙 学 
理论 . 

由 引力 场 方 程 和 场 源 物质 及 试验 粒子 的 运动 方程 , 可 以 引出 许多 新 的 推论 , 其 
中 有 一 些 具 有 明显 的 物理 意义 . 这 些 推论 是 牛顿 力学 中 所 没有 的 , 称 为 广义 相对 论 
引力 效应 . 本 书 第 十 篇 收集 了 141 种 广义 相对 论 引 力 效应 . 除了 和 几 个 经 典 实验 相 
对 应 的 引力 效应 以 外 , 还 有 更 多 的 引力 效应 不 能 为 目前 的 实验 所 检验 . E 
术 、 引 力 辐 射 探测 技术 和 空间 技术 的 发 展 , 太阳 系 不 再 是 检验 引力 理论 的 唯一 场所 ， 
这 一 点 已 经 越 来 越 明 显 . 可 望 在 今后 的 10 年 内 , 有 更 多 的 引力 效应 为 新 的 实验 所 
检验 . 

全 书包 括 绪论 、 广义 相对 论 基 础 、 一 些 特殊 形式 的 引力 场 、 广 义 相对 论 流体 动 
力学 、 黑 洞 物理 、 广 义 相 对 论 宇宙 学 、 宇 宙 的 暴 胀 、 量 子 宇宙 学 、Brans-Dicke 理论 
和 膜 宇 宙 、 广 义 相 对 论 引 力 效 应 十 篇 ， 共 37 章 230 W. 
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第 7 篇 “广义 相对 论 宇 宙 学 


人 在 运 今 为 止 人 们 所 知道 的 各 种 力 中 , 引力 是 唯一 个 可 屏蔽 的 长 程 力 . 对 于 分 布 
于 大 范围 至 -时 中 的 大 量 物质 和 空 -时 本 身 , 引力 应 是 起 决定 作用 的 力 . 因此 , 引力 
决定 宇宙 动力 学 , 从 而 决定 宇宙 的 演化 ; 任何 定量 的 宇宙 学 理论 必须 以 引力 理论 为 
基础 

每 种 引力 理论 都 有 相应 的 宇宙 模型 , 如 标量 引力 理论 、FSG 理论 等 . 本 篇 只 研 
究 建 立 在 爱 因 斯 坦 引力 理论 基础 上 的 宇宙 模型 
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宇宙 学 是 论述 整个 宇宙 的 , 而 人 类 对 宇宙 的 观测 只 涉及 宇宙 的 一 小 部 分 . 对 这 
一 小 部 分 的 观测 义 只 有 很 短 的 历史 . 对 行星 系 的 观测 有 几 王 年 , 对 其 他 星系 的 观测 
只 有 100 年 . 尽管 如 此 , 人 们 以 观测 资料 为 基础 , 根据 爱 因 斯 坦 的 引力 理论 , 已 构成 
一 幅 宇 宙 泪 化 的 图 像 . 可 以 证 明 , 这 一 图 像 是 自 洽 的 , 与 迄今 为 止 的 观测 资料 相符 
合 . 按照 下 面 要 介绍 的 宇宙 学 原理 , 人 们 没有 必要 知道 尚未 观测 到 的 空间 区 域 的 任 
何 情况 . 


宇宙 学 原理 和 Robertson-Walker 度 规 


ll 宁 宙 学 原理 


按照 现代 的 观测 技术 , 可 观测 区 域 已 扩展 到 3 x 10° HF. 为 了 以 这 一 观测 区 
域 的 信息 为 基础 来 研究 宇宙 的 总 体 结构 , 需要 有 一 些 假 设 . 在 可 观测 到 的 区 域内 发 
现 , 在 罕 观 矿 度 上 , 星系 分 布 、 射 电源 数目 和 微波 背景 辐射 等 基本 上 都 是 均匀 的、 各 
HAE. 人 们 假设 : FESR BEL, 任何 时 刻 三 维 宇宙 空间 是 均 习 的 和 各 问 同 性 
的 , 这 就 是 宇宙 学 原理 . 根据 这 一 原理 , 宇宙 中 一 切 位 置 都 是 等 同 的 . 这 样 一 来 , 在 
宇宙 中 没有 优越 的 位 置 和 优越 的 方向 , 当然 也 就 没有 必要 知道 尚未 观测 到 的 区 域 的 
情况 ， 宇 宙 中 每 一 个 星系 或 者 星系 团 都 是 构成 宇宙 的 平等 元 素 . 根据 宇宙 学 原理 ， 
宇宙 中 任 一 点 和 任 一 方向 都 不 可 能 用 任 一 物理 量 的 不 同 来 区 分 . 但 是 同一 点 的 物 
理 量 在 不 同时 刻 却 可 以 有 不 同 的 值 . 所 以 宇宙 学 原理 允许 宇宙 随时 间 变 化 . 为 了 研 
究 宇 宙 随 时 间 的 变化 , AA Ee RES RNR, 于 是 就 
必须 有 一 共同 的 时 间 标 准 , 这 一 时 间 称 为 宇宙 时 . 宇宙 时 的 存在 也 是 宇宙 学 原理 成 
WAY BU SE. 


1.2 Robertson-Walker 度 规 


宇宙 学 原理 用 几何 术语 表述 为 : 三 维 空间 应 是 具有 最 大 对 称 性 的 空间 , 即 一 个 
具有 常 曲率 但 曲率 可 以 随时 间 变 化 的 空间 . 根据 第 二 篇 、 第 三 章 的 讨论 , 满足 上 述 
要 求 的 四 维 宅 -时 一 定 具 有 Robertson-Walker 度 规 


ds = dt? — R?(t) 
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因此 , 这 个 均匀 宇宙 模型 的 度 规 实际 上 已 经 由 对 称 性 要 求 所 确定 . 式 中 R(t) 是 时 

间 的 未 知 函 数 , k 是 一 个 常数 , 适当 选择 7 的 单位 , 可 以 使 k 取 值 为 +1;0 或 -1. 爱 

因 斯 坦 引 力 场 方 程 则 作为 宇宙 动力 学 方程 , 确定 宇宙 的 时 间 行 为 (宇宙 的 演化 ), 即 

确定 函数 R= R(t), 并 确定 局 部 空间 性 质 即 k 的 值 . 这 些 问题 将 在 第 2 章 中 讨论 . 
引入 变换 


(1.2.2) 


(1.2.3) 


ds? = R*(t)[dt? — dr? — 7? (d0? + sin? Ody*)] = R*ds* (1.2.5) 


式 中 d3? = df? — dr? — 7? (d6? + sin? Ody?) 为 平 直 空 -时 度 规 . 由 此 可 知 , R-W 空 -时 
和 闵可夫 斯 基 空 -时 是 共 形 的 , 即 R-W 空 - 时 是 共 形 平 直 的 . 


如 采 引 入 记号 
siny, k= +1; 
f(ix)=r=4 x 当 k=0; (1.2.6) 
shy, k= 一 1 
则 R-W BERR (1.2.1) 可 改写 为 
ds? = dt? — R?(t)[dy? + f?(x)(d6? + sin? 6dy*)]. (1.2.7) 


式 (1.2.7), (1.2.3) 和 (1.2.1)  R-W 度 规 的 三 种 不 同形 式 . 

在 (1.2.1) 中 ,R(t) 称 为 宇宙 半径 (或 宇宙 标 度 因 子 ),& 标志 空 -时 曲率 .k = 
+1,0, 一 1 分 别 对 应 于 子 空间 M 的 曲率 K > 0,K = 0,K <0. 在 (1.2.1) PERE, 
令 Vkr =7(k > 0), 得 


+ 7*(d6? + sin? bay?) . (1.2.8) 
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空间 部 分 可 表示 为 
R? dr? 
ds{3) = w 7 一 +7 (d0? + sin? bay?) . (1.2.9) 
由 此 可 得 
Ko = 一 (1.2.10) 


三 维 平 直 空间 do? = 6;;dz*dzi 中 的 二 维 曲面 dijeri = > = RÆTT HZA K 
的 常 曲 率 空间 . 图 6-1 是 三 种 情况 的 示意 图 . 


K>0 K=0 K<0 


图 6-1 


曲率 为 K 的 三 维 常 曲率 空间 可 以 看 作 包 容 于 四 维 平 直 空间 的 子 空间 M. 


1.3 ”空间 距离 和 曲率 


1. 固有 空间 距离 
对 于 R-W 度 规 (1.2.1), 由 坐标 时 与 标准 时 的 关系 dr = /goodt, 可 得 
dr = dt. (1.3.1) 
所 以 在 R-W 空 -时 中 , 坐标 时 即 标准 时 , 也 就 是 本 章 开 头 提 到 的 宇宙 时 按照 所 选 
用 的 单位 , c= G=1, RATA ds = dr = dt. 


考虑 任意 两 恒星 A 和 B, 选择 坐标 轴 的 方 同 , 使 7+ 轴 通 过 4B, 则 4A 和 B 的 
空间 距离 为 


如 果 ra 和 rs A, 则 上 式 表 明 : 当 R(t) 是 时 间 t 的 增 函 数 时 , 任意 两 恒星 间 的 
空间 距离 都 随时 间 增 大 , 即 宇宙 是 膨胀 的 ; 当 R(t) 是 时 间 t 的 减 函数 时 , 任意 两 恒 
星 的 空间 距离 都 随时 间 减 小 , 宇宙 是 收缩 的 ; 当 R(t) 为 常数 时 , 宇宙 是 静态 的 . 
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2. 空间 的 曲率 


RANTE k > 0,k =0 和 < 0 的 三 种 宇宙 空间 . 
(1) k > 0 的 宇宙 空间 . E k > 0 的 情况 下 , 积分 (1.3.2) 给 出 
R(t) 
Vk 

R(t) 


上 式 表 明 ,Vkrp < 1,Vkra < 1,1l < Tk , 即 任 意 时 刻 、 HSB (SIE 


Ki) 间 的 距离 都 是 有 限 的 , 也 就 是 说 , 在 任何 给 定 的 时 刻 , 宇宙 空间 中 不 存在 相距 无 
限 远 的 两 个 点 . 
1 


W ra =0, 由 (rB)max = Ti 可 以 算出 宇宙 空间 的 体积 


{= 


farcsin(Vkrg) — arcsin(Vkra)). (1.3.3) 


27 


sin 0d@ | dw 
0 


1/Vk 
V-gr?ar | 


I 
0 


任何 时 刻 宇宙 空间 的 体积 都 是 有 限 的 . 所 以 , k >0 的 宇宙 空间 是 有 限 的 . 
(2) k < 0 的 宇宙 空间 . 此 时 积分 (1.3.2) 给 出 


_ RO), vere + v1 -krh (1.3.5) 


上 式 表明 , 任 一 时 刻 AB 间 的 距离 没有 上 限 . 所 以 <0 的 宇宙 空间 是 无 限 的 . 
(3) k = 0 的 宇宙 空间 . 此 时 , 积分 (1.3.2) 给 出 


l = R(t)r. (1.3.6) 
PA, k = 0 的 宇宙 空间 也 是 无 限 的 . 


1.4 粒子 和 光子 的 行为 


现在 我 们 讨论 粒子 (质点 ) 和 光子 在 R-W 空 -时 中 的 运动 , 采用 (1.2.7). 在 
(1.2.7) 的 坐标 系 中 , 一 个 静止 的 恒星 相对 于 原点 的 固有 ( 纯 空 间 ) 位 移 D 由 式 


D = V~gux = R(t)x (1.4.1) 


确定 . 如 果 宇 宙 半 径 R 随时 间 变 化 , 则 恒星 之 间 以 及 星系 之 间 的 距离 也 将 随时 间 
变化 , 好 像 球面 上 两 个 固定 点 之 间 的 距离 ( 沿 球面 上 的 短程 线 ) 随 看 球 半 人 径 的 变化 
而 变化 一 样 . 由 此 产生 的 速度 D 和 位 移 D 成 正比 : 
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. OD R 
= -一 = 1.4. 
D=- = =D. (1.4.2) 


适当 选择 坐标 轴 的 方向 ， 使 一 个 上 自 由 运动 的 试验 粒子 沿 - RAE IA PE (x = 


x(s), 9= BB, p= 常数 ) 运动 . 这 时 粒子 的 世界 线 是 度 规 
ds? = dt? — R?(t)dx’ (1.4.3) 
的 短程 线 . 由 短程 线 方 程 可 以 得 到 守恒 定律 
RAX = Bi z x = const (1.4.4) 


设 粒 子 的 静止 质量 为 mo, 用 v 表示 速度 RŠ ,用 p 表示 动量 mv = mov/V1 — v?, 


则 等 恒定 律 (1.4.4) 在 三 维 空间 具有 形式 
pR = const. (1.4.5) 


上 式 表 明 , 对 于 自由 运动 的 粒子 , 其 动量 和 宇宙 半径 的 乘积 等 于 常数 
对 于 光子 , 人 们 期 望 得 到 一 个 类 似 的 结果 , 即 光 子 的 波长 或 频率 和 宇宙 半径 的 
关系 . 
MFH (1.3.2) 的 情况 一 样 , 设 AB AARE r 的 方 同 . A 扩 有 一 光源 , 于 
t 一 14 时 刻 发 出 一 波 面 , 传播 到 B ARRAIA tp. 将 ds = d0 = dy = 0 代入 度 规 
(1.2.1) 得 


dt? — R?(t) A = 0, (1.4.6a) 
分 离 变 量 并 积分 , 得 到 

— | dr (1.4.6b) 

ta R(t) 7 V1 — kr? 


男 一 波 面 于 ta + Ata NZIB 4 ARH, 于 tp 十 AtB NANA BR. 同 理 可 得 


i dt M dr 
7 TA V 1 a kr? 


BBE LINE ra 和 rs 都 保持 不 变 , 两 式 相 减 , 得 到 


aa, RO (1.4.7) 


RẸ 
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4 (1.4.8) 


0, Atg 一 0, RNA 


At, 7 Atg EN 
Rita) Rip) CA4 T 0 Ate > 0) 
aA At Ap R(t) 
B VA B B 
J Ata 7 vo T Ma ~ lta) (14.99) 
或 
vR = const. (1.4.9b) 
由 (1.4.9a) 可 以 得 到 红 移 z 的 表达 式 
z= 2B _ Rta) _ (1.4.9c) 


z < 0( 紫 移 ); 4 R(tp) = R(ta)(F BARA) 时 , z = 0( 无 频 移 ). 
如 果 在 比较 短 的 时 间 (t-ta) 内 R(t) 的 变化 比较 小 , 可 将 R(t) 展开 为 (t-ta) 
的 泰勒 级 数 并 取 其 前 几 项 . 展开 式 为 


R(t) = R(ta) + R(ta)(t — ta) + (ta)(t — t4)“ + 
= R(ta)| 1+ H(t — ta) — sgH2(t — ta)? + (1.4.10) 
式 中 
H(t4) = ma (1.4.11) 
q(ta) = ar Aa (1.4.12) 


称 为 减速 因子 . 
将 (1.4.10) 代入 (1.4.9c), 得 到 红 移 z 和 光 的 传播 时 间 的 关系 


z= H(ta4—tp)+ (1 十 >) H?’ (ta -tB +... (1.4.13) 
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通常 , 用 红 移 与 光源 距离 的 关系 来 检验 R-W 度 规 用 于 宇宙 模型 的 正确 性 . 在 一 级 
近似 下 , 将 (1.4.10) 代入 (1.4.3)(ds = 0), 积分 得 


fee, (1.4.14) 


z= HD+5(g+1)H?D? +---=D+5(D+DD)+---. (1.4.15) 


上 式 表明 , 在 一 级 近似 下 红 移 正比 于 光源 与 观察 者 的 固有 距离 , 或 正比 于 光源 速度 
D 与 光速 (c = 1) 的 比值 . 这 就 是 哈 勃 定律 . 这 一 定律 是 哈 靳 (1929) 在 总 结 大 量 观 
测 资 料 的 基础 上 发 现 的 , 它 表 明 宇 宙 中 任何 两 颗 恒 星 (或 星系 ) 都 在 相互 退行 , MF 
宙 在 膨胀 . 
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RE Fi NR, 网 必须 确定 R-W 度 规 中 的 宇宙 半径 的 函数 形式 R= R(t) 
和 标记 曲率 的 参量 k 宇宙 动力 学 的 任务 是 根据 宇宙 物质 的 性 质 和 爱 因 斯 坦 引 力 场 
方程 计算 这 两 个 量 . 


2.1 爱 因 斯 坦 场 方程 
理想 流体 的 爱 因 斯 坦 场 方程 具有 形式 
hw 一 gu R + guv À = 8T uv, 
Tuv = (P + P)Upty — PGpv- (2.1.1) 
在 随 动 系 中 , u, = 62, 对 于 均匀 宇宙 , p 和 p 只 是 时 间 t 的 函数 . 由 R-W 度 规 可 得 
2 
goo 一 1, goi = 0, gil = — 一 2a 
g22 = —r* R*(t), g33 = —r* R° (t) sin? 0: (2.1.2) 
Roo = —3R/R, Roi = 0, 
Ri; — (RRR 2k) gi (2.1.3) 


l 


= 5 (P — p)guv +(p+p)upu, 


Soi 一 0, 


(2.1.4) 


于 是 , 便 可 组 成 爱 因 斯 坦 场 方程 Riv = 808w. 它 的 0i 分 量 为 一 恒等式 , 00 分 量 和 


ii 分 量 分 别 为 


3R 
> = —4n(p + 3p), (2.1.5) 


RR + 2R? + 2k = 4n(p — p) R?. (2.1.6) 
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消去 R, 得 到 


同时 , 将 (2.1.1) 和 u, = 69 代入 Te = 0 得 到 守恒 方程 的 具体 形式 


l d 
pR? = z [R (p + p)|, 


BẸ 


d 


(2.1.5)~(2.1.8) 中 只 有 两 个 方程 是 独立 的 . 当 给 定 物 态 方程 p = plp) 时 , BEAT 
以 确定 函数 p = p(R), 从 而 由 (2.1.7) 积分 定 出 R= R(t). 所 以 , 宇宙 动力 学 的 基本 
方程 是 爱 因 斯 坦 方程 (2.1.7)、 能 量 守恒 方程 (2.1.8) 和 物 态 方程 p = p(p). 

以 R-W- 度 规 为 基础 , 按 上 述 程序 确定 R(t) 的 宇宙 模型 称 为 弗 里 德 曼 (Fried- 
mann) 模型 , 或 称 标准 宇宙 模型 . 


2.2 PEES THRE 


在 不 知道 物 态 方程 p = p(p) 的 情况 下 , 分 析 场 方程 和 守恒 方程 , 也 可 以 得 到 许 
ZRF RRS (Friedmann) 宇宙 现在 、 过 去 和 将 来 的 膨胀 情况 . 

由 方程 (2.1.5) 可 知 , 只 要 p 十 3p > 0, 就 有 R/R<0. 根据 现在 的 观测 事实 , 有 
R/R > 0( 观 测 到 红 移 ), R > 0. 由 此 可 画 出 函数 R= R(t) 的 曲线 (图 6-2). 设 曲 线 
5 t 轴 的 交点 为 t= 0, 即 


R(0) = 0 (2.2.1) 
此 时 容易 证 明 , 4 t= 0 时 曲率 标量 


R(t) + (R(t) + b)| > oo 


R(t) 
(2.2.2) 
上 式 表 明 罕 宙 必 然 在 过 去 的 某 一 时 刻 为 一 奇 扩 ， 从 
那 时 开始 “爆炸 ” 开 来 , 膨胀 到 今天 方 有 这 么 大 的 
宇宙 半径 R(to)， 从 宇宙 为 奇 扣 到 现在 所 经 历 的 时 
A] to BARRERA BER. 如 图 6-2 Bra. 
根据 哈 勃 常数 定义 (1.4.10D) 有 Ho = R(to)/R(to), 
由 上 式 得 到 


0 


Ril = RO = 


to = —  (R=0,%0<t< to). (2.2.3) 
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mR R(t) =0, 4 (0<t<to), 则 
R(t) = A = const, R(t) = At. 
ARTE AM SB AS BU Ho=50km t. s-Mpc71(1Mpc=3.08x10*cm), 可 知 Hy * ~ 


(2.2.4) 


宇宙 年 龄 的 计算 将 在 2.4 节 中 给 出 . 
顺便 提 一 下 , 上 面 讨论 的 是 p+3p > 0 的 情况 , 如 果 在 宇宙 早期 有 p+ 3p = 0, 则 


字 宙 不 存在 初始 奇 点 . 宇宙 早期 以 辐射 为 主 , 因而 有 态 方程 p = <p, 此 式 与 p+3p = 


0 一 起 , 导致 p = p = 0. 此 时 由 (2.1.5) 和 (2.1.6) 得 到 R = 0, R? = 一 k(k < 0), 从 而 
有 Rw = 0, 即 宇宙 空 - 时 是 Ricci FER. 此 时 [Reo = 有 限 值 . 因此 3p + p= 0 
的 宇宙 模型 没有 初始 奇 氮 . 

Friedmann 宇宙 的 未 来 是 无 限 膨胀 还 是 收缩 取决 于 空间 曲 认 有 的 符号 . 由 
(2.1.8) 可 知 , 只 要 p > 0, W d(pR3)/dR < 0,p BA R 增 大 而 减 小 的 速率 至 少 等 于 
R`. 所 以 pR? 一 0( 至 少 正比 于 R-!), 代入 (2.1.7) 有 


R?+k—0. 


WE k= -1, HF R? > 0, 所 以 R(t) 必然 继续 增 大 . 由 上 式 可 知 R 一 一 k,R 一 +t. 
因此 , 如 果 k= -1, 宇宙 将 无 限 膨胀 , 4k —0, I R2 — 0 H R2>0, PU R(t) 继 
续 增 大 , 只 是 比 t 增 大 得 慢 . 因此 ,k = 0 宇宙 也 将 无 限 膨 胀 . 对 于 = +1;(2.1.7) 可 


改 与 为 
R? = — pR? — k = —pR? - 1. (2.2.5) 


当 pR? 减 至 1 时 R?2 = 0. 由 于 R(t) <0, BRAS, 所 以 此 后 R(t) 减 小 , RF 
宙 必 然 在 将 来 的 一 段 有 限时 间 内 再 次 缩 至 奇 点 (R = 0), 如 图 6-3 Bra. 


R(t) 
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大 约 在 弗 里 德 曼 模 型 提出 7 年 以 后 , E.P.Hubble 于 1929 年 发 现 了 宇宙 红 移 现 
象 , 这 是 对 广义 相对 论 宇 宙 学 的 重要 验证 之 一 . 宇宙 红 移 的 发 现 不 仅 证 明了 广义 相 
对 论 宇宙 学 特别 是 宇宙 脱 胀 概念 的 正确 , 而 且 可 以 通过 对 红 移 的 严格 计算 确定 均 
名、 各 问 同 性 宇宙 模型 中 哪 一 个 更 适合 于 描述 真实 的 宇宙 . 原则 上 可 以 由 红 移 [ 作 
为 距离 的 函数 , 见 (1.4.15)] 确定 蛤 过 常数 H 和 减速 因子 q, 从 而 确定 宇宙 的 演化 . 


2.3 ”宇宙 物质 的 密度 和 压强 


由 (2.3.1) 可 知 


Po = Pc = k = 0. (2.3.4) 


取 Ho =50km-s~!-Mpc7!, 可 得 p, = 5 x 10-30g .cm-3. 根据 观测 , 可 认为 宇宙 现在 
的 物质 形式 主要 是 非 相 对 论 性 的 , 且 满 足 条 件 


Po < Po. (2.3.5) 
此 时 由 (2.3.2) 和 (2.3.1) 得 到 


从 而 有 
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n= - =k=0. (2.3.7) 


宇宙 是 闭合 的 还 是 开放 的 , 按照 (2.3.4) 取决 于 po. po < pe, 宇宙 是 开放 的 ; po > pe, 
宇宙 是 闭合 的 ， 或 者 按照 (2.3.7) 取决 于 减速 因子 go. go < 1/2, 罕 宙 是 开放 的 ; 
go > 1/2, 宇宙 是 闭合 的 . po 可 以 通过 测量 星系 质量 (由 测量 光度 得 到 ) 来 确定 , 结 
RA 


A = 0.010 ~ 0.028. (2.3.8) 
go 可 以 由 红 移 -光度 关系 的 观测 确定 , RA 
go + 1, po ~ 2 Pc: (2.3.9) 


根据 (2.3.8), 宇宙 是 开放 的 ; 根据 (2.3.9), FHRAGH. 为 了 解决 这 一 予 盾 , 可 以 
假设 go = 1 是 正确 的 , 再 设法 寻找 普通 星系 之 外 的 质量 , 这 一 全 今 还 未 找到 的 质量 
的 平均 密度 应 为 2 x 107g. cm. 经 过 几 十 年 的 努力 , 在 这 方面 有 了 一 定 的 进展 ， 
如 黑 润 、 上 暗物质 、 中 微 子 的 静 质 量 .……. 如 果 存 在 的 话 , 都 会 有 助 于 这 一 问题 的 解 
次 . 


2.4 ”宇宙 年 龄 的 计算 


由 2.2 节 中 的 讨论 可 知 , 宇宙 物质 静 质 量 的 能 量 密度 p ~ R3, 而 辐射 的 能 量 
密度 pr ~ R 因此 , 可 以 认为 在 现在 的 宇宙 中 , 已 知 形式 的 辐射 能 量 密度 小 于 静 
质量 的 能 量 密度 . 宇宙 物质 主要 由 非 相 对 论 的 松散 物质 (尘埃 ) 构成 . 在 这 个 时 间 ， 
宇宙 动力 学 方程 ( 爱 因 斯 坦 方 程 ) 为 (2.1.7) 


R? +k = oR? (2.4.1) 
由 于 p~ R`, RE 
P (=) ~ (2.4.2) 
po Ro 
FH (2.3.6) 可 得 
= (2go — 1)Hĵ, po = 2qoH5 
代入 (2.4.1) 和 (2.4.2), 得 到 
2 
-sm aes 


1 rR/Ro 9 一 1/ 2 
t= =| € 一 200 + “1 | dz, (2.4.4) 


2.5 ”粒子 视界 和 事件 视界 . 465 - 


代入 R= Ro, 得 到 宇宙 现在 的 年 龄 
_1/2 
to = t [ € 一 200 + | dz. (2.4.5) 
0 


RE qo > 0, 有 to < Hy’, BẸ (2.2.4) Ñ. 上 式 给 出 的 函数 关系 如 图 6-3 Bra. 
当 go> (k= +1, po > pc) 时 , 积分 得 


to = a (29o 一 1) 一 3/? arccos (— 一 1) 一 = (240 一 ye? (2.4.6) 
代入 go = 1, Hgt x 2 x 101 年 , 得 到 
to ~ (= — 1) Ho = 1.1 x 101048. (2.4.7) 
由 (2.4.5) 还 可 以 求 出 两 次 R=0 之 间 的 时 间 间 隔 , 即 宇宙 的 “寿命 ”. 
T 13 x 107 年. (2.4.8) 
当 qo = = (k = 0, po = pe) 时 , 积分 (2.4.4) 给 出 
R(t)  [3Ht\ 
人 (2-49) 
上 式 表明 R(t) 无 限 增 大 . 代入 Hyt x2 x10 年 , 得 到 
to = “Hy ~ 1.3 x 1010 年 . (2.4.10) 


这 一 模型 称 为 Einstein-de Sitter 宇宙 模型 . 


当 0<go< >(k = 一 1, po < pc) 时 , 积分 (2.4.5) 给 出 
to = = (1 — 2q9)~+ — go(1 — 2g0) 3/2arch x (= 一 3] . (2.4.11) 


如 果 取 po 为 星系 内 的 质量 密度 , go x 0.014, Hy! +2 x 101 年 , WA 
to = 0.96H5* + 1.9 x 10"" 年 . 


恨 据 同位 素 衰变 的 方法 和 天 文学 其 他 方法 测 得 地 球 的 年 龄 大 约 为 4.5 x 10° 年 ， 
太阳 系 的 年 龄 大 约 为 5 x 10° 年 , 银河 系 的 年 龄 大 约 为 1.1 x 10” 年 . 


2.5 PRAM SME 


光速 是 所 有 信号 传播 速度 的 上 限 . RE ri 处 于 时 刻 t 发 出 的 光 在 时 刻 t 到 达 
r= 0, 则 7 = 0 处 的 观察 者 在 时 刻 t 只 能 观测 到 来 自 区 域 + <r, 的 信和 号 , 即 只 能 看 
到 这 个 区 域内 的 粒子 (ER). 
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径 问 光线 的 传播 方程 可 写 为 (1.4.6) 
[ 4 | dr (2.5.1) 


如 果 当 ti 一 0 时 左 端 积分 发 散 , > = 0 处 观察 者 能 够 观测 到 宇宙 中 任何 随 动 粒子 
(ER) 在 足够 早 时 发 出 的 信号 . MRS t 一 0 NARS, 则 由 上 式 可 以 
确定 ri, 即 存在 一 个 有 限 的 区 域 , > = 0 处 观察 者 在 时 刻 t 只 能 看 到 这 区 域内 的 随 
动 粒子 (ER) 这 一 区 域 的 边界 称 为 粒子 视界 . 以 ry(t) 表示 粒子 视界 的 径 丫 坐标 ， 
则 相应 的 固有 空间 距离 为 


(2.5.2) 


对 于 一 些 宇 宙 模 型 , 在 宇宙 的 全 部 演化 过 程 (R = 0 一 Rmax 一 0), 空间 一 扩 
r = 0) 的 观察 者 所 能 看 到 的 全 部 事件 也 只 能 在 有 限 范围 内 , 这 一 范围 的 边界 叫做 
事件 视界 . 

在 积分 (2.5.1) 中 , 4t 一 (FRA) 或 上 一 oo 时 , AMR RB, WA 
存在 事件 视界 , 位 于 7 = 0 的 观察 者 只 要 等 待 有 限 长 时 间 就 能 观测 到 宇宙 中 任 一 事 
AE. AF (2.5.1) 左 端 积分 收敛 , 则 存在 事件 视界 , 此 时 有 


了 rı 
| as | dr (2.5.4) 
tı 


AF r 为 宇宙 年 龄 或 无 限 大 , ri 为 事件 视界 [到 观察 点 (r= 0)] 的 径 回 坐标 . 对 于 
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go < 5 的 模型, + 一 oo 时 左 端 积分 发 散 , 没有 事件 视界 go > 5 的 模型 , 左 端 积 


TUCK, 存在 事件 视界 , 此 时 由 (2.5.4) 可 以 确定 事件 视界 与 护 7 = 0 的 回 有 空间 四 
离 : 


DE(ti1)= R(t) | at R(t) (2ao 一 1)712 . [2x — arccos n-e HEWN . 


qo fo 
(2.5.5) 


26 含有 宇宙 因子 的 模型 


我 们 回 到 AA 0 的 引力 场 方程 , 讨论 相应 的 几 种 宇宙 模型 . 
对 于 含有 宇宙 项 的 场 方程 , 代入 R-W 度 规 并 进行 和 得 到 (2.1.5)~(2.1.6) FF 
的 运算 , 得 到 


R k A 8x 
R2 + R2 — 3 = 3 Ps (2.6.1) 
2R R 大 
R + pa 十 RZ A = 一 8TD. (2.6.2) 
将 (2.6.1) 对 t 微分 并 代入 (2.6.2), 得 到 关系 式 
© (PR?) 4 p= R — 0 (2.6.3) 


dt dt 
这 就 是 (2.1.8). Æ 2.1 节 我 们 由 和 守恒 定律 得 到 了 此 式 ， 与 那里 的 情况 一 样 , 方程 


(2.6.1)~(2.6.3) 中 只 有 两 个 是 独立 的 . 
FFE (p = 0) 的 情况 , 由 (2.6.3) 可 知 pR = 常数 . 为 了 方便 起 见 , > 


C= oR’, (2.6.4) 
代入 (2.1.7), 得 到 
R? = 十 SR? — k = F(R,),k), (2.6.5) 


上 式 称 为 弗 里 德 曼 膨胀 方程 ， 由 这 一 方程 可 知 ， 如果 a(t) 是 一 个 解 , 则 将 上 RA 
t' = +t 十 const. 之 后 对 应 的 a(t’) 仍 是 一 个 解 , 因此 , 可 以 任意 选择 时 间 坐 标 起 操 
t=0. CAA R = 0 ADA, 通过 此 所 时 RR 不 应 改变 , 所 以 R(t) DES. 现在 
RR > 0, 于 是 始终 有 R(t) > 0. 作为 例子 , 下 面 讨论 爱 因 斯 坦 宇宙 和 de Sitter FH. 


1. RAMS EF 


爱 因 斯 坦 在 建立 场 方程 后 不 久 , 就 试图 用 于 宇宙 学 . 当时 还 没有 发 现 哈 勃 定律 
爱 因 斯 坦 致力 于 建立 一 个 静态 的 宇宙 模型 , 后 来 称 为 爱 因 斯 坦 宇宙 . 在 上 面 两 个 方 
程 中 令 所 有 的 时 间 导 数 等 于 零 , 并 令 A = 0( 爱 因 斯 坦 开始 建立 的 场 方程 ) 得 到 
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观测 结果 是 p > 0,p ~ 0. 上 式 无 法 与 观测 结果 一 致 . 因此 , 爱 因 斯 坦 在 场 方程 中 人 
为 地 引入 了 宇宙 项 Agu. 引入 宇宙 项 后 的 静态 场 方程 为 


因 斯 坦 宇 宙 是 一 个 具有 正 的 常 曲率 的 闭合 宇宙 . 此 时 度 规 (1.2.7) 具有 形式 
ds? = dt? — R?[dax? + sin? z(d0? + sinf @dy*)|, R = const. (2.6.6) 


2. de Sitter F % 


这 是 一 个 假想 的 既 无 物质 又 无 辐射 的 宇宙 模型 . ES ENT ET A, 设 


Ay 
l 
R = A nA, k = 一 上 ， 
R=Ce"t, k=0 (2.6.7) 
AP A = (M3)22; 对 于 入 < 0, 得 到 
R= = cos Ant, k=-1 (2.6.8) 
Ag 
AP A = (一 和 /3)122; 对 于 入 = 0, 得 到 
R= const, k=0. (2.6.9) 


由 (2.6.7)~(2.6.9) 确定 的 宇宙 称 为 de Sitter FH. 该 宇宙 对 应 的 空间 是 具有 
最 大 对 称 性 的 四 维 常 曲率 空间 . 为 简单 起 见 , 设 R(t) = et, 此 时 Killing 方程 具有 形 
式 


Of OE 
A + a = 26;;£°. (2.6.10b) 


这 一 方程 组 的 解 含 有 14 个 参量 (AY 和 BY): 


¿° — A? + Boi’, 
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ĉi = AŻ — >A i > Bie 7 7 Bout 


1 ， ， . 
十 gB” a! x + Biz". (2.6.11) 


由 (2.6.10b) TTA, B 中 只 有 6 个 独立 分 量 , 所 以 实际 上 有 10 个 独立 的 Killing 
矢量 . 因为 n 维 空间 最 多 存在 n(n + 1)/2 个 Killing RÆ, 所 以 de Sitter 空间 是 具 
有 最 大 对 称 性 的 空间 . IX PE Uh, 四 维 最 大 对 称 空 间 有 Minkowski 空间 和 de Sitter 
空间 .在 这 样 的 空间 中 既 不 存在 任何 优越 的 空间 方向 , 也 不 存在 任何 优越 的 时 间 
方 问 . 

de Sitter 空间 的 10 个 参量 等 度量 变换 群 正 是 五 维 “ 转 动 ” 群 ， 它 保持 元 素 
+1 十 1 十 1 十 1 一 1 的 对 角 和 矩阵 不 变 , 这 个 群 群 常 称 为 de Sitter #F. de Sitter FHE 
然 因 为 没有 物质 又 没有 辐射 而 不 能 作为 真实 的 宇宙 模型 , 但 是 任何 和 > 0 的 宇宙 当 
r— oo 了 时 都 过 渡 到 de Sitter FE. 


3. Lemaitre 宇宙 


Lemaitre F 1927 年 提出 一 个 比 爱 因 斯 坦 宇宙 具有 更 多 物质 的 宇宙 模型 . 膨胀 
方程 (2.6.5) 中 的 常数 C > 0,k = +1. 由 (2.6.5) 确定 的 R-t 曲线 可 知 标 度 因子 R(t) 
Ht=0 开始 增 大 , 宇宙 膨胀 , 随后 膨胀 变 慢 . 在 R 等 于 某 一 常数 R 时 膨胀 速率 
达 极 小 值 , 此 后 膨胀 又 加 快 , 最 后 趋 于 de Sitter 宇宙 解 (2.6.7). 这 一 模型 的 特点 是 
持续 膨胀 , 但 中 间 一 段 膨 胀 曲线 有 拐点 . 这 是 一 种 自 初始 奇 点 R(0) = 0 出 发 无 限 
脱 胀 的 模型 . 


2.7 宇宙 早期 结构 和 有 景 辐射 


原则 上 讲 , 直接 观测 遥远 的 恒星 可 以 得 到 宇宙 过 去 的 信息 , 但 是 宇宙 起 源 于 类 
空 奇 点 , 对 应 于 无 限 大 的 红 移 . 在 宇宙 诞生 后 的 一 段 时 间 里 仍然 有 很 大 的 红 移 , 因 
此 实际 上 看 不 到 遥远 的 天 体 . 于 是 , 人 们 只 能 观测 离 地 球 较 近 的 星 , 根据 它们 现在 
的 情况 和 局 部 演化 规律 来 推断 宇宙 早期 的 状态 

所 有 的 观测 和 计算 都 表明 , 早期 宇宙 (大 约 101 年 以 前 ) 和 今天 的 字 宙 很 不 相 
同 . 早期 字 宙 物质 处 于 高 密 状态 , 基本 粒子 的 相互 作用 起 决定 性 作用 , 这 时 时 间 尺 
度 也 要 有 所 改变 . 人 们 注意 到 , 时 间 概 念 本 身 是 没有 绝对 意义 的 , 时 间 的 测量 总 要 
和 物质 的 性 质 联系 在 一 起 . 弗 里 德 曼 的 坐标 时 间 (世界 时 )t 是 宇宙 大 量 元 素 的 固有 
时 间 . 从 现在 的 字 宙 来 看 , 一 个 星系 就 是 一 个 很 好 的 钟 , 但 在 字 宙 早期 只 有 基本 粒 
子 和 它们 的 相互 作用 起 决定 作用 , 所 以 只 能 以 它们 的 相互 作用 和 转化 作为 钟 . 用 这 
样 的 相继 发 生 的 一 系列 物理 过 程 测量 时 间 , 即使 是 宇宙 早期 , 距 R = 0 也 是 无 限 遥 
远 的 . 因此 人 们 又 分 出 一 个 “宇宙 极 早期 ”、 
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1. 宇宙 演化 简 史 


现在 宇宙 物质 的 能 量 -动量 张 量 , 其 主要 部 分 由 星系 物质 构成 ,辐射 部 分 是 极 
其 做 小 的 . 人 们 推断 宇宙 早期 是 以 辐射 为 主 的 . 这 样 的 物 态 方 程 可 与 为 


p=, 2.¢.1 
7 (2.7.1) 


其 能 量 -动量 张 量 可 形式 地 用 理想 流体 的 能 量 -动量 张 量 (2.1.1) 表示 , 将 这 一 物 态 
方程 代入 (2.6.1)~ (2.6.2) 的 相 容 条 件 


了 = = (2.7.2) 
积分 得 到 
pR* = A= const. (2.7.3) 
而 将 零 压 尘埃 的 能 量 -动量 张 量 Tv = puyuy 代入 (2.7.2), 积分 得 
pR? = M = const. (2.7.4) 


比较 (2.7.3) 和 (2.7.4) 可 以 看 出 , 当 宇 宙 半 径 R 减 小 时 , 辐射 能 量 密度 比 尘 埃 能 量 
密度 增 大 得 更 快 ; 当然 , 辐射 温度 也 会 升 高 , 量子 辐射 将 转变 为 高 能 辐射 , 粒子 对 将 
大 量 产生 . 由 此 可 以 推断 早期 宇宙 的 演化 模型. 

宇宙 早期 , 物质 开始 处 于 一 种 高 温 ( 约 102K) 高 密 状态 . 所 有 基本 粒子 (包括 
它们 的 反 粒 子 ) 都 被 束缚 于 热力 学 平衡 态 ， 随 着 宇宙 的 迅速 膨胀 , 温度 降低 , 平衡 
向 有 利于 稳 态 粒 子 产 生 的 方向 移动 , 电子 、 质 子 、 较 轻 的 原子 核 、 中 微 子 和 光子 从 
束缚 态 释放 出 来 . 随 着 宇宙 的 继续 膨胀 和 冷却 , TREBE: ATABA BH 
能 量 形成 正 反 粒子 对 , 也 不 再 把 能 量 给 予 别 的 粒子 ; 同时 , 光子 气 的 能 量 密度 比 其 
他 物质 的 能 量 密度 减 小 得 更 快 , 它们 不 再 影响 以 后 的 膨胀 . 当 温 度 大约 为 10°K 时 ， 
中 子 和 质子 聚变 成 较 重 的 核 , BIT AAA Ht 以 及 其 他 元 素 组 成 的 电离 气体 ; 按 质 
量 计 大 约 含 有 27% NA. 此 后 光子 、 中 微 子 和 反 中 微 子 气 继续 目 由 脱 胀 , 一 二 到 
T x 4000K 时 氧 的 复合 为 止 .在 103K 和 105K 之 间 的 某 一 温度 , 光子 、 中 微 子 和 反 
中 微 子 的 能 量 密度 开始 小 于 所 和 人 氮 的 静 质 量 密度 , 宇宙 进入 物质 为 主 的 时 期 . 

近年 来 , 建立 在 大 统一 理论 基础 上 的 暴 胀 宇宙 学 已 经 涉及 t > 1078s 的 极 早 
期 , 那 时 宇宙 已 开始 出 现 正 反 粒子 数 的 不 对 称 . 


2. 微波 背景 辐射 


从 光子 和 物质 退 耦 时 开始 , 光子 气 单独 满足 守恒 方程 Thy = 0. 代入 (2.7.2), 
得 到 
pyR* = A. (2.7.5) 
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E (2.7.3) 不 同 , p 不 支配 R(t) 的 变化 . Bee ee 


py ~ TŻ. (2.7.6) 
所 以 , 随 看 半径 R(t) 的 增 大 , 宇宙 温度 T 按 规律 
T~ R(t (2.7.7) 


降低 . 
1965 年 ,A. A. Penzias 和 R.W.Wilson 完成 了 对 To LAN SH BRU) 的 测 
E, 发 表 了 题 为 《在 4080MHz 处 剩余 天 线 温度 的 测量 》 的 论文 , AA ST WEAR 


Ty = 3.5K + 1K. (2.7.8) 


观测 结果 和 理论 预言 相符 合 . 这 一 发 现 是 目 从 哈 劲 定律 以 来 广义 相对 论 军 宙 学 获得 
的 最 大 成 功 . 此 后 又 有 重复 观测 , 均 得 到 一 致 的 结果 . 宇宙 演化 到 现在 , 残留 的 辐射 
是 各 回 同性 的 , 其 频谱 对 应 于 温度 To x 2.7K 的 黑体 辐射 

宇宙 温度 约 为 4000K 时 光子 和 其 他 物质 已 经 退 艳 . 由 (2.7.8)、(2.7.7) 和 (1.4.9c) 
可 以 得 到 那 时 的 红 移 


z = —— —18 1480. (2.7.9) 


因此 , 宇宙 背景 辐射 使 我 们 能 够 奶 溯 到 更 早期 的 宇宙 历史 , ERK 
涉及 的 时 间 早 得 多 , 甚至 可 以 退 溯 到 宇宙 诞生 后 的 几 秒 钟 . 观测 到 的 这 种 辐射 的 高 
度 各 加 同性 表明 : 直到 现在 , 宇宙 还 是 类 弗 里 德 曼 的 , 地 球 相对 于 宇宙 物质 整体 的 
静止 系 以 极 小 的 速度 运动 . 
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除 前 一 章 讨论 的 几 种 宇宙 模型 外 , 还 有 一 些 不 同 的 宇宙 模型 . 实际 上 , FR 
型 就 是 能 够 正确 描述 观测 到 的 宇宙 性 质 的 引力 场 方程 的 严格 解 . 虽然 只 有 一 个 真实 
的 宇宙 , 但 由 于 观测 到 的 数据 是 有 限 的 , 而 且 有 些 观测 结 采 还 很 不 确定 (如 减速 因 
子 的 数值 ), 故 只 要 能 够 和 现 阶段 观测 结果 相符 , 那些 在 宇宙 奇 扣 附近 不 同 的 模型 者 
应 该 是 同等 有 效 的 . 有 些 已 知 的 宇宙 解 在 t= 0 附近 是 高 度 不 均匀 的 和 各 同和 错 性 
的 , 然后 逐渐 趋 于 弗 里 德 曼 宇宙 , 所 以 仍然 和 现在 的 观测 结果 一 致 . 换言之 , 所 有 能 
够 导致 观测 到 的 红 移 和 微波 背景 辐射 的 模型 都 不 会 被 淘汰 . 甚至 有 上 旦 宇宙 解 不 能 
解释 现在 观测 到 的 宇宙 现象 , 人们 也 要 去 研究 . 这 是 因为 任何 一 个 模型 都 是 对 真实 
的 宇宙 作 了 大 量 的 简化 才 得 到 的 , 只 有 通过 大 量 模 型 的 研究 才能 确定 哪些 简化 是 允 
许 的 , 哪些 假定 是 必需 的 . 


3.1 ”Bianchi-I 型 宇宙 


按照 混沌 宇宙 模型 , 宇宙 早期 可 能 是 各 向 异性 的 . 本 节 讨 论 的 就 是 比 均匀 各 向 
同性 空间 的 对 称 性 差 一 些 的 空间 —— 均匀 各 向 异性 空间 . 在 这 类 空间 中 只 有 与 平 
移 变换 相对 应 的 3 个 Killing 矢量 ¿(i = 1,2,3). 假设 EE = 人 ,以 空间 度 规 


dl? = y,;d2'dz’, 
Vij = -Jij (3.1.1) 
表示 的 三 维 空间 的 Killing 方程 为 
Vist + Ek ET ik + EE, EP Yi = 0. (3.1.2) 
考察 天 于 C 的 一 阶 微分 方程 组 
和 一 (人 全 =0， (3.1.3) 
可 知 这 一 方程 组 有 三 个 解 G, 利用 这 些 矢 量 可 以 证 明 ,(3.1.2) 的 解 具有 形式 
yi (t, 2") = Pmn(t)G (a" F(z"). (3.1.4) 


式 中 CG = 6m. 可 以 证 明 , 场 方 程 共有 9 种 独立 类 型 的 解 . 这 样 , 按照 空间 的 3 参 
数 运动 群 可 将 空间 分 为 9 类 , 分 别称 为 Bianchi I~ KÆ. 其 中 最 简单 的 是 Bianchi 


3.1 Bianchi-I 型 宇宙 . 473. 


[ 型 , 即 E” = 6". 总 可 以 选择 适当 的 坐标 系 , 使 这 3 个 Kiling 矢量 具有 形式 
e# = (0,1,0,0), &# = (0,0,1,0), é* =(0,0,0,1). (3.1.5) 


此 时 度 规 只 依赖 于 时 间 坐 标 2° = t. 作 变 换 r = r (x0), rt = rt + filt), 可 将 度 
规 变换 成 
ds? = dt? — gi;(t)dz’dz’. (3.1.6) 


可 以 看 出 , t = const 的 三 维 空间 是 守卫 的 . 


(3.1.7) 
(3.1.8) 
守恒 定律 具有 形式 wr = 0. 由 此 可 知 , 场 方程 的 可 积 条 件 可 写 为 
kp./—g = M = const. (3.1.9) 
将 (3.1.8) 缩 并 , 得 到 
SS (V=9) = 5M (3.1.10) 
积分 得 
(3.1.11) 
(3.1.12) 


AP a?” 为 常数 . 在 空间 中 任 选 一 点 , 建立 直角 坐标 , 使 常数 矩阵 ar 是 对 角 的 . 由 
(3.1.12) 可 知 , 度 规 在 任何 时 刻 都 保持 是 对 角 的 . 由 (3.1.11) 和 (3.1.12) 得 


(3.1.13) 


(3.1.14) 


式 中 B 为 常数 . 类 似 地 可 以 得 到 goo 和 gas. 于 是 得 到 所 求 的 度 规 


ds = dt” 一 gildz- 一 goody” 一 g33d2*, 
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i 2P3—4 
933 = (-9) (ma) (3.1.15) 
由 场 方程 (3.1.7) 和 (3.1.8) 可 知 , 常数 P, 必须 满足 条 件 
P,+Po+P3=1, P?+P374+ PZ=1. (3.1.16) 


由 场 源流 体 的 四 维 速度 u” = (0,0,0,1) 可 得 
1 


uly = 9 Juv, 0 (3.1.17) 
因此 , 场 源 是 沿 短程 线 运动 的 无 转动 流体 (ER), 其 膨胀 速度 为 
2Mt+A 
9 = M (3.1.18) 
前 切 速度 为 
Agij 二 ;不 
0ij =F Fag BP 1) (对 i 不 取 和 和 ). (3.1.19) 


可 见 常数 4 是 切 速度 的 量度 , P, REVERKI W. 

度 规 (3.1.15) 描述 一 个 均匀 、 各 向 异性 的 膨胀 (或 收缩 ) 的 宇宙 . 由 (3.1.16) 可 
知 , 不 可 能 有 P = P = P, 所 以 在 随 动 系 中 尘埃 粒子 间距 离 的 变化 和 方向 有 关 . 
总 可 以 选择 时 间 轴 的 方向 , 使 A > 0, 从 t+ > 0 一 t=0 时 , 度 规 变 为 奇 弄 的 . 

在 一 般 情况 下 有 P <0. HA 


933 _ 4Mt/3+ 2F3A (3.1.20) 
933 t(Mt + A) 


可 知 , t 很 小 时 z 方向 的 距离 变化 是 负 的 , 即 宇宙 沿 z 方向 收缩 . MHS 
t = -3P3;A/2M 时 停止 并 转 为 膨胀 . 宇宙 在 zx 和 y 方向 是 持续 膨胀 的 . MRE 
在 时 刻 t(t > 0) 为 一 球 , MEA t 的 增 大 将 变 成 一 个 沿 z FER ST AER; 当 
t> 十 0 时 成 为 一 条 直线 , 具有 圆 简 状 的 奇 开 面 . 

Bianchi | 型 字 宙 有 一 特点 , 即 质量 MAB t 一 0 NS RITA. 度 规 
(3.1.15) 可 以 近似 地 用 真空 解 代 蔡 : 


ds? = dt? — (t?™ dg? 十 这 2d + t**%dz*), 
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Pi + h + P = 1, P? + P? + Py = |. (3.1.21) 


这 正 是 Kasner 度 规 ( 见 第 三 篇 1.5 节 )， 
在 P = 1, P: = P =0 的 特殊 情况 下 ,我们 有 


gu 4Mt/3+24 ġa gus 4M 3.1.22) 
911 t(Mt+ A) ° goo g33 3(Mt+ 4A) 


Sto +0 时 只 在 z 方向 出 现 奇异 性 . 一 个 tt > 0) 时 刻 的 球 将 变 成 一 个 椭 球 , 最 
后 出 现 圆 板 形 奇异 面 . 


32 五 维 Bianchi-V 型 宇宙 


近年 来 , 不 少 人 讨论 了 高 维 宇宙 模 型 , 其 中 给 出 了 五 维 R-W FHR. 本 节 讨 论 
五 维 Bianchi-V 型 宇宙 解 , 这 一 解 描述 早期 宇宙 , 当时 间 趋 于 无 限 大 时 该 模型 趋 于 
均匀 、 各 问 同 性 的 膨胀 宇宙 . 

五 维 Bianchi-V 型 度 规 具有 形式 


ds? = dt? — A*(t)dx* — B’(t)Je **dy? — C?(t)e 77 dz? + D?(t)e™?d¢?. (3.2.1) 


宇宙 早期 , 设 态 方程 为 p = 4p. 选取 Cartan 正 交 标 架 o% (pu = 0, 1,2, 3,5): 


RIJEN k= 1, 由 外 微分 方法 , 可 以 将 场 方程 写 为 


AA! + BB! + CCT! + DD! = —p, 
.. 1 


AA~'+ AA~'(BB-14+. CC"! + DD“) — 347? = 7P. 
BB-'+ BB™'(AA7'+CC71 + DD“) — 347°? = zp 
CC-1!+CC7}(AA7! + BB! + DD“) — 347? = =p 
DD! + DD~\(AA7!+ BB! + CC") — 3A7? = p, 
BB! + C7! + DD! — 3ÅA7t =0. (3.2.3) 


TETI TY = 0 给 出 


p = po(ABCD)~*/*, po = const. (3.2.4) 
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令 dn = dt/A, 得 到 场 方 程 的 解 


AP go,… 


1 
A? = ash3n + bch3n 一 T3200: 


B = BoA exp a [aan] 


C = CoA exp 上 | 4-3an , 


D = DoA exp a [ a-*an] , 


93, Bo, Co, Do,a Fb 均 为 常数 , 且 满 足 关 系 


(3.2.10) 


(3.2.11) 


3.3 Göde 宇 FF . 477 - 


2 
+ “VS3arctan 二 [ez — 1)1/3 一 d | (3.2.15) 
A Fi z| i 2. 
令 A = 6(a? — 6) + = pad, 由 (3.2.9) 可 将 解 的 奇异 性 用 表 6-1 给 出 
表 6-1 
a | e | e = r 
a OZ B | ¢ | D 
P ZET; 
—o | o | o | (a< 
7 FE 
| o | aco 
>0 | >0 | <0 | o | o | æ% a 
so | <o | < [0 | wm | wm | 3 
<o | <o | >0 |= | wm | o | 6 
<0 [| >0 | <0 | » | o | » | 4 


3.3 Godel F 8 


Gédel(1949) 提出 一 个 均匀 、 各 问 异 性 的 宇宙 模型 . 这 一 四 维 空间 度 规 具 有 形 


式 


1 
ds* = C” (a + e™dy)* — dz? + ze dy" + de? (3.3.1) 


式 中 CARR. 该 空间 有 5 个 Kiling KB, 可 分 别 写 为 


一 (0, 0, 1,0), co 一 (0, 0, Q, 1), ER — (1,0, 0, 0), 


&4 = (0,1, —y,0), & = (—20°*,y e “? — =u o) i (3.3.2) 
KAI NMEA 
P= TOR” A= -32 (3.3.3) 
的 尘埃 , 则 能 量 -动量 张 量具 有 形式 
i That Va 
T"! = 354009 + To (3.3.4) 


来 用 随 动 系 有 
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由 旋 速 度 的 定义 可 知 w2 三 wa/2 = ai = 4np. 设 试验 粒子 初速 度 沿 z1 方向 ， 


Œ C > 1 的 情况 下 , 运动 方程 具有 形式 


— 2wr? 
r! = vr? + Asin 
C 


C 


式 中 4 为 常数 . 在 随 动 系 中 观测 , 自由 运动 成 了 转动 . 如 果 惯 性 系 定义 为 自由 运动 
为 直线 运动 的 坐标 系 , 则 惯性 系 以 角速度 v 相对 于 随 动 系 转动 . 这 表明 , 如 果 以 一 
局 部 惯性 系 为 准 , 则 遥远 的 恒星 系 在 转动 . | 

Godel 宇宙 模型 与 弗 里 德 曼 宇宙 模型 不 同 , 它 含 有 转动 物质 , 还 有 闭合 的 类 时 
世界 线 , 即 一 个 观察 者 可 以 影 啊 他 自己 的 过 去 . 

在 我 们 已 经 讨论 过 的 各 种 宇宙 模型 中 , 物理 上 合理 的 模型 是 弗 里 德 曼 模型 和 
Bianchi 型 宇宙 模型 . 它们 的 演化 有 一 个 共同 特点 : 在 过 去 某 一 时 刻 存在 一 类 空 奇 
点 , 即 宇 宙 有 一 个 起 点 或 者 说 有 一 个 原始 “大 爆炸 ”. 那些 物理 上 不 合理 的 模型 ( 爱 
因 斯 坦 宇 宙 ,de Sitter 宇宙 和 G6del FH) 都 不 具有 上 述 奇 点 (它们 都 含有 宇宙 项 ). 
这 些 模型 或 者 物 态 方程 不 合理 , 不 能 给 出 已 观测 到 的 红 移 , REEK ARIE. 


0 
| (cos twr 1) . (3.3.6) 


3.4 WH + 

对 作用 量 
(6) 7 = | RV=9d"a 
应 用 变 分 原理 , 便 得 到 六 维 引 力 理论 的 真空 场 方程 
Gt = RẸ — 62R/2=0. (3.4.1) 


式 中 Re 是 Ricci KH, R 为 标 曲 率 , 它们 都 由 六 维 宇宙 的 度 规 张 量 gos 构成 . gap 
是 z0,zl,.… ,zs 的 函数 . 下面 我 们 约定 , 拉丁 指标 代表 0,1,… ,6; 希腊 指标 代表 
0, 1, 2, 3;( 中 G2 是 混合 爱 因 斯 坦 张 量 . 

OG 可 分 为 三 个 函数 : OG, He M Ig, 它们 分 别 对 应 于 时 空 、 质 量 的 电荷 ， 


Ge =4 GS + HY + IZ. 

式 中 几何 量 HY 和 19 将 揭示 四 维 宇宙 的 物理 性 质 . 我 们 把 -H3 看 作 宏 观 物体 的 
能 量 -动量 张 量 Te REA GTI /c*), 把 -19 看 作 电磁 场 的 能 量 -动量 张 量 
(em)T8( 或 写 为 8uGeMT 3 /c*). 这 里 我 们 不 把 它们 看 成 新 增 维 度 的 能 量 -动量 张 量 ， 
因为 此 概念 还 没有 建立 起 来 ;6)Ge(ae >5 Mo >5) M4RAE Gs = 0 NAAR. 
四 维 宇 宙 的 场 方程 可 写 为 
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4) ma Q Q m Q em Q 
(DGA = -H3 — 19 =™ TE +™) TH. (3.4.2) 


这 里 划分 爱 因 斯 坦 张 量 的 过 程 实际 上 是 四 维 引力 理论 和 五 维 引力 理论 中 划分 
爱 因 斯 坦 张 量 过 程 的 推广 , 且 这 种 划分 方法 是 唯一 的 , 因为 过 程 一 开始 并 没有 涉及 
物理 内 容 , 只 是 数学 上 的 做 法 . 我 们 还 没有 给 r5 和 zs 以 物理 意义 质量 和 电 
fay. 实际 上 , 在 六 维 宇 宙 中 , 2° 和 xs 都 是 纯 数学 量 , 甚至 我 们 开始 把 它们 看 作 两 个 
独立 的 坐标 . 但 如 果 从 物理 上 来 分 析 , 它们 又 可 以 与 物理 量 相 符合 . 这 和 我 们 由 牛 
顿 近似 分 析 爱 因 斯 坦 方程 得 出 数学 量 gu 为 引力 势 的 过 程 是 一 样 的 . 经 过 这 梓 的 
分 析 , 我 们 又 把 z5 和 zs 与 质量 和 电 蓓 联系 起 来 了 . 

按照 上 面 的 观点 , 我 们 可 以 从 两 个 方面 来 分 析 : 一 是 考察 物理 量 (如 质量 和 电 
何 ) 的 来 源 , 二 是 分 析 上 自然 现象 (如 状态 方程 、 电 磁场 ) 的 起 源 . 后 面 我 们 将 这 些 分 
析 应 用 于 早期 宇宙 . 六 维 宇宙 的 度 规 可 写 为 


ds? = edz” — eò (dx) 十 dz2 + dz?) 十 ekdz5 十 erdz6 . (3.4.3) 


式 中 v, A, p,n Æ x°, 2°, £6 的 函数 . 
将 (3.4.3) 代入 真空 场 方程 (3.4.1), 得 到 


‘Goo = 一 3 和 (和 十 应 十 四 /4 一 iù /4 
_ e”T#[3 A” 十 3 XM29 十 n” + nm /2 + 3A (— p + n ) /2 
pn’ /21/2— e” "3A™ 43}? 4 p* 4 2/9 


+ 3\(i—iy/2— hit /2}/2 = 0, ead 
(6) Gos = 3N/2 + 1/2 + 34N/4 + tyr’ /4 
= v' (3A + 9)/4 — (3A + n’) = 0， (3.4.5) 
(8) Gog =3A*/2+ Á /2+3Å A /4+ ùh /4 
— D(3Å + js) /4 — (3+ 4)/4 = 0 (3-4.6) 


6) Gii = Gog =© G33 = —eò" [À + 32/4 
+ ji/2+ pi? /4+ 4/2 + 47/4 + Ai + fu + H)/2+ hli + 9)/4 — 17/4] 
十 es ly" /2 + 2/44" 4 3N2/44"/24+ 77/44 NV — p +7')/2 
+ v'(=p! +1)/4— ply! /4] +My" /24.07/4 4+* A +3N7/44 be /2 
+h?/4+ \O+H—1)/2+ 0(—M)/4 — hm /4] = 0, (3.4.7) 
(6)G55 = — e4 [3Ä/2 + 32/2 + 4/2 +7/4 + 38\(—0 + 9)/4 — 07/4] 
— [3\2/4 4 3X (v! +1) /4 + v'n'/4] etn /2 402/443 X /243)2/2 
+3 AČ -—1)/4 — ÜN /4] = 0, (3.4.8) 
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—1/(v +3 )/4 =0, (3.4.9) 


二 3X( — p’)/2 — vp /2|/2 = 0, (3.4.10) 


式 中 (°), (') 和 (*) 分 别 表示 对 zo,zs 和 zx6 取 偏 导数 . 我 们 目前 暂 不 能 推断 出 
六 维 宇宙 的 物理 状态 或 能 量 - 动 量 张 量 , 仅 考虑 六 维 真 空 宇宙. 这 样 做 的 目的 是 看 
看 第 五 维和 第 六 维 对 四 维 宇宙 有 什么 样 的 几何 效应 . 

我 们 得 到 一 个 简单 的 真空 解 


e” = Co[f (zx°)]?[f (2°) + g(a®) + h(x®) + Koj T*S, (3.4.11) 
e = [f(x°) + g(2*) + h(2®) + Kol*Y*, (3.4.12) 
e” = C5|g' (2°)? [fF (2°) + g(z5) + h(2®) + Kol?F®, (3.4.13) 
en = Celh(z°)]?[f (2°) + g(z5) + h(a®) + Ko]? F, (3.4.14) 


式 中 的 f(z0),g(z5) 和 h(x) 分 别 是 2°, 2°, 和 r? 的 任意 函数 ; Co, Cs, Ce 和 Ko 都 
是 常数 . 在 g'(z5) = h(z6) = 0 的 条 件 下 , 六 维 宇宙 退化 为 四 维 宇宙 , 这 时 第 五 维 
和 第 六 维 坐标 无 需 存在 . 如 果 上 述 条 件 严格 满足 , 则 量 Gm/c? 和 eG1/2/e? 将 是 党 
数 ; 如 果 上 述 条 件 只 是 近似 地 满足 , 即 第 五 维和 第 六 维 收缩 到 只 是 目前 不 能 观测 到 
的 程度 , 则 这 两 个 量 不 再 是 常数 (尽管 它们 的 梯度 可 能 很 小 ) 
引进 宇宙 时 , 度 规 的 时 间 部 分 可 变 为 下 面 的 形式 : 
er m rl6t4v6)/15. (3.4.15) 


这 个 解 的 指数 中 取 (+) 号 代表 一 个 正在 膨胀 的 四 维 宇宙 , 取 (-) 号 表示 正在 收缩 
的 宇宙 . 这 个 解 与 辐射 宇宙 的 解 有 一 个 微小 的 差异 , 这 是 第 六 维度 影 啊 的 结案 . 
为 当 第 五 维度 收缩 后 , 五 维 宇宙 的 解 可 以 严格 地 退化 为 四 维 辐射 宇宙 解 . 

六 维 宇宙 中 试验 粒子 的 时 迹 可 以 用 六 维 短程 线 来 描述 . 短程 线 方 程 具有 形式 


d? z“ dz? dx’ 
rs — — =0 i,k =0,1,--- ,6. 3.4.16 
ds? tiig ds ds | hJ ) 


%4k=1,2,3N, 我 们 有 
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dz (aN a) 
ds ds ds 


+ V6A~3+4V6/3 /6O0 f 
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6 AmO 
Ce h dz’ = Gof E + BA~2=V6 
ds ds 


a, 8B = const.. 


考虑 到 方程 (3.4.3), 我 们 进一步 得 到 


dz? (BCs +aC6)4-?+Y6 
ds (CoCs + CoC. + C5Ce) +R 


(3.4.24) 


(3.4.25) 


i 
| 


式 中 


CsCe(A-2+V6 十 A-2+V6/312) 
-| Co (CoCs + CoCse + C5C6 


~ [(a — B)?CoCsCe + (82Cs + a2C6)C5Cs]4- 针 2Y6 \" 2 
Co(CoCs + CoCse + C5C6)? 


AH t = t2 +t +t. 
把 (3.4.25) FRA (3.4.23) 和 (3.4.24), 得 到 


J as CoC; + CoC; + CeCe G; ’ 全 


,Am6 = —2+ V6 
h dz’ 一 [8 — a)Co + pC5jA 一、 + Colt (3.4.27) 
ds CoCs + CoCe + CsCe Ce 


由 (3.4.26), (3.4.27) 和 (3.4.25), 可 以 得 到 坐标 z5 和 ze 对 时 间 的 变化 率 . 这 里 虽然 
不 能 得 出 函数 g(z5) 和 jh(z6) 的 具体 形式 , 但 可 以 预测 到 , g(z5) 和 h(x5) 一 定 有 极 
值 . 

当 第 五 维和 第 六 维 收缩 到 2° = z&。 和 x? = che 时 , 即 当 zs 和 zs 分 别 取 确 
定 值 x5 和 z6 时, 可 得 y(z5) = 0,h(28) = 0. 此 时 六 维 宇宙 也 就 变 为 五 维 , 再 变 为 
DO ae HS. 这 时 (3.4.20a) BA 


2 


式 中 
Ac = (ze) 十 g(ze) + h(x?) + Ko. 


方程 (3.4.17)~ (3.4.19) 和 (3.4.20b) BUA 4 维 宇 宙 的 运动 方程 (其 中 4 = Ao). 

当 注 意 到 第 五 和 第 六 维度 分 别 表示 质量 和 电荷 时 , 上 面 的 运动 方程 可 能 导致 经 
HS Be, 因为 方程 中 含有 包括 定 值 Gm/e? 和 eG /?/c? HBR Ao. 
我 们 将 看 到 , 所 得 到 的 六 维 宇宙 真空 解 可 以 用 来 研究 四 维 宇 宙 物 理性 质 的 起 
W. 下 面 我 们 从 几 个 方面 来 讨论 . 
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1. 早期 宇宙 


1) BER 


表面 我 们 已 给 出 六 维 宇宙 的 一 个 简单 的 真空 解 
er 二 Co F242 干 V6 eà 二 Atv6/3 


? 


当 d= h=0 时 , 我 们 得 到 了 四 维 宇宙 . 这 表明 四 维 宇宙 被 内 在 六 维 宇宙 的 某 
个 地 方 ; 在 那里 , g(z5) 和 h(x6) 取 极 值 , 变量 z5 = Gm/c? 和 rê = eG? / e 不 再 变 
化 (成 为 常数 z5 和 zx6). 这 就 是 四 维 宇宙 的 诞生 . 

2) 宏观 物体 的 能 量 -动量 张 量 

宏观 物体 的 能 量 - 动 量 张 量 由 第 五 维度 的 几何 量 决 定 


(3.4.28) 
(3.4.29) 
(3.4.30) 
(3.4.31) 
(3.4.32) 
e 和 p 都 是 xz0,z5 和 x6 的 函数 . 早期 四 维 宇宙 的 状态 方程 为 
p_ (125 5V6)C5 + (3 = V6)Co (3.4.33) 
€ 3[(—-3+ V6)Cs + (5 F 2v6)Co] E 
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我 们 在 得 到 宏观 物体 的 状态 方程 的 过 程 中 , 并 没有 增加 与 压强 和 能 量 密度 有 关 
的 其 他 方程 . 这 就 是 说 , 第 五 维度 的 几何 量 在 四 维 宇宙 的 诞生 和 目 然 现象 的 起 源 问 
题 上 都 起 痢 重 要 作用 . 

3) 电磁场 的 能 量 -动量 张 量 

电磁 场 的 能 量 -动量 张 量 和 第 六 维度 的 几何 量 有 关 


\ 7 IT kk 7 2 水 k 
(em) T0 = e7” (Sq) + pm) rer( n + 十 3 入 7 /2 


2 
remot S++ +f 


(3 + V6) jazve , (3 V6) jazva. (3.4.34) 


值得 注意 的 是 方程 (3.4.29) 和 (3.4.34) 只 含有 常数 Co 和 Cs, PE Co. 这 表明 
第 五 维度 的 物理 意义 比 第 六 维度 更 普遍 . 既然 人 们 认为 引力 是 4 种 相互 作用 中 最 
ARAN, 那么 我 们 就 有 理由 把 第 五 维度 看 作 有 物理 意义 的 一 一 代表 质量 , 而 给 
第 六 维度 以 电荷 的 意义 . 由 (em)Te 可 得 Co = (2 干 V6)Cs/2, 因此 这 个 场 是 各 问 同 
性 辐射 场 , 宇宙 中 充满 了 电磁 辐射 . 

电磁 场 的 能 量 -动量 张 量 还 可 以 用 电磁 场 张 量 表示 


ôg FM Fy, | 
7 


(em) pa — 1 (pp 4 


(3.4.35) 


由 (3.4.34) 还 不 能 解 出 (3.4.35), 即使 电磁 场 张 量 由 四 维 势 4 定义 为 Fag = Asia 一 
Aag, 由 现在 的 度 规 也 不 可 能 得 到 它 的 解 
不 难 发 现 
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满足 守恒 条 件 
T$a = 0. 
由 Co 和 Cs 的 关系 式 , 可 以 把 状态 方程 写 为 
p 1 
-= <9 (9 F 2V6). (3.4.36) 


在 四 维 宇宙 中 , 我 们 选择 一 个 和 适当 的 时 间 7, 标 度 因子 A 可 以 与 为 


(6+4V6)/15 
(4 土 V6)(T + K)/5} 


p l 
— = —(9 — 2V 6) & 0.2, 
E€ Th v6) 


这 表明 宇宙 充满 了 热气 体 . 由 此 我 们 得 出 结论 , 电磁 辐射 和 热气 体 是 早期 宇宙 的 两 
个 主要 成 分 . 
宇宙 标 度 因子 还 显示 Cs 应 取 负 号 , 因此 第 五 维 坐 标 是 类 空 的 


2. 球 对 称 引 力 场 


为 了 说 明 目 然 现象 的 起 源 , 我 们 把 上 述 观 点 运用 于 球 对 称 引 力 场 . 
1) BEA 
度 规 的 一 般 形式 为 


ds? = edz” 一 exdr2 — r?(d6* + sin? 0d?) — etdz5 一 endz6 , (3.4.37) 


AP v, àn 是 zzl(= 7),z5 和 z6 的 函数 , zz 和 z3 分 别 为 0 和 p， 由 前 面 的 
讨论 可 知 ， 第 五 维 、 第 六 维 应 是 类 空 的 ， 不 为 零 的 爱 因 斯 坦 张 量 有 12 个 , 它们 是 
(5) GO (6) G9 (6) G9 (6) G9 (6) G1) Gi,) Gi, G2 (=) G3 (6) G3 (6) G5 (6) G8). 目前 
还 没有 找到 真空 场 方程 OG = 0 的 解 , 下 面 的 讨论 将 给 出 这 个 可 能 解 必须 满足 的 
一 些 条 件 . 

2) ”宏观 物体 的 能 量 - 动 量 张 量 

宏观 物体 的 能 量 -动量 张 量 在 五 维 引 力 中 的 形式 已 由 Fukui(1993) 讨论 过 . 六 
维 引力 理论 中 所 有 张 量 方程 都 与 五 维 的 不 同 , 这 里 只 给 出 球 对 称 引 力 场 的 状态 方程 


y Je”. (3.4.38a) 


ae 
P= 3 
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3) 电磁 场 的 能 量 -动量 张 量 
电厂 场 能 量 -动量 张 量 的 不 为 零 分 量 为 


em 1 . “~. oy tl 1 1 1 
eT) =z (È + Ame —e 区 + an + 4 (Hl ANM + a 


| x 


1 kxk 1 水 2 让 站 es 1 O O 1 O O O O O 
-zer | n+; ii-i -fitit BABA- + if 


2 


m -1l p|; 1, l ,. 
“T= + gi — zrl 


em Ly}. li. 1. ... l l _ 
emri 一 7 ñ+ 5 一 zO- A) 一 iu +e + a e 


| |*x* 1 * | x x* * 
-ait + E-i e~ 


2 2 
1 1 1 l.: 
(em) p2 _(em) T3 DN =y 
l /1 1 12 1 /11 1 tr.t / 1 /| 一 人 入 
AL ton toen ton 一 ^) 十 7|。 
| |** 1 +, Ll*e« {xx x -y 
| +57 + 5A7+57( h) 
1 OO O00 。 oe 
-EPA Hat OHA 492) + Aa 
1 .1.,,, .|] ， 
+ 5A — 1) + zE -i)e 
由 方程 (3.4.35) 可 以 得 到 


Fo. =0, Fo3=0, FYFos = —F" F3, 
FFoo—F “Fst+rF “Fo— F" Fig = 0, 

—] 
STO = SHT] = 7 (-F Foz + F" Fis), 


—1 
mT = gE Fis + F” Fs), 
em) T? =m) T3 = 0. 


一 个 可 能 的 球 对 称 解 应 该 满足 (3.4.40a). 
从 推广 的 麦克 斯 韦 方程 可 以 得 到 四 维 矢 量 Je 它 满足 连续 性 方程 


Ja =0. 
它 的 各 分 量 为 


P cos @Fo2e 7” 


r2sin@ ’ 


(3.4.39) 


(3.4.40a) 
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有 = 4mr2eA em T), 


[em)T0]2 = eò- jem) T0]? (3.4.40b) 


由 于 v, à un 都 只 是 2°, 21 2° 和 r 的 函数 , 与 z22? 和 zx? 无关, 所 以 能 量 -动量 张 
E 78 也 只 是 29,21, 2° 和 r 的 函数 . 于 是 这 个 场 一 定 是 球 对 称 的 . 方程 (3.4.40b) 
通过 MTP 也 代表 了 一 个 围绕 球 对 称 物质 的 电磁 场 . 

由 能 量 -动量 张 量 守恒 定律 还 可 以 得 到 一 些 关 系 式 . OTS, = 0 得 到 


oT 1， o „aTa /3, 1, 2? 
— — — (JT; —T,)-—e” * |— ~y'’—~)\+—)T?| =0 
Ox” rae 0) ~e Se + (Ge 2 rr)! 
H Te, = 0 得 到 
OT? 1 OT} v 2 
on in 4 iyo 4 2 (4% 42) rh 
pat a HATE GE CR 
l, 0 2 2 
—-vT, — -T = 0. 3.4.42 
9 707 72 ( ) 


3. 结论 


上 面 的 讨论 说 明 , 第 五 、 第 六 维度 的 数学 量 可 以 解释 4 维 宇宙 中 的 物理 性 质 . 

第 一 段 讨 论 使 我 们 有 可 能 研究 一 些 物 理 量 的 起 源 , 第 二 段 讨 论 使 我 们 能 够 研究 
自然 现象 的 起 源 . 我 们 把 OGRE 分 为 OGS + HS + I5, E OGS A OGE +H, +I, 
再 由 (Ge = 0 得 到 关系 式 


DGA = 200G5 = 2(0G6， 


H = —He + 3HÈ. (3.4.43) 
式 (3.4.43) 可 导致 和 (3.4.38a) 一 致 的 状态 方程 
e — 3p = H? 一 3 万 9. (3.4.38b) 


对 GS Al G8 有 约束 关系 


I? = 31, (3.4.38) 
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此 式 寻 致电 磁场 能 量 -动量 张 量 是 零 迹 的 , 即 
em) TO = 0. 


关系 式 (3.4.38a)~(3.4.38c) 也 许 能 在 四 维 宇宙 的 物理 性 质 和 引力 -电磁 场 的 状态 方 
程 中 得 到 体现 . 在 特殊 情况 下 , e+ = e = 1,0(= — X) = o(= —A) = 0, BEBE (3.4.37) 
是 静态 的 , 此 时 四 维 Schwarzschild 解 的 六 维 模拟 解 满足 方程 (6) Ga = 0. 在 同样 情 
况 下 , 四 维 R-N 解 的 六 维 模拟 解 满足 Ge = O(a > 5,b > 5), 但 不 满足 OGY = 0. 

为 了 研究 引力 和 电磁 力 , 我 们 引入 了 第 五 维和 第 六 维 坐 标 时 带 了 G 和 e, RR 
爱 因 斯 坦 引 入 第 四 维 时 间 坐 标 时 带 了 常数 c 一 样 . 


3.5 Einstein-Cartan 3 


本 节 讨 论 在 Einstein-Cartan 理论 中 的 Fridmann 宇宙 模型 . 讨论 这 一 模型 相 
NTF A 数 和 和 空间 曲率 变化 的 结构 稳定 性 , 研究 保守 系 和 非 保守 系 (SS a 


(3.5.1) 
(3.5.2) 
(3.5.3) 
APF a FERRARA OR VRE. Hy aA TA 同性 的 ), A=k?S202/4, 
So 和 oo 是 现在 宇宙 的 参量 . 采用 单位 系 c=1, k= :zc = 1. 
利用 态 方 程 p = _。 0 < <1 MERRIES EINE 
i-ai- Z As + D(D — 1)kz1-2/P — D(3 — D) An = 0. (3.5.4) 
AP z =a? D=3(1+7)/2. 
方程 (3.5.4) 在 相 空 间 (zx,z) 中 构成 动力 学 方程 组 
Z = Y, 
2 1—6/D 
j= P2 ay D(D — 1)kz!7?/P + D(3 — p2 / (3.5.5) 


3 3 
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对 于 我 们 所 研究 的 特殊 情况 (辐射 D=2 MER D=3/2) 上 述 方程 组 分 别 具 有 形式 


t =y, 
y = = + ay — 2k + Ae (3.5.6) 
尘埃 D = 3/2 
t = y, 
y = = + ay 一 nr iii + i (3.5.7) 


我 们 借助 于 定性 分 析 动 力学 系统 的 方法 , 来 研究 (3.5.6) 和 (3.5.7) 相对 于 4 项 
和 空间 曲率 的 结构 稳定 性 . 假定 所 研究 的 微分 方程 组 中 的 参量 有 一 个 微小 的 扰动 ， 
并 要 求 相 的 几何 形状 的 拓扑 不 变性 . 

a = 0 时 ,(3.5.5) 具有 哈密 顿 
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t= y, 
y = D(3 — D)Azx! /PD /3; 
D= y /2 = C — 2Ax7 + /3, 


对 于 4 < 0[ 图 6-4(c)] 
t= y, 
y= —D?|Alz/3 + D(3 — D)Az' ©” /3; 
D=2: y?/2=C—2|Alz?/3 -2Ar /3, 
D=3/2: y?/2=C—3|A|z*/8 — 3Ar™/8. 
由 图 6-4 中 可 以 看 到 , 在 平 直 宇宙 的 情况 下 , SH Ale Aa 


的 本 质变 化 . 值 4 = 0 是 参量 的 相 值 , 我 们 得 到 结论 , 在 4 的 零 值 附近 宇宙 模型 相 
对 于 小 的 变化 具有 结构 不 稳定 性 . 


于 闭合 宇宙 (k= +1), 4 4 = 0( 图 6-5(c)) 


t= y, 
y = —D(D — 1)x!7?/P + D(3 — D) Aa’? /3; 
D= y /2= C — 2x2 — 2Ax~* /3, 
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D=3/2: y?/2=C+92?/?/8 — 3Ax~?/8. 


因此 , 当 4= 0 时, 弯曲 效应 改变 了 相 平 面 的 结构 . 换言之 , 平 直 模型 相对 于 空 
闻 曲 率 的 变化 是 结构 不 稳定 的 . 

现在 讨论 考虑 体 夭 消 系 数 的 宇宙 系统 的 一 些 解 . 方程 组 (3.5.5) 是 非 线性 的 , R 
有 复杂 的 奇 点 . 对 于 闭合 宇宙 (k= +1), 在 4 =0 的 情况 下 , 允许 应 用 线性 化 程序 . 

对 于 辐射 (D = 2) 


t =y, 
y =ay—2+4+2Ar-*/3. 


在 具有 物理 意义 的 区 域 x > 0, FRE 


线性 化 方程 


入 — ad + 41/3/A = 0 
WAR e 和 ko 是 “分 布 系数 ”方程 


ki“ 一 ak 十 4V3/4=0 


的 根 . 
对 于 相 平 面 上 的 解 , 可 以 考虑 下 面 的 情况 . 


1. Ay 和 Ay HEN, LBS 


A12 = =(a + la? — 16,/3/A]/2), . 


A1§, dt = Aon, N = C", a= N/A 初始 坐标 是 不 稳定 节操 类 型 的 奇 扩 . 


方程 组 的 通 解 [图 6-5(a)] 为 


z(t) = £o + Cje^t + Coe”?t. 
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2. AR AL 和 和 2 HAKRN 
当 0 < A < Ag, Aa = 768/04 时 出 现 这 种 情况 , 此 时 有 


l 


A1,2 = 7 | + i(—a* + 16y 37A)" = Qa + 1b. 


奇 点 (0, 0) 是 不 稳定 的 焦点 . 由 于 当 z,y 是 实 的 时 上 和 7 BRS, MASA PA 
变换 


当 过 渡 到 相 平 面 (z,y) 时 , 螺 线 变形 [图 6-5(b)]. 通 解 为 


z(t) = zo + Ce” sin(bit + c1), 
ay, = Red, bı = Im). 


3. 当 A = Aa = 768/0, 临界 点 是 不 稳定 的 节点 


通 解 为 z(t) = zo + exp(at/2)(Cit + C2). 
在 侍 埃 的 情况 下 , 奇 扩 zo = APS. 线性 化 方程 为 


相 的 形象 类 似 于 辐射 的 情况 (Aa = 64/04). 
现在 讨论 当 t 一 oo 时 系统 的 渐 近 行为 . 正如 由 相 的 形象 看 到 的 , 当 4 < 0,a = 
0, 在 闭合 宇宙 的 情况 下 系统 是 周期 性 的 , 不 具有 渐 近 行为 . 当 上 一 oo 时 具有 4 > 
0,a=K=0 的 动力 学 系统 由 方程 
d's D'Ar © 
dt? 3 


0 
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HE, 而 渐 近 由 下 式 表述 : 


z(t) = (t — to)’. 


现在 , $M FEE ARAB a = const., RTE 
立 奇 扩 的 相 (图 6-6). 半 平 面 (4,a) 上 任 一 后 对 
应 一 个 宇宙 模型 , 式 中 


768(D — 1)? 
A= -Door 


区 域 a > 0 对 应 于 不 稳定 的 节点 (曲线 1 的 上 方 ) 和 焦点 (曲线 1 和 轴 O4 之 间 )， 
a <0 的 区 域 对 应 于 稳定 的 节点 (曲线 2 FH) AEA (曲线 2 和 机 OA 之 间 ). 育 
点 的 种 类 由 系统 的 线性 化 矩阵 的 本 征 值 确定 . 如 果 体 务 清 系 数 是 某 个 参量 (比如 
态 方 程 中 的 y) 的 函数 . 则 6 的 变化 引起 线性 化 矩阵 行列 式 的 变化 . 由 图 可 见 , 当 
参量 5 取 某 些 值 ( 相 图 的 大 小 ) 时 , 曲线 由 一 种 类 型 奇 点 的 区 域 过 渡 到 为 一 种 类 型 
奇 点 的 区 域 . 由 图 可 见 , 结构 稳定 性 的 要 求 导致 研究 非 零 犁 滞 系 数 的 必要 性 . 因此 ， 
在 这 类 解 中 , Bite ABE Fa ce TEN ER. 

对 本 节 的 讨论 作 一 小 结 : 

(1) 所 讨论 的 模型 对 于 宇宙 的 变化 (在 A = 0,a = 0) 是 结构 不 稳定 的 . 

(2) RA = 4 = 0 的 模型 对 于 空间 曲率 k 的 变化 (在 a = 0) 是 结构 不 稳定 
的 . 

(3) 宇宙 常数 是 相 图 参量 . 这 说 明 即 使 宇宙 项 很 小 , 对 于 比较 不 同 的 理论 模型 
和 真实 宇宙 也 起 着 重要 作用 . 因此 , 在 研究 真实 宇宙 时 , 必须 考虑 非 零 的 衬 宙 项 . 
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3.6 Dirac 假设 
把 上 自然界 中 的 常数 作 一 些 组 合 , 按 数量 级 有 如 下 关系 : 


2 2 1/2 
Hime ee (#2) ~ 10%. (3.6.1) 


Mp 


A+ R 和 MM 分 别 为 现在 的 宇宙 半径 和 相应 的 宇宙 总 质量 . Dirac 认为 这 些 数值 关 
系 不 是 偶然 的 , 是 宏观 量 和 微观 量 之 间 存 在 某 种 联系 的 结果 . 这 实际 上 可 认为 是 马 
赫 原 理 的 推广 . 就 是 把 以 局 部 物理 规律 为 基础 的 惯性 系 作 为 宇宙 普 适 参考 系 . 

比如 膨胀 宇宙 , R 随时 间 变 化 . 由 (3.6.1) 第 一 式 可 知 , 如 果 设 微观 常数 不 变 ， 
则 引力 常数 G 就 要 随时 间 变 化 : G ~ R; 如 果 假 设 G 不 变 , 则 e~ R4. Ge 
时 间 变 化 , 则 宇宙 过 去 的 原子 光谱 的 精细 结构 就 会 改变 . FB BE TIARE 
能 及 a 事变 几率 不 同 , 所 以 原子 核 的 衰变 方式 和 寿命 也 会 改变 . 这 样 , 用 放射 性 元 
素 综合 确定 衬 宙 年 龄 的 方法 就 会 与 用 其 他 方法 测 得 的 结果 不 一 致 . 如 果 G 随时 间 
变化 , 则 对 恒星 年 龄 有 一 定 影 啊 . 现在 还 没有 足够 证 据 来 否定 这 些 可 能 的 变化 . 


3.7 FAEM 


在 3.3 节 中 已 指出 , 物理 上 合理 的 宇宙 模型 ( 弗 里 德 曼 宇宙 和 Bianchi 型 宇宙 ) 
都 存在 类 空 奇 点 . 通常 人 们 是 不 喜欢 有 奇 点 的 模型 的 , 因此 总 要 设法 避免 奇 氮 . AB 
么 , 是 否 可 以 通过 与 高 度 对 称 性 的 偏离 或 其 他 途径 避免 奇 反 呢 ? 了 解 下 面 的 定理 是 
A m H. 

根据 第 二 篇 (3.11.24), 有 


1 


Uy.y = Wuv + Op + 3 AGuy + UpUy) — Upp. (3.7.1) 
将 上 式 代 入 恒等式 
(uair 一 Wiriz1g w = — Ryu Ly, (3.7.2) 
并 利用 场 方 程 , 我 们 得 到 
2 
= -二 — Oyo" —k(3p + p) +wyyw + Ut. (3.7.3) 


假设 p+ 3p > 0, 则 当 旋 速度 和 加 速度 等 于 零 时 , 由 (3.7.3) 可 得 


d /1 1 
— |-] 之 一. f. 
dr 5) > (3.7.4) 
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由 此 可 知 , 者 9 > 0, Moo 在 过 去 的 某 一 时 刻 为 零 ; 者 0 < 0, 则 5%-: 在 将 来 的 
某 一 时 刻 为 零 . 由 于 膨胀 速度 9 是 体积 相对 变化 的 量度 , 因此 我 们 得 到 定理 : 在 
场 源 物质 无 旋 、 无 加 速 且 满足 (3.7.4) 的 模型 中 一 定 存在 奇 扩 . 在 弗 里 德 曼 模型 中 
0 = 3R/R, 这 一 奇 点 恰 与 R=0 对 应 . 

如 果 物 质 本 和 喘 有 旋 , 但 宇宙 空间 中 存在 无 旋 的 类 时 短程 线 簇 , 仍 能 得 到 类 似 的 
结论 . 我 们 熟知 , 两 个 指 同 未 来 的 类 时 单位 和 天 ut 和 vr, APE uo, < 1. 由 此 根据 
场 方 程 得 到 

Ruutu” > k(p + 3p)/2. (3.7.5) 


根据 满足 这 些 条 件 的 短程 线 , 同样 得 到 不 等 式 (3.7.5). 物理 上 试验 粒子 行为 的 
By FE PENS Dy FB Ee TB) a PE. 

作为 上 述 定理 的 推广 , 可 以 证 明 , MRS ER RTT A EIR (具有 一 个 
空间 运动 群 ), 对 应 的 初 值 问题 在 初始 曲面 上 有 唯一 解 , 且 所 有 类 时 (RE) RE vr 
都 满足 条 件 Rv*v” > 0, 则 宇宙 一 定 存在 一 奇 点 . 


3.8 ”暗物质 和 上 暗 能 量 


1. 宇宙 动力 学 方程 和 临界 密度 


宇宙 学 原理 告诉 我 们 , 在 宇宙 学 尺度 上 宇宙 是 均匀 各 回 同 性 的 . 其 四 维 时 空 为 
Robertson-Walker 度 规 所 摘 述 : 


dr? 
1 — kr? 


ds* = dt? — a*(t) ( + r7d6* + r° sin? say”) (3.8.1) 


AF a(t) 为 宇宙 标 度 因 子 , k AR. 适当 选择 r 的 单位 , 可 以 使 上 = +1,0,-1, 
分 别 对 立 于 正 曲 率 空间 、 零 曲率 空间 和 负 曲 率 空间 , 即 分 别 对 立 于 闭合 的 、 平 直 的 
和 开放 的 宇宙 . 

宇宙 物质 的 能 量 - 动 量 张 量 通 党 写成 理想 流体 的 形式 : 


Tuv = (p + p)U pr + Poy, (3.8.2) 
AF p 和 p 分 别 为 宇宙 物质 密度 和 压强 , U, 为 四 维 速度 


U?’ =1, (3.8.3) 


守恒 定律 表述 为 
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当 j= i, 上 式 显 然 成 立 ; 当 J = 0, 上 式 成 为 


dla” (p + p)| = a°dp, (3.8.6) 
或 者 
d(pa ) = —pd(a*) (3.8.7) 
对 于 最 简单 的 状态 方程 
p = wo, (3.8.8) 
能 量 密度 和 宇宙 标 度 因子 的 关系 是 
p ~ a tw), (3.8.9) 
对 于 辐射 、 物 质 和 真空 分 别 有 
辐射 | 
P=3P, pr aq’; (3.8.10) 
物质 
p=0, pra’; (3.8.11) 
真空 
= —p, p= const. 


由 Robertson-Walker 度 规 出 发 , 根据 广义 相对 论 , 我 们 可 以 得 到 Ricci 张 量 的 
非 零 分 量 


Roo 一 Z397, 
Rij 一 一 Ç + 2 十 25) Jij- (3.8.12) 
Ricci 标量 为 
R= -6 (2 + -7 + 5) | (3.8.13) 
爱 因 斯 坦 场 方程 
(3.8.14) 
(3.8.15) 
场 方程 的 ii 分 量 是 
a a’ k 
2 一 十 一 7 十 =) 一 —8NAGp. (3.8.16) 
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方程 (3.8.7), (3.8.15), (3.816) 由 Bianchi 恒等式 相 联 系 , 这 三 个 方程 中 只 有 两 个 是 


独立 的 , 由 (3.8.15) 和 (3.8.16) 可 以 得 到 一 个 能 直观 表示 宇宙 膨胀 加 速度 的 方程 


一 -2 + 3p). (3.8.17) 


我 们 知道 现在 宇宙 在 加 速 膨胀 , 即 ä > 0, 这 就 要 求 p+ 3p < 0, 从 而 我 们 知道 , F 
宙 加 速 膨胀 的 条 件 是 物 态 方程 参数 w < 一 1/3. 
FH RAK A EE EB ee AR 它 是 这 样 定 义 的 : 


H=-. (3.8.18) 


哈 勃 常数 其 实 并 非常 数 , 而 是 随时 间 变 化 的 . eA Ay 是 哈 动 常数 的 当前 值 
弗 里 德 曼 方程 可 以 写成 下 面 的 形式 : 


= — — 1 3.8.19 
H2q2 Dc ) ( ) 
3H? 
“三 一 一 . 3.8.20) - 
pe = sp ( ) 


由 (3.8.19) 可 见 , 宇宙 空间 的 曲率 完全 取决 于 密度 . 若 密度 大 于 临界 密度 po 则 k 
是 正 的 , 字 宙 空间 是 弯曲 且 有 限 的 ; 若 密度 小 于 p Nk 是 负 的 , 字 宙 空间 是 弯曲 
HERK; SHES pok SFE, 宇宙 空间 是 平 直 的 、 无限 的 

我 们 定义 一 个 无 量 纲 密度 参数 


a=, (3.8.21) 


则 弗 里 德 量 方程 可 与 为 
(3.8.22) 


1937 F, 弗 里 效 。 札 维 奇 (Fritz Zwicky) 发 现 大 星系 团 中 的 星系 具有 极 高 的 运 
动 速度 . 要 束缚 住 这 些 星 系 , 星系 团 的 实际 质量 应 该 是 观测 到 的 重量 总 质量 的 100 
多 倍 , 即 有 大 量 的 暗物质 存在 . 为 了 简化 , 下 面 我 们 用 牛顿 引力 理论 讨论 旋涡 星系 的 
质量 计算 . 假定 星系 质量 分 布 是 球 对 称 的 , RERA r 的 球面 以 内 的 质量 为 M(r), 
MPEP Ò r 处 的 恒 量 的 轨道 速率 为 


GM(r) 
随 着 距离 球 心 的 距离 r 的 增 大 . 发 光 物 质变 得 很 稀少 了 , 这 时 应 该 可 以 认为 M 
近 于 一 个 常量 , 速度 v 就 应 该 随 半 径 下 降 . 然而 实际 的 观测 与 此 恰恰 相反 , 转 


v(r) = (3.8.23) 
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动 曲线 在 距 星系 中 心 很 远 处 并 不 下 降 , 而 是 维持 一 个 恒定 的 速度 . 据 此 我 们 可 以 推 
知 , 一 定 有 我 们 所 看 不 见 的 暗物质 学 在 贡献 其 引力 , 维持 旋转 速度 (图 6-7). 
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图 6-7 ”七 个 流 涡 星系 的 旋转 曲线 , 它们 在 距离 星系 中 心 很 远 的 地 方 依 
然 维 持 恒定 的 速度 , 说 明星 系 锌 一 个 己 大 的 暗物质 军 所 包围 


根据 天 文 观测 数据 , 经 过 简单 的 计算 得 到 , 发 光 物 质 对 密度 参数 的 现在 值 2 
的 页 献 


人 们 用 类 似 的 牛顿 动力 学 方法 , 对 星系 团 进行 观测 , 假定 维 里 定理 成 立 , 应 用 
A (3.8.23), 得 到 星系 团 对 f20 的 贡献 为 


10% < Moa < 30% (3.8.25) 


此 式 与 (3.8.24) 比较 , 表明 星系 团 中 除 发 光 物 质 以 外 还 有 大 量 暗 物质 . 

20 世纪 80 年 代 提 出 的 宇宙 上 暴 胀 理论 认为 2 ~ 1, 后 来 的 测量 和 计算 都 支持 
这 一 结论 , 宇宙 暴 胀 理论 已 得 到 公认 . A (3.8.25) 表明 星系 团 中 的 发 光 物 质 和 上 暗 物 
质 的 总 和 对 2 的 贡献 也 只 有 20% AA, 与 po x1 ER, 人们 认为 除了 星系 团 之 
类 的 成 团 物质 之 外 , 还 有 80% 的 物质 不 成 团 , 甚至 均匀 分 布 于 宇宙 中 . 这 问题 我 们 
在 下 面 一 小 节 再 继续 讨论 . 

正 是 暗物质 促成 了 宇宙 结构 的 形成 . 如 果 没 有 暗物质 就 不 会 形成 星系 、 恒星 和 
行星 , 也 就 更 谈 不 上 今天 的 人 类 了 . 宇宙 尽管 在 大 尺度 上 表现 出 均匀 和 各 回 同 性 ， 
但 是 在 小 一 些 的 尺度 上 则 存在 着 恒星 、 星 系 、 星 系 团 、 巨 洞 以 及 星系 长 城 . 在 大 尺 
度 上 主宰 物质 运动 的 力 只 有 引力 . 但 是 均匀 分 布 的 物质 不 会 产生 引力 , 因此 今天 所 
有 的 宇宙 结构 必然 源 目 于 宇宙 极 早 期 物质 分 布 的 微小 涨 落 , 这 些 涨 落 会 在 宇宙 微波 
背景 辐射 (CMB) 中 留 下 痕迹 . 然而 , 普通 物质 不 可 能 通过 其 目 身 的 涨 落 形成 实质 
上 的 结构 而 又 不 在 宇宙 微波 背景 辐射 中 留 下 痕迹 , 因为 在 宇宙 极 早期 普通 物质 还 没 
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7A) SRST PB AHR. 而 暗物质 不 与 辐射 耦合 , HAURIA ED IR BY 
就 放大 了 许多 倍 . 在 普通 物质 退 耦 之 后 , 已 经 成 团 的 暗物质 就 开始 吸引 普通 物质 ， 
进而 形成 了 我 们 现在 观测 到 的 结构 . 这 一 初始 涨 落 的 振幅 非常 非常 小 . 这 样 的 物质 
是 无 热 (低速 ) 运动 的 非 相 对 论 性 粒子 , 因此 称 为 冷 暗 物质. 

对 于 先前 提 到 的 小 扰动 ( 涨 落 ), 为 了 预言 其 在 不 同 波长 上 的 引力 效应 , 小 扰动 
谱 必 须 具有 特殊 的 形态 . 为 此 , 最 初 的 密度 涨 落 应 该 是 标 度 无 关 的 . hee, 如 
果 我 们 把 能 量 分 布 分 解 成 一 系列 不 同 波长 的 正弦 波 之 和 , 那么 所 有 正弦 波 的 振幅 都 
应 该 是 相同 的 . 暴涨 理论 的 成 功 之 处 就 在 于 它 提 供 了 很 好 的 动力 学 机 制 来 形成 这 
样 一 个 标 度 无 关 的 小 扰动 谱 (其 谱 指数 n = 1). WMAP 的 观测 结果 证 实 了 这 一 预 
言 , 其 观测 到 的 结果 为 n = 0.99 土 0.04. 

现在 已 经 知道 了 两 种 暗物质 一 一 中 微 子 和 黑洞 . 但 是 它们 对 暗物质 总 量 的 页 
献 是 非常 微小 的 . 最 被 看 好 的 暗物质 是 低温 无 碰撞 暗物质 (CCDM), 其 粒子 具有 寿 
命 长、 温度 低 、 无 磁 撞 的 特性 . 寿命 长 意味 着 它 的 寿命 必须 与 现今 宇宙 年 龄 相当 ， 
甚至 更 长 . 温度 低 意 味 着 在 退 耦 时 它们 是 非 相 对 论 性 粒子 , 只 有 这 样 它 们 才能 在 引 
力作 用 下 迅速 成 团 . 由 于 成 团 过 程 发 生 在 比 哈 怠 视 界 (宇宙 年 龄 与 光速 的 乘积 ) 小 
的 范围 内 , 而 且 这 一 视界 相对 现在 的 宇宙 而 言 非常 小 , 因此 最 先 形成 的 暗物质 团 块 
或 者 暗物质 晕 比 银河 系 的 尺度 要 小 得 多 , 质量 也 要 小 得 多 . 随 着 宇宙 的 脱 胀 和 哈 动 
视界 的 增 大 , 这 些 最 先 形 成 的 小 暗物质 坚 会 合并 形成 较 大 尺度 的 结构 , 而 这 些 较 大 
尺度 的 结构 之 后 又 会 合并 形成 更 大 尺度 的 结构 . 其 结果 就 是 形成 不 同体 积 和 质量 
的 结构 体系 , 这 是 与 观测 相 一 致 的 . 相反 的 , 对 于 相对 论 性 粒子 , 如 中 做 子 , 在 物质 
引力 成 团 的 时 期 由 于 其 运动 速度 过 快 而 无 法 形成 我 们 观测 到 的 结构 ， 因 此 中 微 子 
对 暗物质 质量 密度 的 贡献 是 可 以 忽略 的 . 在 太阳 中 微 子 实验 中 对 中 微 子 质量 的 测 
量 结果 也 文 持 了 这 一 点 . 无 碰撞 指 的 是 暗物质 粒子 (与 暗物质 和 普通 物质 ) 的 相互 
作用 截面 在 暗物质 党 中 小 得 可 以 忽略 不 计 . 这 些 粒子 仅仅 依靠 引力 来 束缚 住 对 方 ， 
并 且 在 暗物质 党 中 以 一 个 较 宽 的 轨 着 偏心 率 谱 无 阻碍 地 作 轨 道 运 动 . 

低温 无 磁 撞 暗物质 (CCDM) 被 看 好 有 几 方 面 的 原因 . 第 一 CCDM 的 结构 形 
成 数值 模拟 结果 与 观测 相 一 致 . 第 二 , 作为 一 个 特殊 的 亚 类 , SST AEA AR 
T (WIMP) 可 以 很 好 地 解释 其 在 宇宙 中 的 丰 度 . 如 果 粒 子 间 相互 作用 很 弱 , 那么 
在 宇宙 最 初 的 万 亿 分 之 一 秒 它 们 是 处 于 热平衡 的 . 之后， 由 于 漂 灭 它们 开始 脱离 
平衡 . 根据 其 相互 作用 截面 估计 , 这 些 物质 的 能 量 密度 大 约 占 了 宇宙 总 能 量 密度 的 
20%~30%. 这 与 观测 相符 . 


3. Ae È 


HM 1929 年 哈 勃 发 现 宇 宙 膨 胀 以 来 , 人 们 一 直 以 为 宇宙 是 减速 膨胀 的 . 因为 
主宰 宇宙 物质 运动 的 力 是 引力 , 在 引力 作用 下 膨胀 只 能 减速 . 如 同 地 面 上 一 个 坚 直 
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上 抛 的 物体 , 在 重力 作用 下 只 能 减速 . 然而 1997 年 12 A, 作为 大 红 移 超新星 搜索 
小 组 成 员 的 哈佛 大 学 天 文学 家 R. 基 尔 希 纳 的 观测 结果 显示 , 宇宙 膨胀 不 是 减速 而 
是 在 加 速 . 1998 E, S. 玻 尔 穆 特 和 B. 史 密 特 两 个 小 组 利用 Ia 型 超新星 作 标准 烛光 ， 
精确 测量 距离 一 红 移 关系 , 发 现 宇宙 在 加 速 膨胀 . 这 一 事实 告诉 我 们 , 宇宙 中 除了 
普通 物质 之 外 , 还 有 一 种 一 直 未 被 人 们 发 现 的 能 量 , 这 种 能 量 会 产生 斥 力 , 从 而 推 
动 宇 宙 加 速 膨胀 . 芝加哥 大 学 的 M. 特 纳 给 这 种 能 量 起 了 个 名 字 , 叫 瞳 能 量 . 后 来 
更 多 的 天 文 观 测 , 如 新 的 超新星 探测 , 斯 隆 数 字 这 天 得 到 的 宇宙 大 尺度 结构 , 威 尔 
金森 宇宙 微波 背景 辐射 各 问 异 性 探测 器 WMAP(Wilkinson Microwave Anisotrope 
Probe) 的 观测 , 都 证 实 了 暗 能 量 的 存在 , 并 且 使 它 成 为 标准 宇宙 模型 的 一 部 分 . 

因为 维 里 (Virial) 观测 到 宇宙 微波 背景 辐射 的 各 问 异 性 和 黑体 谱 , 进一步 支持 
了 标准 宇宙 模型 , 获得 了 2006 年 诺 贝 尔 物 理学 奖 . 

暗 能 量 是 一 种 不 可 见 的 巨大 的 能 量 , 在 宇宙 总 物质 中 约 占 73%, COE SH 
的 运动 . 它 与 普通 物质 和 上 暗物质 都 有 本 质 的 不 同 , 它 产 生 负 压强 而 且 均 匀 分 布 于 宇 
宙 中 . 普通 物质 和 暗物质 的 压强 都 是 非 负 的 . 

暗 能 量 是 近年 来 宇宙 学 研究 中 一 个 具有 里 程 碑 意 义 的 重大 成 果 . 支持 暗 能 量 主 
要 证 据 有 二 : 一 是 观测 发 现 宇 宙 在 加 速 膨胀 . 按照 爱 因 斯 坦 场 方 程 (3.8.17), WER 
AREER p/p < 0, 导致 具有 人 负 压 强 的 暗 能 量 ; 二 是 由 WMAP 给 出 的 宇宙 中 物质 总 密 
度 的 精确 测定 结果 : 普通 物质 和 暗物质 加 起 来 只 占 27%, 仍 有 73% 的 短缺 . 这 一 短 
RS) J te AS Be E. 

由 于 WMAP 的 精密 数据 和 超 新 量 Ia 的 观测 数据 , 人们 确认 以 下 观测 结果 : 

(1) 宇宙 总 密度 参数 % = 1.02 + 0.02, NF RIL EH: 

(2) 宇宙 年 龄 是 137 土 2 亿 年 ; 

(3) EPEA Ho = 0.71 + 0.01km - s7! . Mpc” ’; 

(4) 宇宙 总 质量 (100%) ~ 重子 + BF (4.4%) + 热 暗物质 (< 2%)+ 冷 暗 物质 
(~ 20%)+ EREE (73%). 

暗 能 量 的 一 个 很 重要 的 参数 , 就 是 它 的 物 态 方程 参数 w. 由 (3.8.17) 可 知 , RA 
当 p+3p < 0 时, 才 会 得 到 加 速 膨胀 , 即 a> 0, 此 时 对 于 特 态 方程 p = wp, 其 参数 
w < 一 1/3. 因而 各 种 暗 能 量 模 型 都 必须 满足 w < -1/3 的 条 件 , 同时 由 观测 确定 的 
w 的 值 又 成 为 检验 各 种 暗 能 量 模型 的 标准 . 例如 利用 WMAP 和 SNLS(supernova 
legacy survey) 可 以 给 暗 能 量 的 物 态 方程 参数 一 个 很 强 的 限制 : w = 一 0.967 十 0072. 

一 些 主要 的 暗 能 量 候 选 者 有 以 下 几 个 : 

1) 宇宙 学 常数 

爱 因 斯 坦 根 据 广义 相对 论 构 建 第 一 个 宇宙 模型 时 , 人 们 尚 不 知道 宇宙 膨胀 这 一 
事实 , 因而 爱 因 斯 坦 引 入 了 宇宙 学 常数 , 试图 构建 一 个 静态 的 宇宙 模型 . 引入 宇宙 
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学 向 数 后 , 场 方程 变 为 如 下 形式 : 


1 
Rv 一 5 Juv tt 一 Agu = 8AGT uv. 


将 Agu, 项 移 到 方程 的 右边 , 可 以 看 出 , 宇宙 学 常数 其 实 提供 了 一 个 等 效 的 能 量 - 动 
量 张 量 . 它 的 能 量 密度 和 压强 分 别 是 


,一 一 -一 3.8.27 
p G ( ) 


由 此 可 知 , 相应 的 物 态 方程 参数 w = -1. 实际 上 用 宇宙 常数 构造 的 静态 宇宙 
是 不 稳定 的 , 只 要 变 大 一 点 就 会 导致 斥 力 增 大 和 引力 减 小 , 从 而 使 膨胀 加 速 . 这 恰 
好 符合 现在 观测 到 的 宇宙 加 速 脱 胀 的 事实 . 

然而 , 用 宇宙 学 常数 解释 宇宙 的 加 速 膨胀 尚 有 两 个 疑难 问题 . 第 一 个 问题 是 宇 
宙 常 数 问 题 , 第 二 个 问题 称 为 巧合 (coincidence) 问题 . 由 量子 场 论 可 以 计算 真空 能 ， 
所 得 到 的 形式 与 宇宙 学 常数 给 出 的 能 量 -动量 张 量 相同 , 因此 可 以 把 二 者 作为 等 效 
的 宇宙 学 常数 或 等 效 真 空 能 处 理 . 但 是 由 WMAP 给 出 的 等 效 真空 能 为 


pes = 10-*’GeV’*, (3.8.28) 


理论 预言 值 为 
pt” = 10GeV*, (3.8.29) 


两 者 相差 上 下 个 数量 级 . 

所 谓 巧合 问题 , 是 指 的 今天 的 物质 密度 与 真空 能 密度 怡 好 处 在 同一 个 量 级 . 由 
于 两 者 随 宇宙 膨胀 的 演化 规律 不 同 , 所 以 需要 在 极 早 期 对 宇宙 的 初始 条 件 进 行 精细 
的 微调 (fine-tuning). 


2) Quintessence 


Quintessence 是 通过 引入 一 个 标量 场 来 构造 的 瞳 能 量 模型 . 它 的 拉 氏 量 为 
2 = V=9| 59.60% -VO)| (3.8.30) 


AF V(¢) 是 势 . 度 规 取 平 直 的 R-W 度 规 ， 由 拉 氏 量变 分 就 可 得 到 Quintessence 
的 运动 方程 

$+3HG+V'($)=0. (3.8.31) 
上 面 的 撤 号 表示 对 6 RKF. 由 理想 流体 的 能 量 -动量 张 量 形式 , 得 到 Quintessence 


的 能 量 密度 和 压强 分 别 是 
pg = 0 +V, (3.8.32) 
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] . 


po = xa — V. (3.8.33) 
由 此 我 们 可 以 得 到 它 的 物 态 方 程 参数 
3 — V 
5? +V 


势 函 数 V (>) 取 不 同形 式 , 则 w 可 在 0 到 -1 之 间 变 化 . 并 且 一 般 来 说 , w 不 再 是 
一 个 常数 , 而 是 变化 的 . 作为 一 个 动力 学 模型 , Quintessence 可 以 解决 巧合 问题 . 这 
是 一 个 被 公认 的 候选 者 , 可 认为 是 继 夺 克 、 轻 子 、 中 间 破 色 子 和 非 重 子 暗 物质 之 后 
的 第 五 原 质 . 

除了 Quintessence 以 外 , 还 有 一 些 不 同 的 暗 能 量 候选 者 , 下 面 介绍 两 种 . 

3) Phantom Quintessence 虽然 能 够 实现 w < —1/3, 从 而 解释 宇宙 加 速 膨胀 , 但 
是 实测 表明 , w 也 很 有 可 能 是 小 于 -1 的 . 因此 Caidwell 于 2002 年 提出 Phantom. 
Phantom 也 引入 了 一 个 标量 场 ， 但 与 (Quintessence 不 同 的 是 ， 它 的 动能 项 是 负 的 . 
Phantom HY? RHE 


L = V~G|- 50,60" — Vd) (3.8.35) 
它 的 能 量 密度 和 压强 分 别 是 | 
po = -3% +V, (3.8.36) 
no = 1 3837 
0 — V 
w= ——. (3.8.38) 


很 明显 地 , 与 Quintessence 相 比 , Phantom 可 以 实现 w < 一 1. 由 于 w < 一 1, Phan- 
tom 具有 很 有 趣 的 性 质 . 例如 Phantom 的 能 量 密度 是 随 痢 宇宙 膨胀 而 增加 的 . 还 
有 一 种 新 的 宇宙 结局 的 可 能 性 “Big Rip”. 哈 勃 膨胀 只 是 星系 退行 , 作为 引力 束缚 
体 的 星系 本 身 是 并 不 膨胀 的 . 然而 Phantom 导致 的 “Big Rip” 却 可 以 将 星系 、 恒 
星 、 行星 等 引力 束缚 体 全 部 撕 裂 . 


4) Quintom 

Quintessence 和 Phantom 虽然 可 以 分 别 实现 w > -1 Al w < -1 但 是 却 不 
能 实现 w 穿越 -1. 为 了 解决 这 个 问题 Quintom 被 提 了 出 来 . Quintom 实际 是 由 
Quintessence 和 Phantom 两 场 构成 的 . ENR ae 


Y= Vg 70,010u9 + > „920 bo — V (Q1, 2) , (3.8.39) 
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1. 1. 
-301 + 592 —V(91, 2) 
-54 + T + V(¢ġ1, ¢2) 


Ay KL Quintom 可 以 实现 物 态 方程 参数 w FX 一 1. 


w = 


` 003 - 


(3.8.40) 


FHRA 


A ia 


大 煤 炸 衬 宙 模型 已 经 为 人 们 普 过 接受 , 故 被 称 为 标准 宇宙 模型 . 然而 大 爆炸 宇 
宙 模 型 在 宇宙 漠 化 的 极 早 期 还 存在 四 个 疑难 问题 ; 奇 点 问题 、 视 界 问 题 、 平 直 性 问 
题 和 人 磁 单 极 问题 . 本 间 阐 述 的 宇宙 骏 胀 理论 可 以 解决 四 个 问题 中 的 后 三 个 . 剩 下 的 
奇 扩 问题 是 第 八 篇 量子 宇宙 学 讨论 的 内 容 . 


第 1 章 RKP RRL RA 
1.1 标准 (大 爆炸 ) F HRE BY CT NE 


大 爆炸 宇宙 模型 成 功 地 解释 了 自 上 = 107s ( 轻 核 形成 ) 至 t = 10 年 (现在 ) 
宇宙 演化 阶段 的 观测 事实 .其 中 包括 元 素 的 起 源 ( 搞 丰 度 测 量 )、 星 系 光 谐 的 宇宙 
学 红 移 、3K 微波 背景 辐射 、 星 系 计数 、 宇 宙 大 尺度 的 均匀 各 问 同 性 等 . 因此 , AR 
炸 宇 宙 模 型 是 普 过 被 人 们 所 接受 的 . 与 其 他 宇宙 模型 相 比 , 它 是 最 成 功 的 宇宙 模型 ， 
所 以 和 人们 称 之 为 标准 宇宙 模型 . 

然而 , 大 爆炸 宇宙 模型 也 有 它 的 困难 , 就 是 在 t = (ARRERA) 到 t= 1071s 
这 一 极 早期 演化 阶段 中 的 四 个 问题 奇 点 问题 、 视 界 问题 、 平 直 性 问题 、 磁 单 极 
问题 . 

第 一 个 问题 是 奇 点 问题 . 正如 第 六 篇 3.7 节 所 论证 的 , 根据 爱 因 斯 坦 引 力 理论 
A Be RB, 以 及 哈 动 定律 和 强 能 量 条 件 p + 3p > 0, 必然 寻 致 一 个 结论 : FH 
必然 存在 一 个 内 豪 的 过 去 类 空 奇 点 (t = 0, R = 0). 在 奇 点 处 , 温度 、 能 量 和 物质 密 
度 都 等 于 无 限 大 , 这 是 没有 物理 意义 的 , 是 物理 学 家 最 讨厌 的 . 这 一 问题 (宇宙 的 创 
生 ) 我 们 留 在 第 八 篇 (量子 宇宙 学 ) 详细 讨论 . 

后 面 三 个 问题 (视界 问题 、 平 下 性 问题 、 磁 单 极 问题 ) 都 可 以 由 宇宙 骏 胀 (in- 
Hation) 的 引入 而 得 到 解决 . 

为 了 说 明 这 三 个 问题 的 内 容 , 我 们 首先 对 极 早 期 宇宙 作 简 单 的 讨论 . 

我 们 考虑 10-10s >t > tp ~ 1078s 这 一 宇宙 演化 的 极 早 期 , 这 时 对 应 的 宇宙 
温度 为 T, ~ 1032K > T > 1015K, 相应 的 能 标 为 mp ~ 1019GeV > E > 102GeV. 这 
时 宇宙 处 于 辐射 为 主 的 时 期 , 与 极 病 相对 论 粒 子 的 情况 相同 , 都 有 


p 一 5，Pw [RO (1.1.1) 
由 此 可 得 
p ~ [R(t] $, p[R(t)]* = A = const. (1.1.2) 
由 于 TR(t) = const. 可 知 
p~ TË. (1.1.3) 


P EARMA EAT RAS, 由 量子 统计 得 到 


2 


p = a N(T)T*. (1.1.4) 
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{ 


AP N(T) = No + Nr, Np 和 Ne 分 别 为 玻 色 了 于 和 费 米 子 的 手 征 态 数目 . MERA 


(1.1.5) 
(1.1.6) 
AP ¢(3) 为 Riemam-Zeta 图 数 . 由 (2.6.5) 和 (1.1.1) 得 到 
(1.1.7) 
积分 得 
(1.1.8) 
考虑 到 (1.1.3), 将 (1.1.4) 代入 (2.6.5), 得 到 
(1.1.9) 
类 似 于 得 到 (1.1.8), 由 (1.1.9) 得 到 
90 1 ap 
T = EENT t712., (1.1.10) 


下 面 我 们 说 明 标准 宇宙 模型 在 宇宙 极 早 期 存在 的 三 个 问题 
1. 视界 问题 


我 们 现在 (图 7-1 中 的 O R) 所 接收 到 的 宇宙 中 过 去 的 信息 , 都 只 能 来 自我 们 
的 过 去 光 锥 之 内 . 如 图 所 示 , 我 们 接收 到 的 来 自 相 反方 问 的 两 个 辐射 信号 只 能 发 自 
图 中 的 M 和 N 两 个 时 空 扩 , 这 两 点 的 过 去 光 锥 并 不 相交 . 由 于 信息 有 一 个 最 大 传 
播 速度 (真空 光速 c), 所 以 在 大 爆炸 起 源 的 宇宙 内 , 在 时 刻 t, 任意 两 把 (如 二 星系 ) 
闻 的 距离 大 于 D = 2ct. 这 两 点 在 小 于 t 的 时 间 内 从 未 发 生 过 因 和 采 联 系 . 


D = 2et (1.1.11) 


叫做 视界 距离 . 由 于 视界 距离 D 正比 于 时 间 t, 而 宇宙 半径 REEF t, WEF 
宙 极 早期 4 和 1s) D< R. 即 视界 距离 小 于 宇宙 半径 . 例如 , 当 t ~ 1073s 时 有 


= ~ 10”. (1.1.12) 


这 就 是 说 , 当 上 ~ 107s 时 , 宇宙 中 人 至少 存在 107? 个 无 因果 联系 的 区 域 . 


1.1 标准 (大 爆炸 ) 宇宙 模型 的 成 就 和 困难 
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考虑 方向 相反 的 两 个 微波 天 线 , 接收 到 了 发 自 t~ 1012s 时 的 两 个 辐射 源 的 微 
波 信号 , 由 于 宇宙 大 尺度 的 均匀 各 向 同性 , 这 两 个 辐射 源 之 间 的 距离 应 为 视界 距离 
的 90 倍 . 这 当然 是 不 可 能 的 . 所 以 , 在 宇宙 极 早期 , 宇宙 大 尺度 的 均匀 各 向 同性 是 
和 视界 的 存在 不 相 容 的 . 这 就 是 大 爆炸 宇宙 模型 的 第 二 个 困难 一 一 视界 问题 . 


2. 平 直 性 问题 (SSE) 
引入 参量 2 = 2go, 根据 2.3 节 的 计算 , 有 


po 8nxpo 4n°N(T)T? 
NQ = 7 = 3a = RS (1.1.13) 


po 为 现在 的 宇宙 物质 密度 . 由 目前 观测 资料 有 


0.1 < 92 < 4, po S 1020. (1.1.14) 
在 极 早 期 , SRD RANE RRR TTA Pay. FAT, ALS 


21° N (To) 


So = So R? (to) = 15 


BY R) Fs BY 


R? (to) TÈ, To N 2.1K, 


So > 10”°. (1.1.15) 


又 由 (1.1.13) 可 得 


P — pe 45 | k | | (1.1.16) 


p  4n3N(T)T? 


(1.1.17) 


可 以 得 到 普 朗 元 时 期 宇宙 物质 密度 p 满足 
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P= Pel _ 19758 (1.1.18) 


p 
这 表明 p x pe， 即 宇宙 极 早 期 已 非常 平 直 . SKE, APA SH (1.1.15), JA 
式 (4.1.18), BUA PS ER PRRATRENS HA RAN. MBA, AIT 
么 宇宙 在 极 早期 就 已 经 非常 平 直 了 呢 ? 或 者 说 , ATARENSHARAANM 
We? 大 爆炸 宇宙 模型 给 不 出 任何 理由 . 这 就 是 所 谓 平 直 性 问题 , EEA EE. 


3. 磁 单 极 问题 


特 霍 夫 特 和 玻 利 雅 可 夫 (tHooft-Polyakov) 曾 证 明 , 任何 一 个 单 群 [如 SU (5) 
自发 破 缺 到 SU(3) x SU(2) x U(1) 时 一 定 要 出 现 磁 单 极 ( 非 阿 贝尔 磁 单 极 )， 可 以 
证 明 , eater 


Gna 一 一 一 29a; 
€ 


m ~ 10'®GeV ~ 1078g. 


AP gna 和 ga DARRIER D IRRA RA D AR RA E A AI RATT. 
磁 单 极 是 联结 不 同 希 格 斯 (Higgs) 场 真 空 平均 值 的 拓扑 结 (拓扑 孤子 ). 这 表示 
真空 简 并 或 出 现 畴 状 真空 (真空 泡 ) 时 , 在 不 同 真空 泡 的 交接 处 要 出 现 磁 单 极 . 
每 个 真空 泡 (W) 的 线 度 1, 应 该 不 大 于 因果 关联 区 的 长 度 D 
l< D=2et. (1.1.19) 


由 此 可 知 , 磁 单 极 密度 nm 应 满足 


(1.1.20) 


(1.1.21) 


EKRANE Re 
vm < 2x 10-28 (1.1.22) 


而 且 
0.1 < Ê <4. (1.1.23) 
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理论 与 实测 不 一 致 ,， 这 就 是 大 爆炸 宇宙 模型 的 第 四 个 困难 问题 一 磁 单 极 
问题 


1.2 雄 胀 宇宙 模型 概述 


1. 大 统一 相 变 


1980 年 , 麻 省 理工 学 院 的 古 什 (Alan H.Guth) 提出 了 一 个 暴 胀 宇 宙 模 型 : 1982 
年 , 林 德 (Linde) 等 又 作 了 改进 . 暴 胀 宇宙 模型 解决 了 1.1 节 所 讲 的 大 爆炸 宇宙 模 
型 的 三 个 困难 问题 . 这 一 模型 和 大 爆炸 模型 的 区 别 在 于 , 它 认为 宇宙 极 早 期 经 历 了 
一 个 非常 短暂 而 又 非常 迅速 的 膨胀 阶段 . 这 一 暴 胀 阶段 只 持续 了 大 约 10-30s. 在 这 
段 时 间 里 宇宙 增 大 了 10°° 倍 . 为 什么 会 出 现 这 样 的 暴 胀 呢 ? ae SS H EN R 
有 的 大 爆炸 宇宙 模型 的 改进 , 所 以 我 们 还 是 从 大 爆炸 模型 说 起 . 

按 大 爆炸 宇宙 模型 ， 在 宇宙 的 极 早 期 (1078 ~ 1073s), 宇宙 处 于 超 高 能 状 
AS (1019 ~ 101GeV), 粒子 物理 学 中 的 三 种 基本 相互 作用 (Gh. B 55) 应 统一 
为 一 个 只 含 一 个 看 合 常数 的 基本 相互 作用 , 这 就 是 大 统一 理论 (GUT). 当 能 标 为 
1019 ~ 10!°GeV IY, SU(5) 大 统一 理论 成 并， 当 能 标 ~ 10'°GeV 时 (t ~ 1075s, 
T ~ 108K), SU(5) 对 称 性 破 缺 为 SU(3) x SU(2) x U(1)， 至 于 对 称 性 破 缺 的 原 
Al, 规范 场 理论 认为 关键 在 于 真空 . 场 方程 的 对 称 性 总 是 保持 的 , 真空 的 对 称 性 破 
BR (真空 简 并 , 不 唯一 , 出 现 畴 状 真空 ) 引起 不 可 观测 到 的 物理 规律 的 对 称 性 破 缺 . 

理论 上 , 用 一 个 标量 场 (Higgs 场 ) 的 基态 
来 描述 真空 . 考虑 到 真空 涨 落 ( 单 图 ) 和 温度 效 
应 后 , 宇宙 的 有 效 势 ( 希 格 斯 有 效 势 ) 如 图 7-2 
Pra. 


暴 胀 宇宙 模型 的 主要 思想 是 , 宇宙 在 大 统一 
时 间 (t ~ 10-35s) 附近 发 生 的 对 称 性 破 缺 相 变 aN 
是 一 级 相 变 . 如 图 7-2 Pray, EFA (T= 0), 0 p 
p = 0, Viv) 有 一 个 整体 极 小 ,这 是 一 个 对 称 图 7-2 
真空 一 一 真 真空 . 对 于 现在 , EFA (T ~ 2.7K), 
宇宙 这 一 标量 场 围 绕 真 真空 值 有 一 微小 的 涨 落 (< 10-*GeV). AA V MIE Ae 


数 入 之 间 存 在 关系 式 


Viv) 


A = 8nV(o). (1.2.1) 

由 于 现在 入 很 小 , 所 以 可 设 Vic) = 0. 另外 , T = 0 的 有 效 势 还 有 一 个 局 部 极 小 
Vio=0, 这 是 一 个 假 真 空 . 

设 发 生 一 级 相 变 的 温度 为 T, BA T >T 时,V(w) 有 一 整体 极 小 ; AT >T 

时 , 在 y A0 处 出 现 一 个 极 小 , 其 有 效 势 的 值 与 假 真空 的 相近 , ET = T 时 这 两 
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个 极 小 是 简 并 的 . FET KT. 的 情况 下 , 自发 对 称 破 缺 (yp = o) 的 极 小 为 有 效 势 的 
整体 极 小 . SU(5) 大 统一 理论 的 有 效 势 恰好 具有 上 述 性 质 . 这 就 是 说 , T > T 
时 , p = 0 为 有 效 势 的 整体 极 小 ; 温度 继续 降低 , 一 直到 了 > 工 之 前 , 宇宙 一 直 处 
于 p=0 的 假 真 空 态 , 并 按 大 爆炸 模型 (R ~ t?) 演化 . 5T <T 时 , 对 称 破 缺 
的 真 真空 态 对 应 的 极 小 (yp = o) 远 小 于 假 真空 态 对 应 的 极 小 (yp = 0), 真空 能 量 密 
度 远大 于 辐射 能 量 密度 , 于 是 宇宙 处 于 假 真空 过 冷 状 态 ( 亚 稳 态 ), 最 后 因 低温 破 缺 
态 的 泡 的 自发 形成 而 衰变 , 借助 于 量子 隧道 效应 , RAS, 宇宙 由 假 真空 态 跃 迁 
到 真 真空 态 , 放出 潜能 po, 实现 一 级 相 变 . 当 TH <T < To(A Tu = A/2nk Æ 
Hawking 辐射 温度 ) 时 , 可 证 明 真空 能 密度 p 远大 于 辐射 能 密度 py, 宇宙 物质 密 
度 P = pv + py © py = const. 此 常数 值 即 V (0), 由 大 统一 理论 确定 . 略 去 曲率 项 ， 


1/2 
= _ (See) | (1.2.2) 
积分 得 
1/2 
R(t) ~et, H= (=) (1.2.3) 
即 当 处 于 亚 稳 态 的 假 真空 时 , FERRAR ES RE). 
由 连续 性 方程 
p= -3(p+p)H (1.2.4) 
代入 p= py =0, 得 到 
也 一 一 0 一 一 0v. (1.2.5) 


将 上 式 代 入 (2.1.5), 可 知 R > 0. 正 是 由 于 负 压 强 的 贡献 超过 了 正 能 密度 的 页 献 
(引力 起 了 斥 力 的 作用 ), 使 得 膨胀 速度 R 随时 间 增 大 . 这 和 大 爆炸 模型 的 情况 相反 ， 
那里 的 p 和 p 都 是 正 的 , 引 使 膨胀 速度 随时 间 减 小 . 


X T x TH 时 , 宇宙 由 假 真空 同 真 真空 发 生 量 
TRT, 继续 以 指数 形式 骏 胀 (图 7-3)， 跃 迁 (处 
于 真 真空 ) 的 宇宙 线 度 ~ 10-%cm, AURA 
PX (T ~ 10-32s) Ja, R > 1028cm, 即 达 到 目前 可 观 
测 的 宇宙 半径 . 这 就 是 说 ,只 需要 要 求 滚 动 相 时 间 
+> 10-32s, 真空 泡 的 半径 就 大 于 目前 可 观测 宇宙 
的 半径 , 即 目前 我 们 的 可 观测 宇宙 位 于 一 个 真空 泡 
(HEA). 这 样 , 磁 单 极 问题 就 得 到 了 解决 
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在 滚动 相 后 , 希 格 斯 场 在 对 称 性 破 缺 的 稳定 真 真空 p = o 处 发 生 振荡 , 出 现下 
列 转化 : 


希 格 斯 粒子 一 规范 粒子 , ET, 重子 数 不 守 重 ,y 光 子 
真空 能 一 物质 能 (辐射 为 主 ) 
指数 暴 胀 (R ~ e7) 一 标准 膨胀 (R ~ t?) 
随 着 真空 能 转化 为 物质 能 , 宇宙 被 重新 加 热 ( 潜 热 释放 ), 宇宙 温度 由 Tmin Fr 
至 T = Tour. 以 后 宇宙 以 辐射 为 主 , 按 标准 模型 (大 爆炸 模型 ) 演化 . 
3. FHM 


由 前 面 的 讨论 可 知 , 暴 胀 前 和 暴 胀 后 (被 重新 加 热 ) NUR ARS BaF T, 
因此 暴 胀 前 后 宇宙 的 业 密 度 之 间 存 在 关系 


由 于 Ro = ZR, BRS = RC, 所 以 有 
So = 2Z°S1. (1.2.7) 


这 样 , WRB AS, ~ 1, 那么 只 要 Z > 1028( 实 际 上 没有 上 限 ), 就 可 
| So ~ S2 > 10. (1.2.8) 


IR MT He ee T SE By AS AL 10° 还 大 这 一 事实 . BRK, 宇宙 
PALA ART RA AKL BB MAKIER. 
设 t= 10-39s( 宇 宙 极 早期 ), 可 得 


D 3 
(>) = 10-87? ~ 107, (1.2.9) 
t 


即 视界 距离 大 于 宇宙 半径 , 成 功 地 解决 了 视界 问题 ; 整个 宇宙 内 各 部 分 之 间 都 可 以 
存在 因果 联系 . 
W t= tp = 10- 人 Ss( 寿 胀 前 ), 可 得 


P = el < 1075877 ~ 107°. (1.2.10) 


可 见 宇宙 在 极 早 期 (t = t) 并 不 平 直 , 只 是 经 过 暴 胀 阶段 (WRH) 后 宇宙 才 变 得 
很 平 直 , 于 是 平 直 性 困难 得 到 解决 
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第 10 章 我 们 讨论 了 骏 胀 宇宙 模型 的 整体 图 像 , 本 章 将 对 这 一 图 像 的 一 些 细节 
和 一 些 相 关 问 题 做 一 补 序 讨论. 


2.1 ’tHooft-Polyakov 磁 单 极 
WARN eA (1+ D) 维 Minkowski 时 衬 


ds? = dz”? — nipdridr", i,k =1,2,--- , D. (2.1.1) 


4 D = 3 时 , 对 于 Higgs 场 (标量 场 )Jpu(z) 和 Yang-Mills H A” (x) 相互 作用 ， 
拉 格 朗 日 上 共有 形式 


1 1 人 m?\* 
L= 一 Ta Papv + Pan Pa 4 (Pate | (2.1.2) 
式 中 

Fay 一 Anaw — Ava,u + CEabcApb Ave; Pas 一 Pa,p + CEabcApbYPe- 


由 于 m? > 0, 所 以 SU(2) 或 SO(3) 的 对 称 性 是 自发 破 缺 的 . 与 上 式 对 应 的 场 方程 
为 


Donn = €EabcPb;uAc + M pa 一 Apap’. (2.1.3) 


方程 (2.1.3) 的 拓扑 孤子 解 , PRA’ tHooft-Polyakov Bk FAR AR, 此 解 可 与 为 球 对 称 形 
式 


Ta 
CPa = g(r) =: 
At =0, eA? = Cait zll — h(r)]. (2.1.4) 


将 (2.1.4) 代入 场 方 程 (2.1.3), 得 到 微分 方程 


grr = g(r)[2h?(r) — m?r* + ng (r)/e 
rh pp = h(r)[h? (r) —1+4+ 9°(r)]. (2.1.5) 


2.1 ’tHooft-Polyakov 磁 单 极 - O15 - 


(2.1.5) 的 严格 解 至 今 疝 未 找到 .Actor(1979) 经 分 析 指 出 , 当 r Oo 时 , 此 方程 组 
的 解 应 满足 边界 条 件 


em 1/2 
h(r) 一 A(m, A, e)re", = (= ， 2.1.6a 
(r) > Al ) p A ( ) 
g(r) 一 (器 r+ D(m, AÀ, eje y, (2.1.7a) 
A; 一 cain, (2.1.8a) 
\ er 
Ta m D\ 1 _ V2 
一 一 | | — 一 | 一 my 2.1.9 
Ela) +e) 2.1.6) 
5 r— 0 HA 

h(r) > 1+eB(m,),e)r’, (2.1.6b) 
g(r) — eC(m, à, e)r’, (2.1.7b) 
A; 一 一 —EainTn B(M, A, e), (2.1.8b) 
Pa > C(m, À, e)ra- (2.1.9b) 


Fu 一 Pa Fauv 一 Gv, T Gu — —Eabcpa Pb, u Pev. (2.1.10) 


AP 


由 (2.1.4) 得 到 


Fij = —— Eijk 7: (2.1.15) 
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由 (2.1.14)~ (2.1.15) 得 到 
Bi = afi (2.1.16) 


这 正 是 磁 荷 9 = — 的 静止 磁 单 极 在 r 处 产生 的 磁场 强度 . 与 狄 拉克 磁 单 极 的 磁 荷 


比较 可 知 , tHooft-Polyakorv 磁 单 极 的 最 小 磁 荷 g 为 Dirac 磁 单 极 磁 傈 的 2 f. 
引入 磁 流 J, 


J, = Fey (2.1.18) 
式 中 Fe 为 F” 的 对 偶 张 量 , 则 显然 有 
JH, = 0， (2.1.19) 
即 存在 积分 守恒 量 (Bete) 
\/ 中 了. ds 


AF ”为 积分 路 径 环 绕 = 0 的 “ 圈 数 ”. 这 一 守恒 量子 数 叫 做 数 或 拓扑 答 

假设 n #0 的 闭合 面 连续 变 小 , 如 果 面 内 一 直 没 有 拓扑 奇 点 则 闭合 面 将 缩 为 一 
FA, 这 显然 是 不 可 能 的 . R] W’ tHooft-Polyakov Tek FARR AL FG Fh BY A CHG FP ARAB AE, 
实际 上 这 就 是 不 同 SU(2)[ 或 SO(3)] 真空 之 间 的 拓扑 结 . 


2.2 SU(5) 大 统一 理论 和 有 效 势 


20 世纪 六 七 十 年 代 , 理论 物理 学 家 提出 了 一 类 统一 场 理 论 , 把 弱 相 互 作 用 , 电 
磁 相 互 作 用 和 强 相 互 作 用 纳入 了 一 个 统一 的 理论 框架 ， 这 类 理论 称 为 大 统一 理论 
(GUT). 

按照 规范 场 理 论 , 一 切 现 有 的 相互 作用 都 是 规范 相互 作用 , BDA eR 
述 一 个 场 论 的 内 部 对 称 性 , 它们 在 规范 变换 下 具有 不 变性 . 如 果 群 参数 与 时 空 有 关 
(把 规范 变换 局 域 化 ), 要 使 场 论 保持 原 有 对 称 性 , 就 必须 引入 与 群 的 生成 元 个 数 相 
同 的 规范 场 , 这 些 规范 场 就 是 传递 对 应 相互 作用 的 中 间 玻 色 子 场 . 在 拉 氏 量 中 规范 
场 不 能 含 质量 项 (为 了 保持 规范 不 变性 ), 所 以 在 这 类 理论 中 还 必须 引入 一 类 Higgs 
场 , 以 使 规范 对 称 性 破 缺 , 从 而 与 我 们 观察 到 的 物理 现象 相符 . 

与 电磁 相互 作用 , 弱 相 互 作用 和 强 相 互 作 用 相对 应 的 对 称 群 分 别 是 U(1), SU (2) 
和 SU(3). 弱 、 电 磁 统一 理论 是 通过 规范 群 


SU(2) x U(1) (2.2.1) 


2.2 SU(5) 大 统一 理论 和 有 效 势 


517 . 


实现 的 . 20 世纪 60 年 代 末 , 人 们 把 强 相 互 作用 纳入 了 SU(3) 规范 场 理 论 , 通过 规 
ia SU(3) x SU(2) x U(1) (2.2.2) 
建立 了 粒子 物理 中 的 标准 模型 理论 . 

20 世纪 70 EAR, Georgi 等 提出 将 单 群 SU(5) 作为 规范 群 的 大 统一 理论 . 由 
于 SU(5) 群 的 秩 是 4, 恰好 等 于 群 (2.2.2) 的 秩 , 所 以 可 将 (2.2.2) 式 的 规范 群 嵌 入 
SU(5) F; 或 者 说 在 一 定 能 量 标 度 时 , SU(5) 的 对 称 性 可 以 破 缺 到 (2.2.2) 的 对 称 性 . 

在 规范 场 论 中 , 由 于 对 称 性 自发 破 扎 所 出 现 的 不 对 称 真空 的 势能 要 低 于 对 称 真 
字 的 势能 , 这 时 将 导致 相 变 . 下 面 将 指出 , 这 是 一 种 一 级 相 变 , 在 相 变 过 程 中 将 放出 
潜 热 . 为 了 讨论 在 早期 宇宙 中 的 应 用 , 我 们 首先 引入 有 效 势 的 概念 . 

以 标量 场 为 例 , 生成 泛 函 为 


Z(J) = | Divle®, (2.2.3) 


s = s(p, J) = | d*alL(y) + J(e)o(@)) 


(2.2.4) 


(2.2.5) 


(2.2.6) 
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_ (0lelo)” 
p(T, J) (010)7 9 
Oy) _ rin 


由 (2.2.10) 可 知 , (vy) 正 是 考虑 到 所 有 量子 改正 后 的 有 效 作 用 量 . 
我 们 定义 有 效 势 Veg: 当 万 = const 时 


r(@) = | dtzi—Ver()] (2.2.11) 


CA rp) = | Palen 故 当 5 = const NA 


Ver = —-Leff- 


例如 , 在 Xo4 场 论 中 


1 1 
L= FPP tmp") TAS, 


1 1 
Ver = -H-A= 一 p" 十 pe + V(G). 


在 SU(5) 大 统一 理论 中 , Higgs WA 24 个 分 量 , 拉 氏 量 为 
£ = (VR)aiy! (Dy)aa' (VR)a 十 (Yi )abiy"(Dy)ab,a'b’ (Yi)ao’- (2.2.12) 


式 中 


—dı 一 do 一 Ca —e* 0 7 
分 别 是 SU (5) 的 [5*| 维和 [10] 维 表 示 , 一 个 代 (generation) 中 的 15 个 夺 元 和 轻 子 
就 可 以 填充 在 上 述 表 示 中 . (2.2.12) 中 的 D, 为 
D, = OW 十 igA,, tlk, k=1,2,--- ,24, 


T, Bl 24 个 生成 元 , 在 拉 氏 量 的 第 一 项 中 采用 5 BRR (Teas, 在 第 二 项 中 采 
用 10 维 表示 (Tk)oo,a'vr，Ahjsp 即 24 个 规范 场 , 其 中 有 12 个 A,,W, 2°, gi(i = 


2.3 HBR RRR . 519 - 


1,2,--- ,8);12 个 za(4/3), Za(4/3), Yo(1/3), Yo(1/3), a = 1,2,3 是 色 指 标 . 9 AKA 
一 耦合 常数 g = V4r/45. c RANBIR. 

按照 Coleman-Weinberg 模式 , 引入 把 SU(5) RB) SU(3) x SU(2) x U(1) 的 
Higgs H 


Vass = Sof, (2.2.13) 
则 有 效 势 可 写 为 、 
Vef = ae + By* mS — | 
由 a 一 0 确定 入 - 88B, 代入 上 式 得 


“ 1 
Ver = Bot as yo 3 , (2.2.14) 


1)6 - _ p — 
vi)? (5) 一 Bg’ Ga — 3) + 16829 po 一 154° (2.2.15) 


一 般 可 忽略 6- 项 而 仅 保留 OO? 项 , 这 相当 于 在 温度 改正 项 中 出 现 一 个 依赖 于 温 
度 的 改正 项 


这 一 项 的 作用 是 把 零 温 单 图 有 效 势 中 5 = 0 处 的 极 大 变 为 极 小 . 当 工 > 工 . 时 , 这 
是 一 个 整体 极 小 ( 真 真空 ), 5T <T H, 它 仍 为 局 部 极 小 , 成 为 一 个 亚 稳 态 (B 
真空 ). 


2.3 ”由 假 真空 问 真 真空 的 跃迁 


由 上 节 的 讨论 可 知 , SWE T >T 时, 有 效 势 有 一 个 整体 极 小 , 即 对 应 于 一 个 
对 称 的 和 稳定 的 基态 或 真空 . 当 温 度 T EE T aT 时 , 上 述 真空 仍然 存在 , 但 不 
再 稳定 , 称 为 假 真空 . 这 时 , Ab “WA” 状态 的 宇宙 以 指数 形式 膨胀 , 即 骏 胀 . 但 
是 由 于 量子 涨 落 (或 因 量子 隧道 效应 , 热 涨 落 效应 ), 宇宙 将 由 假 真 空 问 真 真空 跃迁 , 
此 后 即 发 生 一 级 相 变 . 我 们 将 计算 单位 时 间 的 跃迁 几率 T. 

一 个 不 稳定 的 波幅 可 表示 为 


E 
1—t 


V(t) = v(0)eh 
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E =a +i; (2.3.1) 


FEE LAA 
r= = |ImÆ], (2.3.2) 


即 衰 变 几 率 由 假 真 空 能 量 的 虚 部 给 出 . 设 初 态 为 |p1), 末 态 为 |pz), WA 


令 此 时 的 |p1) = |0), 表示 假 真 空 , WA 
1 


_ _ Bim 一 —HT/h 2.3.3 
Eo h lim 7 In(Ole |0}, ( ) 


此 即 假 真 空 的 能 量 . 
由 路 径 积 分 表述 


(paje#7/™\y1) = N | DO exp[-Sn(y)/Al 


= exp|—Stea/h] = exp|—Skclass/ ħi] - exp|—Sgone-loop)- 


对 于 欧 氏 时 空 标量 场 的 运动 方程 

pi = V' (5). (2.3.4) 

可 以 证 明 

—1/2 
exp(—SEone—loop/Ĥ) = TI 3 , (2.3.5) 
从 而 有 
一 1/2 

(y2| exp(—HT/h)|p1) = exp|- Se (p)/ħ] I 3 (2.3.6) 
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—1/2 
(TI 3 = (det A)~1/? = {det[—0,0, + uy? (2.3.7) 


n 


实际 上 , BR 5 AA (2.3.4) 的 解 ( 瞬 子 解 ), 则 可 在 此 解 附近 把 Sely) 展开 


= N(det A)-™ 2 exp|—SEclass/ ^l. 


将 (2.3.7) 代入 (2.3.6) 得 到 
((p2/ exp(—HT/h)|p1) = K exp(—B/h). (2.3.8) 


AP K = N{det(—d,0, + U" (p), B = Sely) 叫 衰变 系数 
当 T => œ Ay 可 以 证 明 


N{det[-9,9,, + U"(y)}-# = (4) eet? (2.3.9) 
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AP w? =U" (p). 由 此 可 得 


W\1/2 rr _ 
(pol exp(—HT/h)|p1) = (7) e#7/2e BM, (2.3.10) 


Bete | 也, 也 | 和 体积 V ARE n MET, SEF HRTEM, 这 样 便 


AY TERRA. 注意 到 每 一 个 瞬 子 解 的 贡献 由 (2.3.10) 式 给 出 , 可 以 证 明 , 4 
T — œ, V 一 œ,n 一 œ 时 有 


(g2| exp(-HT/A)\y1) = (L) exp(-wV/2) S 


再 采用 式 
(2.3.12) 


AP det? 表示 去 挥 零 本 征 值 后 的 行列 式 , py 表示 假 真空 , p 表示 经 典 瞬 子 解 ,U 是 
有 效 势 , 最 后 得 到 单位 体积 、 单 位 时 间 的 聚变 几率 . 


i e o- B/h | Sao + U" (pT )| p (2.3.13) 
4 det [3 3, + U” (p)] 


下 面 讨 论 量 子 降 者 效应 后 y 场 的 演化 . 
右 欧 氏 时 空中 的 瞬 子 方程 (经 典 运动 方程 ) 
D.0.p =U (p) (2.3.14) 


存在 一 个 O(4) 不 变 解 , 则 此 解 的 作用 量 Ss 要 小 于 非 O(4) 不 变 解 的 作用 量 . 类 似 
地 , 者 闵 氏 时 空中 的 运动 方程 


3 dup = —U (p) (2.3.15) 


存在 一 个 O(3,1) 不 变 解 , 则 此 解 的 作用 量 要 小 于 非 03,1) 不 变 解 的 作用 量 . 与 
(2.3.14) 对 应 的 解 称 为 瞬 子 解 (或 反弹 解 ), 与 (2.3.15) 对 应 的 解 称 为 泡 解 . 我 们 只 
需 考虑 O(4) PARTEM O(3, 1) 不 变 泡 解 . 

四 维 欧 氏 空间 度 规 可 与 为 


ds? = dé? + p*(£)dN3, 


dR? = dz + f*(x)dQ5. (2.3.16) 


23 ”由 假 真 空 阿 真 真空 的 跃迁 . 523 . 


AP pP (E) = t — r? 表示 4 维 空间 间隔 . 采用 O(4) 不 变 瞬 子 拉 氏 量 , 有 


欧 氏 引力 场 方程 具有 形式 


1 1 
12 2 12 U 


设 我 们 处 在 真 真空 泡 中 , 真空 能 密度 (宇宙 因子 项 ) AS, 则 有 


U(p_) = 0, U (y+) =E. 
sth y- 为 真 真空 泡 , o, 为 假 真空 背景 .当真 真空 泡 形成 时 , HA p> c( 薄 壁 近 
似 ), 则 由 瞬 子 方程 可 以 得 到 “”. 


p =0 在 欧 氏 空间 中 对 应 于 y = 2*, 即 表 示 真 空 泡 的 边界 (WE), 在 闵 氏 空间 
中 p = 0 对 应 于 t 土 + = 0, 即 表 示 泡 壁 沿 光 锥 运动 . 在 所 讨论 的 情况 下 , 引力 的 出 
现 使 真空 泡 出 现 的 几率 增 大 , 使 泡 半 径 减 小 . 

以 上 的 讨论 是 半 经 典 的 . 结果 表明 , 真 真空 泡 由 隧道 效应 产生 , 并 以 光速 膨胀 
要 引入 量子 修正 , RE (2.3.18) 中 将 经 典 势 U 换 成 有 效 势 Vor, 产生 的 效应 是 使 
振幅 豪 减 得 快 一 些 . 
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2.4 林 德 等 的 工作 


古 什 (1981) 认为 宇宙 由 假 真空 癌 真 真空 的 过 渡 只 能 通过 量子 降 道 效应 . 为 了 
解决 磁 单 极 问题 、 平 直 性 问题 和 视界 问题 ,就 要 求 泡 的 产生 率 较 低 ， 以 使 在 泡 与 泡 
发 生 磁 撞 之 前 , 泡 就 已 经 足够 大 . 但 是 泡 的 产生 率 如 果 这 样 低 , 就 会 寻 致 一 个 不 合 
EKAR 一 一 使 得 热 化 过 程 延 迟到 重子 和 核 合成 时 期 . 古 什 还 认为 , 宇宙 尺度 按 
指数 增长 只 出 现在 泡 形成 之 前 . 真 真空 泡 形成 之 后 , 泡 壁 以 光速 膨胀 , 真空 能 转化 
为 泡 壁 的 动能 . 泡 与 泡 之 间 的 碰撞 是 热 化 的 唯一 机 制 . 这 一 观 扣 也 过 到 了 困难 . 因 
为 宇宙 在 假 真空 阶段 按 指数 增长 而 真 真空 泡 不 按 指数 增长 ， 这样 必然 存在 小 于 可 
观测 宇宙 的 泡 . 在 可 观测 宇宙 内 泡 的 碰撞 将 破坏 宇宙 物质 分 布 的 均匀 性 , 而且 会 使 
+tHooft 磁 单 极 大 量 出 现 , 与 观测 结果 不 从. 

林 德 1982 年 对 古 什 的 模型 做 了 修改 , 他 认为 在 泡 出 现 之 后 的 一 段 时 间 r = Ty’ 
A, 宇宙 仍 按 指数 规律 膨胀 . 下 面 我 们 介绍 林 德 的 工作 . 

按照 林 德 理论 的 要 求 , 需要 一 个 与 希 格 斯 势 形状 不 同 的 有 将 势 . 科 尔 曼 - 温 伯 
格 (Coleman -Winberg) 势 基本 上 符合 这 一 要 求 , 有 效 势 曲线 如 图 7-4 所 示 . 


=? rd P 
0 
—Po an ar an an am an a ee eae eee eee eee eee eee eee ee AA 
图 7-4 
dV. 3 
& — E = 0, 得 到 
dip 
p =), 
2 2 2 2 
yr, P Crm T 、 
— ln — = —-— — 2 — 0 T TI). 2.4.1 
02 o? 2B o? T? (AT < T.) (2.4.1) 


点 处 p = pm. 我 们 采用 SU(5) 大 统一 理论 中 的 g, B,C E. 在 所 有 情况 下 TB <o, 
再 考虑 到 


> 1, (2.4.2) 


— < —, (2.4.3) 
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我 们 得 到 
4 2 2 m2 2 
T, Pm Yn 1| , 2C Pnle .Pm 2 Ym 
Vest (Pm) / Po = 204 in 2 - J tE A Sat So 


HAA po 小 几 个 数量 级 , 所 以 有 效 势 在 p <o 时 是 很 平坦 的 . 在 区 间 


bm < <0, 标量 场 o 要 经 历 一 段 足够 长 的 滚动 相 (7 ~ =): 


如 图 7-4 所 示 , 4 y = ~ <o 时 , 泡 形成 . 此 后 , EE-ACSA AR, MR! 
略 引 力作 用 , 则 可 采用 闵 氏 时 空 的 经 典 运动 方程 (2.3.15). 假设 在 一 个 泡 内 y EF 
间 均 匀 的 , 此 时 有 


0° 
aa Y — Ym) 一 一 fp — Ym) 
1 d? 
7 2d? off | om (P — Pm) 
考虑 到 
d 2g | CT 
— Væ = 4Byo* | n> +55 
ip Vet po (Sin +a): 
d T 2 p? 2 2 
qa Ver = 2 6B In +4Bo*CT lo, <0, 
1 d? T 2 
— 3 a Velon (¥ — Ym) S ICT (P — Pm), 
积分 , 得 
p(t) x p*evcTo(t—te). (2.4.4) 


此 即 隧道 效应 后 , 泡 在 平坦 区 的 演化 方程 (忽略 重力 ) 泡 仍 按 指数 规律 膨胀 . 只 
要 泡 形成 时 的 大 小 为 10-20cm, 经 过 时 间 r > 1028-1, 泡 的 大 小 便 可 增 至 R(T) > 
1028cm, 即 大 于 现在 可 观测 宇宙 的 半径 108cm; 整个 宇宙 处 于 一 个 泡 内 . 此 后 , 场 绕 
着 真 真 空 做 阻尼 振荡 , 真空 能 量 耗 散 , 指数 膨胀 停止 , 宇宙 按 标准 模型 演化 . Higgs 
场 在 y = o 附近 的 阻尼 振荡 相当 于 粒子 的 产生 . 真空 能 量 在 相 变 时 作为 潜能 释放 
出 来 , 使 宇宙 重新 加 热 至 T xT. 这 里 , 热 化 的 机 制 不 再 解释 为 泡 壁 的 碰撞 , 而 解 
释 为 阻尼 振荡 中 产生 的 粒子 之 间 的 相互 作用 . 

Hawking 和 Moss 考虑 到 引力 和 Higes HWRE, 采用 了 更 普 过 的 有 效 势 
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式 中 wo 是 平 直 空间 零 温 下 Ya(wo) = 0 的 期 望 值 , m 和 & 是 重 整 化 参量 , a = 
5g92/87c,o2/4 = B. 这 一 有 效 势 比 平 直 时 空 有 限 温 度 下 的 科 尔 曼 - 温 伯 格 势 多 了 几 
项 , BH m 的 项 和 » 场 与 曲率 的 粳 合 项 . 

由 于 de Sitter 时 空中 R = 12H?, WH ER = 48n7tk*H? 代表 霍金 温度 Th 对 
有 效 势 的 贡献 . 当 温 度 降 至 了 = Ty 时 , 质量 项 已 可 忽略 ; 有 效 势 退化 为 科 尔 曼 - 温 
伯 格 势 . 此 时 势 翁 很 低 , 量子 涨 落 或 热 涨 落 就 足以 使 o 场 从 对 称 真空 过 渡 不 对 称 真 
aoe 

引力 和 Higgs REIRE TSE — BSS 


ds? = dt? — H7 *cosh*(Hjt)(da2 + sin? rd”) 


则 上 述 均匀 解 可 解释 为 宇宙 以 几率 
r = (mt + £R) exp(—B/h) 


跃迁 至 y = yp1 处 , BARLA TF, 一 直到 达 y = o 处 , 滚动 相 以 后 的 演化 和 泡 解 
相同 . 

在 前 面 讨论 的 暴 胀 宇宙 论 中 , 实际 上 假定 了 初始 的 标量 场 只 取 一 个 特定 值 (如 
p = 0). 1983 年 , Linde 提出 更 自然 地 , » 在 初始 时 刻 应 该 可 以 取 一 系列 值 , 即 在 一 
定 条 件 下 取 任 何 值 . 考虑 到 量 纲 的 要 求 , 对 极 早 期 yp 的 取 值 有 一 定 限制 , 如 了 哈密 顿 
量 中 动能 项 和 势能 项 均 不 能 大 于 planck 质量 Mo 的 四 次 方 M$. 以 pt BAB, BE 


入 


ai?) < Mp. 这 样 , 在 空间 不 同 区 域 p 可 以 取 土 Mbp/ 和 1/4 之 间 
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由 此 可 以 看 出 , 场 需要 时 间 
V6n 


JM, 
才能 有 足够 的 衰减 . 因此 , 4 A< 1, Æ At >t ~ 二 时 间 内 宇宙 按 指数 规律 脱 


Ak. WAKES HERA 
R(At) ~ Poe ™* ~ Ro exp(206/M3). 


要 使 膨胀 后 的 宇宙 大 于 可 观测 宇宙 , 就 要 求 exp(HAt) > exp(65). FÆ, HERA 
量 纲 限制 条 件 应 有 


At ~ 


yo > 3Mp, A < 1074. 


这 表明 , y 场 在 宇宙 的 不 同 空 间 区 域 具有 混沌 的 初始 值 po, 任 一 满足 po > 3M, 的 
空间 区 域 (空间 畴 ) 都 将 作 指 数 膨胀 , 经 At 后 形成 一 个 比 可 观测 宇宙 大 的 微 宇宙 
泡 ; 我 们 生活 的 宇宙 就 是 其 中 某 一 个 微 宇 宙 泡 演化 来 的 . 这 个 模型 称 为 混沌 骏 胀 模 
型 


混沌 暴 胀 模型 的 男 一 个 特点 是 它 不 要 求 宇宙 早期 的 高 温 修 正 . 一 般 说 来 , 对 有 
SS HY rein IESE by FES yp 增加 了 一 有 效 质 量 项 


Am?’ (T) = CT”. 


AP C 是 一 个 常 系数 . 这 一 项 的 作用 是 使 原来 的 y 场 ( 目 发 破 缺 的 ) 由 负 质 量变 
为 正 质量 , 从 而 导致 对 称 性 恢复 . 我 们 考虑 C ~ 1 的 情况 , 这 时 高 兆 修 正 的 影响 需 


要 一 个 弛 了 豫 时 间 


Am?(T) T 
考虑 到 宇宙 极 早 期 物质 以 相对 论 粒 子 为 主 , 能 量 密度 主要 是 它们 的 页 献 , 以 及 一 般 
典型 大 统一 模型 N ~ 200, 则 可 算得 宇宙 时 


T N 


高 温 修 正 效应 在 t 时 刻 起 作用 的 必要 条 件 是 


M, 
t> T < —. 
7 或 50 


ARH, 空间 畴 的 指数 膨胀 要 比 温 度 降 全 二 = 来 得 早 . 这 样 , ASA RN RA 


上 胀 将 导致 畴 内 温度 指数 下 降 . 所 以 高 温 修正 效应 始终 不 存在 , 即使 + > 7, 指数 形式 
的 急剧 下 降 也 将 超过 高 温 修正 的 影响 . 于 是 得 到 结论 , 在 每 个 畴 暴 胀 前 , 不 会 发 生 
高 温 相 变 . 
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这 一 模型 认为 , 每 个 畴 暴 胀 后 都 可 形成 一 个 微 宇宙 , 只 需要 要 求 局 部 微 宇宙 满 
足 均匀 和 各 向 同性 条 件 , 不 需要 要 求 这 一 条 件 是 整体 的 . 按 此 模型 , 我 们 现在 的 可 
观测 宇宙 仅 是 这 些微 宇宙 中 的 某 一 个 . 也 就 是 说 , 我 们 的 宇宙 是 由 极 早期 宇宙 中 某 
一 微小 的 空间 畴 暴 胀 起 来 形成 的 


混沌 暴 胀 模型 仍 存在 一 个 困难 ,就 是 得 不 到 能 量 密度 涨 落 的 合理 量 级 ~ 
10-4. 


2.5 ”量子 涨 阔 和 密度 扰动 的 演化 
1978 年 , Bunch 和 Davies 求 得 了 宇宙 暴 胀 过 程 中 的 真空 平均 值 


(y*) = ee (2.5.1) 
由 此 式 可 见 m? 一 0 时 (yp?) 一 oo, 这 是 由 于 宇宙 做 指数 膨胀 , 当 m? > 0, (yp?) 与 
在 de Sitter 空间 中 反常 大 波长 密度 涨 落 有 关 . 在 涨 落 量 |K| < H 时 , Vilenkin 等 


导出 了 对 (yp*) 的 主要 页 献 


[ k?dk | 
2n Jo {Am2(T) + k2} 37 3H 
式 中 Am? (T) 是 温度 效应 对 质量 的 贡献 , Am?(T) ~ o(g?T?). 当下 一 0 时 , 上 式 可 


与 为 2 
H? 3x? | k2dk 3H4 
0 p-é 82m?’ 


RA (2.5.1) 式 . 4TSD AW, 上述 反常 页 献 消失 , 此 时 有 


(2.5.2) 


式 中 to 是 与 m2(T) = 2H? 对 应 的 时 刻 . 4 t- tp > -上 时 , ERRA 


2m? 
(p*) ~ s(t — to), (2.5.4) 
即 场 的 涨 落 与 时 间 呈 线性 关系 , 4 t- to > 5 时 ,有 


3H* 2\m|? 
n?m? P | k (t — to) 


(p*) ~ 
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此 时 (yg?) 按 指数 规律 增长 . 

考虑 到 场 的 量子 涨 落 ， 暴 胀 过 程 就 不 是 严格 均匀 的 ; 这 将 对 暴 胀 后 的 能 量 密 
度 扰动 产生 影响 , 从 而 有 可 能 解释 物质 和 星系 的 起 源 问 题 . 场 初始 分 布 的 不 均匀 会 
使 宇宙 其 胀 过 程 中 场 的 不 同 区 域 的 势 达 到 最 小 值 需 要 不 同 的 时 间 ， 但 最 后 将 升 全 
相同 的 重 加 热 温 度 . 这 不 同 的 时 间 正 表现 出 暴 胀 后 的 密度 扰动 . 古 什 曾 计算 出 这 一 
扰动 : 


Oplk) _ —— —_ 14 Simca] , 


AP y, 是 动量 k, = H 时 的 V(y?) 值 , 而 k 与 具体 势 有 关 . 当选 取 科 尔 曼 - 温 伯 
格 势 时 , 得 到 


一 ~ 50. (2.5.5) 


这 和 观测 到 的 微波 背景 辐射 不 符合 . 霍金 等 采用 将 空间 分 成 不 均匀 的 和 均匀 的 两 部 
分 , 并 引入 与 空间 位 置 有 关 的 时 间 延 缓 因子 , 得 到 炊 胀 结束 时 有 


òH 1 /g° 
ôT 1g 
T 37 As’ 
又 由 p ~ 7T4, 得 到 
op 、 二 ~ — ~ 1072. (2.5.7) 
p 


这 一 结果 虽然 比 古 什 的 结果 小 了 三 个 量 级 , BERNA A R a ES 


7 10-5 BK. 下 面 将 看 到 , BURRS EPR NS SMA RAE. 


1986 年 , Ruiz-Altaba 等 提出 了 N = 1 的 超 对 称 宇宙 早期 模型 , 其 标 势 为 


(2.5.8) 


AP P 就 是 超 对 称 的 超 势 
如 果真 空 处 于 手 征 超 场 oo, 则 为 了 使 相应 的 宇宙 常数 为 零 , 必 有 V (po) = 0. 
若 该 点 超 对 称 不 破 缺 , 则 有 


= 0. (2.5.9) 


P= (T) (¢—¢0)?, M=M,/V8x=1, (2.5.10) 
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hd MN A’, (2.5.11) 
则 (2.5.8) 可 改写 为 
V = At 1-46 + Sot ag + EGS olg) (2.5.12) 


_ dV 
o+3Ho+ dg = Q, 
H? = Fa + v(8) , (2.5.13) 


AVy = —A®¢ (Hawking 辐射 项 ). 
我 们 得 到 反 de Sitter 相 的 Hubble 常数 
HE = V(0) = A“. (2.5.14) 


暴 胀 场 产 生 在 $ < 3Hod,¢ ~ Ho, 直到 时 间 tz ~ ms . 然后 暴 胀 场 如 物质 一 
样 演 化 , 直到 再 加 热 时 间 如 ~ 刀 然后 衰变 为 辐射 为 主 和 再 热 相 . 考虑 到 (2.5.11) 
有 


Ig ~N A mg ~N A$, 


辐射 能 的 增加 满足 式 
pt(tR) = pltr) (=) = A’ (z) 和 15 NiR (2.5.15) 


AP ON 是 光子 有 效 自 由 度数 . 由 上 式 可 以 得 到 
Tr ~ AË. (2.5.16) 


如 果 取 A ~ 10-4( 以 M 为 单位 ), 则 再 热 温度 ~ 10°GeV. RAA Ny 满足 


于 是 得 到 , 
Ni=| Hadt (2.5.17) 


由 于 PI ~ Ho, ỌR N~ 107+, 所 以 
Ni ~ 10°. (2.5.18) 
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A 7H, 暴 胀 的 量子 涨 落 的 量 级 为 Ho, 因此 在 标 度 为 和 时 产生 能 量 密度 涨 
落 . TLR Ree RBA 


Sp HG fig Sinan) 
p ~ dts) f +5? (\Ho)| ! (2.5.19) 
式 中 Ho 是 8 = 0 WPS A, 入 是 前 面 提 到 的 能 量 密度 涨 落 时 的 能 量 标 度 , 代 
入 (2.5.13) 和 (2.5.14), 得 到 


E w 102A2 ~ 1074. (2.5.20) 


(2.5.18) 和 (2.5.19) 均 与 观测 结果 相符 , 这 就 克服 了 前 面 的 以 大 统一 和 科 尔 曼 - 温 伯 
格 势 为 基础 的 暴 胀 理论 遗留 下 来 的 两 个 问题 : (i) 量子 涨 落 导 出 的 跃迁 太 快 , FE 
不 足以 膨胀 到 与 观测 一 致 的 大 小 , 即 标 度 因子 达 不 到 e 指数 上 大 于 65 的 量 级 的 增 
长 . (ii) 暴 胀 时 能 量 密度 涨 落 太 大 , 按 (2.5.19) 算得 的 值 远大 于 观测 值 1074. 

因此 , 超 对 称 理论 应 用 于 暴 胀 宇宙 , 成 功 地 解释 了 再 热机 制 、 竺 胀 指数 及 能 量 
密度 涨 落 等 关键 问题 . Ruiz 的 这 一 理论 的 遗留 问题 是 再 热 温度 较 低 , 不 足以 产生 足 
够 的 重子 数 不 对 称 . 


2.6 小 Zi 


为 了 解决 大 爆炸 宇宙 模型 ( 即 标准 宇宙 模型 ) 在 宇宙 极 早期 存在 的 儿 个 疑难 问 
题 , 1981 年 , 古 什 首先 提出 了 一 个 关于 宇宙 极 早 期 的 暴 胀 军 宙 模型 , ENARE 
生 在 ( 超 冷 ) 假 真空 对 称 相 破 缺 之 前 . 这 理论 无 法 解释 大 量 宇 宙 泡 的 产生 所 引起 的 
不 均匀 性 等 问题 . 1982 年 , Linde 等 提出 了 新 的 暴 胀 过 程 模型 , 它 认为 宇宙 泡 沿 看 势 
的 平坦 部 分 慢 慢 滚动 下 来 , 即 暴 胀 与 对 称 破 缺 的 相 变 同时 发 生 , BERR TD ae 
模型 存在 的 疑难 问题 . 1983 年 , 人 们 抛弃 了 高 温 修正 效应 ， 又 提出 一 个 混沌 条 胀 模 
型 ,认为 标量 场 在 一 定 取 值 范围 内 , 在 时 空中 都 可 形成 宇宙 泡 , 每 个 宇宙 泡 都 可 以 
在 暴 胀 后 形成 一 个 微 宇 宙 , 每 个 微 宇宙 暴 胀 后 都 可 超过 我 们 可 观测 宇宙 的 线 度 ; 我 
们 就 生活 在 这 样 的 许多 个 宇宙 中 的 一 个 里 面 . 1984 年 以 来 , 人 们 又 进一步 引入 了 超 
对 称 理 论 , 把 暴 胀 宇宙 和 N = 1 的 超 引 力 物 质 相 耦合 , 使 得 标量 场 的 势 的 形状 更 合 
理 一 一 使 所 得 推论 更 符合 观测 事实 . 

加 上 了 暴 胀 模型 的 广义 相对 论 宇 宙 学 , 仍然 无 法 解决 宇宙 的 创 生 问题 和 星系 的 
形成 问题 . 这 些 问题 我 们 将 在 下 一 篇 中 讨论 . | 
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第 七 篇 的 最 后 , 我 们 谈 到 暴 胀 宇宙 学 可 以 解释 标准 宇宙 模型 中 的 视界 问题 、 平 
让 性 问题 和 磁 单 极 问题 . 它 已 经 把 我 们 带 到 了 t = 10-35s 的 宇宙 极 早期 , 已 接近 于 
宇宙 的 开端 . 剩 下 的 一 个 问题 就 是 宇宙 的 创 生 了 , 这 是 量子 宇宙 学 要 回答 的 问题 . 

广义 相对 论 宇宙 学 是 建立 在 爱 因 斯 坦 引 力 理论 基础 上 的 . 严格 地 说 , 量子 宇宙 
学 应 该 建立 在 量子 引力 理论 的 基础 上 . 然而 , 至 今 人 们 还 未 能 建立 一 个 令 人 满意 的 
量子 引力 理论 . 尽管 如 此 ,人 们 仍然 可 以 根据 已 经 了 解 的 量子 引力 的 某 些 特征 , 去 
寻找 各 种 途径 , 尝试 解 1 宙 问题 . 20 世纪 80 
年 代 初 , 霍金 、 维 林 金 (Vilenkin) 等 提出 用 宇宙 波 函 数 来 朱 述 衬 宙 的 量子 状态 , 而 
宇宙 波 函 数 满 中 宇宙 动力 学 方程 一 一 惠 勒 - 德 维特 (Wheeler-De Witt) 方程 . 这 样 ， 
只 要 确定 宇宙 的 边界 条 件 , 便 可 定量 地 研究 宇宙 的 创 生 问题 了 . 
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在 量子 宇宙 学 中 , 宇宙 的 状态 由 宇宙 波 函 数 来 描述 , 由 这 个 波 函 数 可 确定 宇宙 
按 特征 量 分 布 的 几率 幅 . 故 在 量子 力学 意义 上 讲 这 种 描述 是 完备 的 . 在 哈 特 -霍金 
理论 中 , 可 以 目 然 地 给 出 宇宙 边界 条 件 , 所 以 能 够 得 到 一 个 目 洽 的 宇宙 . 在 这 样 的 
理论 框架 下 ,人们 的 任务 是 给 出 宇宙 按照 对 观测 有 兴趣 量 分 布 的 宇宙 波 函 数 . 哈 
RYE OKRA SKE (其 中 时 间 为 纯 虚 数 ) 路 径 积 分 表述 . 


1.1 量子 引力 的 路 径 积 分 表述 


在 量子 力学 中 所 有 的 物理 定律 都 可 以 用 路 径 积分 形式 来 表述 .对 于 单个 粒子 
系统 , 粒子 可 以 从 事件 (21, t1) 经 由 任何 路 径 到 达 事件 (z2,t2), 每 个 路 径 的 权重 为 
exp(il), 其 中 了 是 系统 的 作用 量 . 于 是 , 粒子 由 点 (21, t1) BIA FA (£2, t2) 的 几率 幅 
为 


(ro, to|21,t1) = | 62 exp(il), (1.1.1) 


其 中 的 泛 函 积分 是 对 连接 (z1,t1) Al (zo, te) 的 所 有 路 径 进 行 的 . 这 一 表述 同样 可 
用 于 量子 场 论 . 我 们 把 场 Wz) 看 作 场 构 形 空间 的 坐标 , 则 事件 便 可 由 点 (ole), t) 给 
出 . 其 含义 是 在 时 刻 t 场 具有 构 形 ola). 于 是 , 场 由 (d1(c), tr) 到 (pz(z),tz) KVL 
ra 

(62(2), tal (2), 1) = | 36(c,) expli) (1.1.2) 


式 中 积分 沿 构 形 空间 中 连接 (1 (x), t1) 和 (bo(z), t2) 的 所 有 路 径 进行 . 这 样 , 只 要 
作 代 换 (x,t) (G(x), t), 对 单 粒 子 系统 的 讨论 和 对 场 的 讨论 便 在 形式 上 完全 一 样 

作为 量子 理论 的 起 反 , 是 通过 在 适当 的 构 形 空间 给 出 系统 的 波 函 数 , 从 而 确定 
系统 的 状态 . 疲 函 数 的 构造 要 从 它 的 几率 解释 出 发 , 可 以 号 成 


U (x,t) =N | 8z(t) exp(il[x(t)]), (1.1.3) 
PN 是 归 一 化 因子 , 由 系统 的 初始 准备 给 出 , 积分 是 沿 一 类 路 径 进 行 的 , 这 类 路 
径 是 从 (x,t) 出 发 并 按 前 面 所 述 的 方式 加 权 . 

(1.1.3) 并 不 是 好 的 定义 , 因为 在 一 般 情况 下 (1.1.1) 和 (1.1.2) 中 的 路 径 积 分 可 
能 发 散 . 为 了 解决 这 一 问题 ,只 要 将 时 间 轴 在 虚 平 面 上 顺 时 针 转 到 虚 时 间 轴 (t 一 
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ir), 并 且 考 虑 到 t 一 -o 时 对 系统 的 准备 对 应 于 7 一 -oo. 按照 这 种 程序 , 单 粒 子 
FRE WY BE ASR PB BU FH A 


P(r, T) = N | òx exp(—I{z(7)}). (1.1.4) 


式 中 I(zx(7)) 是 所 谓 欧 氏 作 用 量 , 它 是 通过 作 代 换 t 一 ir 并 调整 一 个 整体 符号 (使 
其 为 正 ) 得 到 的 . 可 以 看 出 , 如 果 I[z(7)] 是 正定 的 , 则 路 径 积 分 (1.1.4) 便 是 收敛 的 . 
将 所 得 波 函 数 解析 延 拓 到 实时 间 轴 , 便 可 得 到 物理 结 采 . 

上 式 可 直接 推广 到 量子 场 情况 , 系统 的 基态 波 函 数 具有 形式 


Y(#(z),7) = N | 84(2) expl -lAa (1.1.5) 


我 们 希望 将 同样 的 表述 用 于 量子 引力 . 在 广义 相对 论 中 , 引力 场 即 度 规 张 量 场 . 
一 个 紧 致 的 4 维 流行 时 空 度 规 可 表示 为 


ds? = —(N? — NiN’)dt? + 2N;dz'dt + hijdx’dz’, (1.1.6) 


其 中 N 是 时 移 (lapse) 函数 , Ni 是 位 移 (shift) 函数 , hi; PHAR 曲面 ; = const 
超 空间 , 而 N 和 Ni 可 以 通过 适当 的 广义 变换 消去 , 因此 它们 不 构成 物理 的 目 由 度 . 
下 面 证 明 (1.1.6) 式 . 首先 , 我 们 在 时 空 流 形 中 引入 一 个 类 空 超 曲 面 , FER EE A 
(x*,t) 引入 法 矢 ne AYR X? = X4, 它们 满足 关系 


(nor?) 构成 一 个 局 部 4 标 架 . 设 超 曲 面 在 时 空中 连续 变形 , 广义 变形 矢量 为 


a O af nt — ya 
= 5,* (x,t) = X°. 


它 在 局 部 4 标 架 上 分 解 : 
N° = Nne + N’ X°. 


式 中 的 类 时 分 量 N 就 是 前 面 说 的 时 移 (lapse), 类 空 分 量 N* 即 为 位 移 (shift). 由 于 
ds* = gitdt + 2giidz’ dt + gidz'dz!, 


A 
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一 NIN” (hat — Nany) = NŻN,; — N?. 


实际 上 


由 此 即 可 得 到 (1.1.6) 式 . 

关于 时 间 t, 在 广义 相对 论 (经 典 ) 宇宙 学 中 是 用 的 世界 时 , CES HWA 
性 . 显然 , 当 研 究 量子 宇宙 学 时 , 任何 测量 系统 本 身 作为 宇宙 的 一 部 分 也 必须 量子 
化 , 因此 独立 的 时 间 便 完全 失去 了 意义 . 这 样 , 构 形 空间 的 坐标 应 该 只 有 hij, 看 还 
存在 物质 场 p, WO (hip) 描述 . 于 是 , 宇宙 由 三 维 类 空 超 曲 面 hi;( 其 上 有 场 o) 
跃迁 到 类 空 超 曲 面 hi;( 其 上 有 场 o) 的 跃迁 几率 幅 可 表示 为 


(hig, 8 hy, ) = | Sow, 4] expan, 9) (1.1.7) 
与 一 般 量子 系统 的 处 理 相 类 似 , 量子 引力 系统 的 波 函 数 可 表示 为 
Pihi, o] =N | 59,,5¢exp(il[gur,4}). (1.1.8) 


式 中 N 是 归 一 化 常数 , 积分 区 域 C 是 构 形 空间 中 连接 点 (hij, p) MORTAR 
路 径 . 系统 的 基态 波 函 数 具 有 形式 


P [hij p] =N | ôg rp exp(—I [gy $)). (1.1.9) 


C 
式 中 Igu, o) 是 欧 氏 作用 量 . 

我 们 期 望 , 波 函 数 (1.1.9) ME —PAWT BES (Schrödinger) 方程 的 宇宙 
动力 学 方程 ,下面 我 们 将 得 到 这 样 一 个 方程 , 它 被 称 为 惠 勒 - 德 维特 (Wheeler-De 
Witt) 方程 . 

A (也 称 为 半 经 典 的 WKB) 近似 下 , (1.1.9) 具有 形式 


Phi, 4] = N Y B: expl). (1.1.10) 


式 中 Ii, 是 第 i 个 满足 最 小 作用 量 原理 的 经 典 欧 氏 作用 量 , N 是 归 一 化 常数 , B; 是 
对 经 典 轨道 的 涨 落 
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1.2 ”宇宙 动力 学 方程 
我 们 首先 给 出 广义 相对 论 的 哈密 顿 形式 . 为 此 , 引力 场 的 作用 量 取 为 


l 


Ig = 7> | dtryZg(R- 24A) +2 | HzvVRK | (1.2.1) 


式 中 中 括号 内 第 二 项 的 引入 是 为 了 抵消 第 一 项 在 变 分 时 出 现 的 表面 积分 项 . 实际 
E, 第 一 项 在 对 gm 变 分 时 给 出 的 表面 积分 项 为 


Al, = | (Are gh’ — ATE g)doa, (1.2.2) 
OM 


积分 是 在 时 空 流 形 M 的 表面 OM 上 进行 的 . 由 于 含有 场 量 gu 的 一 阶 导数 项 , 所 
以 AI’ 在 表面 OM 上 不 能 取 为 零 . ÆA (1.2.1) P, h = det hij, K = hy K”, hi; 
和 Ki; 分 别 是 三 维 边 界 上 的 内 豪 度 规 张 量 和 外 部 曲率 张 量 , R 是 标 曲率 , 4 是 宇宙 
常数 . 

如 果 存 在 物质 场 , 作用 量 中 还 应 加 一 项 Im, 注意 到 度 规 表示 式 (1.1.6), 可 将 作 
ABSA 


I = I; + Im = = | dah? N(KyK® — K? +° R—2A)+ Im (1.2.3) 
AP 1 / 10h 
Kj = 六 (-3 a t Naw) : (1.2.4) 


FERRERIA hi; 取 协 变 微 商 , 3R 是 由 hi; 给 出 的 内 部 曲率 标量 . 
由 (1.2.3) 可 以 得 到 系统 的 哈密 顿 量 的 表示 式 


H = | az +w N; + NH? + NH’), (1.2.5) 
这 里 N 和 Ni 起 拉 格 朗 日 乘 子 的 作用 ， 
h1/2 
万 0 = aq [KyK™ — K? —* R(h) + 2A], (1.2.6) 
H’ = -2r (1.2.7) 
T= Og = Q, 
SN 
T = OP g = Q, 
ON; 
5 1/2 D 
T = Do 一 h Kh — K”). (1.2.8) 
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由 于 "=0 Al t = 0 人 恒 成 立 ,所 以 元 = 0,7i = 0. 由 哈密 顿 方程 得 
H? =0, (1.2.9) 


H’ =0. (1.2.10) 


式 (1.2.9) 和 (1.2.10) 即 为 哈密 顿 约束 和 动量 约束 . 
在 由 场 构 形 {h;;} 构成 的 超 空间 中 引入 度 规 


Gijkl = ~h? (highs + hihjk 一 hishx), (1.2.11) 


则 (1.2.6) 可 写 为 


1 ò 


3R+42A+416nT rn GS ) | Pihi; p] =0, (1.2.13) 


此 即 Wheele-De Witt 方程 , 也 就 是 我 们 要 寻找 的 宇宙 动力 学 方程 . 式 中 Tan 是 物 
质 场 能 量 -动量 张 量 在 三 维 类 空 超 曲面 法 线 方 同 上 的 分 量 . 人 们 可 以 把 (1.2.13) 认 
7A Fe Fg BY BE S77, 但 由 于 波 函 数 不 明 显 地 依赖 于 时 间 , 所 以 方程 中 没有 时 间 
导数 项 . 

由 动量 约束 可 得 


OW ni 
(se), = T™ U(h;, >), (1.2.14) 


此 即 动量 约束 方程 . CRH, 对 于 相互 之 间 可 以 由 坐标 变换 得 到 的 不 同 度 规 hi;, 其 
疲 函 数 必 须 是 相同 的 . 

方程 (1.2.13) 和 (1.2.14) 都 是 无 限 维 空间 中 的 变 分 方程 , BOA a 
解 方 法 , 只 有 通过 限制 超 空间 自由 度 个 数 , 也 就 是 用 小 超 空间 模型 (只 有 有 限 个 目 
由 度 的 超 空间 模型 ), 将 量子 涨 落 限 制 在 保持 时 空 某 些 拓扑 及 几何 特征 的 自由 度 上 ， 
从 而 将 变 分 方程 简化 为 简单 得 多 的 偏 微 分 方程 组 . 

宇宙 波 函 数 到 (办 要 满足 方程 (1.2.13) 和 (1.2.14), |v |? 表征 宇宙 在 超 空间 
中 出 现在 上 (hij, p) 处 的 几率 . 

关于 方程 (1.2.13) 和 (1.2.14), 我 们 再 作 一 补充 讨论 . | 

(1) 由 经 典 几何 动力 学 可 以 得 到 经 典 几 何 应 满足 的 两 个 约束 ; 正则 量子 化 以 后 ， 
我 们 得 到 波 函 数 应 满足 的 两 个 偏 微分 方程 , 这 就 是 量子 几何 动力 学 中 的 基本 动力 学 
方程 . 原则 上 , 它们 应 适用 于 任何 量子 引力 系统 , 关键 在 于 选择 适当 的 边界 条 件 . 
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我 们 可 以 把 (1.2.13) AfE-TP SRN ESR ESA. 对 于 财 合 宇宙 , EAA 
宇宙 的 总 能 量 (引力 能 加 上 物质 能 ) AS. 实际 上 , 闭合 宇宙 的 总 能 量 必须 为 零 ， 
因为 否则 引力 线 通 量 将 不 会 为 零 , 而 对 于 闭合 宇宙 这 是 不 可 能 的 . 

对 于 真空 引力 场 或 按 宇 宙 学 原理 , (1.2.14) 式 化 为 


Ò 
此 式 表明 , 三 维 曲面 上 坐标 系 的 微小 变化 将 引起 度 规 的 微小 变化 , BFAA R 
数 的 变化 为 零 , 这 意味 着 波 函数 是 规范 不 变 的 . 

(2) 泛 函 微分 方程 (1.2.13) 可 以 看 作 度 规 场 流 体 {hij} 上 以 Gi 为 超度 规 的 
微分 方程 , 所 有 无 限 多 种 三 维 几 何 {hi;;} 和 物质 构 形 一 起 构成 一 个 无 限 维 构 形 空间 ， 
叫 超 空间 . 1967 年 , De Witt 首先 指出 了 Gia 的 几何 意义 , 可 以 验证 

Gijkl = Gynt, Giikl = Gir, GI" = OO™, 

Gigkl 一 GY Gijp G" — 59”. 
独立 的 对 称 指标 是 11, 22, 33, 12, 13, 23; 对 角 元 素 为 G1111, Go222, G3333, G1212, G1313， 
G2323; 号 差 为 (- + 十 十 十 +). 因此 , W-D 方程 就 是 六 维 超度 量 空 间 内 的 一 个 双 曲 
方程 . 

(3) Kuchar 曾 指 出 , 在 量子 几何 动力 学 中 , 由 正则 量子 化 并 不 能 得 到 哈密 顿 , 而 
只 是 得 到 了 一 个 蛤 密 顿 约束 . 这 一 点 与 通常 的 量子 力学 不 同 . 这 一 特 扩 将 导致 流沙 
数 不 能 构成 一 个 希 尔 伯 特 空间 , 因而 波 泛 函 的 几率 解释 可 能 会 遇 到 困难 . 
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为 了 给 出 宇宙 动力 学 方程 的 解 , 还 需要 有 边界 条 件 . 在 量子 宇宙 学 中 , 由 于 时 
AA RINT, 所 以 初始 条 件 包含 在 边界 条 件 之 中 . 在 量子 宇宙 学 中 , 也 存在 某 些 
“自然 边界 条 件 ”, 这 些 “ 自 然 边 界 条 件 ” 是 由 问题 的 物理 意义 考虑 得 到 的 .比如 ， 
考虑 度 规 的 正定 性 , 即 当 看 成 场 量 时 必须 满足 h > 0. 定义 新 的 场 量 hi 一 hi; = 
hi; /hi/?, 则 此 边界 条 件 可 写成 


V [hi;, h? p] = 0， Hh? <0. (1.3.1) 


在 路 径 积 分 表述 中 , 这 个 边界 条 件 可 以 由 适当 选择 积分 路 径 来 实现 . | 

有 了 边界 条 件 (1.3.1) 还 不 够 , 还 需要 有 作为 边界 条 件 的 初始 宇宙 波 函 数 的 形 
式 . 这 涉及 (1.1.9) 以 及 其 中 积分 路 径 C 的 选取 . 

霍金 认为 , 宇宙 中 任何 一 点 都 不 应 处 于 特殊 地 位 , 因此 宇宙 应 该 是 没有 边界 的 . 
他 认为 物理 定律 在 任何 地 方 都 应 有 效 , 宇宙 的 开端 处 也 不 例外 . 为 此 , 应 该 让 路 径 
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积分 只 对 非 奇 弄 性 度 规 取 和 . 在 通常 的 路 径 情 况 下 , ANEM ERP TAA 
的 路 径 . 但 是 在 茶 些 适当 的 拓扑 中 , 这 些 路 径 是 光滑 路 径 的 完备 化 , 并 且 上 共有 定义 
完好 的 作用 量 . 类 似 地 可 以 想到 , 量子 引力 的 路 径 积 分 应 该 对 光滑 度 规 的 完备 化 空 
闻 取 和 , 不 应 包含 奇异 性 度 规 (因为 它 的 作用 量 没 有 定义 ). 

在 黑洞 的 情况 下 ， 路 径 积分 应 该 对 欧 氏 (规则 ) ERRA. 这 意味 看 像 
Schwarzschild 黑洞 这 样 的 奇异 性 在 欧 氏 度 规 中 不 出 现 ， 欧 氏 度 规 并 没有 到 达 视 界 
HUA. 视界 像 是 极 坐 标 原点 .因此 , 欧 氏 度 规 的 作用 量 是 完好 定义 的 . 这 一 问题 
的 处 理 可 认为 是 宇宙 监督 的 量子 理论 表述 : 奇 点 处 结构 的 破坏 不 应 影 啊 任何 物理 
测量 . 

这 样 看 来 , 量子 引力 的 路 径 积 分 应 该 对 非 奇 异 欧 氏 度 规 取 和 . 那么 在 这 些 度 规 
上 应 赋予 什么 样 的 边界 条 件 呢 ? 回答 是 : 只 存在 两 个 自然 的 选择 . 第 一 个 选择 是 度 
规 在 紧 致 集 之 外 要 趋 于 平 直 的 欧 氏 度 规 ; 第 二 个 选择 是 在 紧 致 和 没有 边界 的 流 形 上 
的 度 规 . 

第 一 类 度 规 ( 渐 近 欧 氏 度 规 ) 对 于 散射 计算 仍然 很 合适 . 在 散射 过 程 中 , 粒子 由 
ERARA, AMEER LAMMAT, 无 穷 远 处 的 背景 度 规 是 平 直 的 , 可 
以 用 通常 的 方式 把 场 的 小 涨 落 解 释 成 粒子 , 人 们 不 必 问 在 中 间 的 相互 作用 区 域 发 生 
了 什么 , 这 就 是 人 们 让 相互 作用 区 域 的 路 径 积 分 对 所 有 可 能 历史 ( 即 对 所 有 欧 氏 度 
规 ) 取 和 的 原因 . 

在 宇宙 学 中 情况 就 不 同 了 . 人 们 处 在 宇宙 之 中 而 非 军 宙 之 外 , 因此 人们 感 兴趣 
的 是 在 有 限 区 域内 而 不 是 在 无 限 远 处 进行 测量 .首先 假定 宇宙 学 的 路 径 积 分 是 对 
所 有 渐 近 欧 氏 度 规 取 和 , 那么 对 于 有 限 区 内 的 测量 的 几率 将 存在 两 类 贡献 : 第 一 类 
来 目 于 连通 的 渐进 欧 氏 度 规 ; 第 二 类 来 自 于 非 连通 的 度 规 , 它 由 一 个 包含 测量 区 域 
的 紧 致 度 规 和 一 个 与 之 相 分 离 的 渐 近 欧 氏 度 规 组 成 , 如 图 8-1 Aap. 

人 们 不 应 该 把 非 连通 度 规 从 路 径 积分 中 排除 , 因为 它们 可 以 由 连通 度 规 来 近 
似 , 在 这 些 度 规 中 不 同 部 分 可 由 虫 调 (其 作用 量 可 忽略 ) 连接 起 来 . 

对 于 散射 问题 , 由 于 时 空 的 非 连 通 的 紧 致 区 域 不 和 无 穷 远 连 接 , 而 测量 是 在 无 
穷 远 处 进行 的 , 所 以 紧 致 区 域 不 影响 散射 计算 . 但 是 它们 会 影 啊 宇 宙 学 中 的 测量 ， 
为 宇宙 学 的 测量 是 在 有 限 区 域 进行 的 . 的 确 , 这 种 非 连 通 度 规 页 献 远 远 超过 了 来 目 
连通 的 渐 近 网 氏 度 规 贡 献 . 这 样 , 即使 把 宇宙 学 的 路 径 积分 对 所 有 渐 近 欧 氏 度 规 取 
Al, 其 效应 和 对 所 有 紧 致 度 规 取 和 几乎 完全 相同 . 所 以 哈 特 和 霍金 认为 , 更 目 然 地 
应 该 对 所 有 无 边界 的 紧 致 度 规 取 和 . 这 个 宇宙 的 边界 条 件 可 以 表述 为 : 宇宙 的 边界 
条 件 是 它 没 有 边界 . 

我 们 对 前 面 的 讨论 做 一 个 小 结 : 宇宙 动力 学 方程 由 Wheele-De Witt 方程 给 出 ， 
边界 条 件 由 式 (1.1.9)(C 取 上 面 所 讨论 的 路 径 ) 以 及 因 某 些 物理 要 求 给 出 . 对 于 一 
个 动力 学 系统 , 这 种 表述 是 完全 的 . 
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为 了 对 哈 特 - 霍 金 的 “无 边界 ”的 边界 条 件 有 一 个 更 清晰 的 了 解 , 我 们 再 做 一 直 
观 的 描述 . 先 从 确定 宇宙 边界 条 件 的 必要 性 谈 起 . 在 宇宙 学 中 被 研究 的 系统 是 整个 
宇宙 . 根据 定义 , 宇宙 没有 外 部 , 没有 人 们 可 对 其 要 求 边界 条 件 的 “宇宙 之 外 的 部 
分 ”. 而 且 仅仅 依靠 数学 的 相 容 性 不 可 能 求 出 Wheeler-De Witt 方程 的 解 . 因此 , F 
宙 学 家 不 能 不 从 物理 的 考虑 出 发 来 确定 宇宙 的 边界 条 件 . 用 几何 的 语言 表述 束 是 要 
确定 基态 波 函 数 (1.1.9) 中 路 径 积分 的 积分 路 径 . 量子 力学 中 的 路 径 积 分 表述 就 是 
对 历史 求 和 , 波 函 数 的 计算 就 是 对 系统 的 某 一 类 历史 算出 一 个 确定 的 和 . 为 了 使 波 
函数 是 唯一 的 , 必须 精确 规定 需要 求 和 的 历史 类 . 这 种 对 历史 求 和 在 数学 上 相当 于 
MRCS Te. 在 量子 宇宙 学 中 , 宇宙 波 函 数 可 以 通过 对 宇宙 的 某 一 类 历史 求 和 而 
计算 出 来 . 这 就 是 解 Wheeler-De Witt 方程 的 过 程 . 获得 宇宙 动力 学 方程 的 解 取 决 
于 怎样 选择 对 之 求 和 的 历史 类 . 我 们 可 以 由 几何 形体 来 描述 哈 特 -霍金 的 工作 . 把 
宇宙 在 指定 时 间 的 空间 外 延 想象 成 位 于 水 平面 内 的 一 个 闭合 图 (图 8-2), ETN 
表 时 间 , 随时 间 的 增加 , 闭合 圈 变 大 , 表示 宇宙 膨胀 . 这 样 , 宇宙 的 各 种 可 能 的 历史 
在 宇宙 随时 间 演 化 时 就 表现 为 宇宙 圈 生 长 成 的 管子 . 管子 的 终端 代表 今天 的 宇宙 ， 
最 下 端 就 表示 宇宙 的 初始 态 ( 创 生 ). 初始 态 要 由 提出 的 边界 条 件 来 确定 . REBT 
的 下 端 可 能 像 一 个 锥 体 的 尖端 一 样 封闭 ; 其 他 管子 下 端 则 可 能 突然 结束 MPH 
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金 认为 , 只 应 考虑 初始 端 以 光滑 规则 方式 收缩 到 零 的 半球 形 帽 的 那些 管子 就 是 说 
人 们 只 应 该 对 这 些 无 边界 几何 形体 求 和 , 终端 除外 (终端 是 开放 的 , 相当 于 今天 的 
FH) 这 就 是 哈 特 -霍金 的 无 边界 的 边界 条 件 


在 广义 相对 论 宇 宙 学 中 要 用 这 样 一 种 光 靖 的 方式 封闭 几何 形体 是 个 可 能 的 . By 
凡 定 理 告诉 人 们 , 宇宙 的 所 有 经 典 历 史 都 必须 以 奇 扩 的 方式 收缩 到 零 , 就 像 锥 体 的 
末端 一 样 . 但 是 量子 理论 中 对 历史 的 求 和 法 则 允许 有 许多 可 能 的 历史 , 而 不 仅仅 是 
那些 经 典 的 历史 . 于 是 光 靖 的 封闭 便 成 为 可 能 . 特别 是 , 封闭 的 区 域 可 以 看 作 发 生 
在 虚 时 间 内 , 因而 显然 是 非 经 典 的 . 

险 特 -霍金 由 这 一 边界 条 件 得 到 了 一 个 宇宙 动力 学 方程 的 解 . 由 于 虚 时 间 的 出 
现 是 量子 理论 中 的 隧道 效应 的 特征 , 因此 宇宙 可 能 是 从 “一 无 所 有 ”经 降 赴 效应 创 
生出 来 的 ; ACRE AE Ze CE Ree es Ja Rg A AE HN. 

FORMA ha SW F HK HB. 


第 2 章 于 宙 波 函数 
2.1 基态 波 函 数 的 表述 


这 一 章 , 我 们 将 比较 详细 地 讨论 哈 特 - 霍 金 的 基态 汲 函 数理 论 . 波 函 数 依赖 于 
类 空 超 曲 面 的 拓扑 性 质 和 三 维度 规 以 及 曲面 上 的 物质 场 的 值 . 为 了 简捷 , 我 们 现在 
只 考虑 S 拓扑 性 质 , 其 他 可 能 性 放 在 后 面 讨论 . 

正如 前 章 所 讨论 的 , 基态 波 函 数 构 造成 泛 函 积分 形式 


Wolhi;;, h| 一 N | sgwaderp(-Tgm: $j), (2.1.1) 


式 中 了 是 总 的 欧 氏 作用 量 , 积分 沿 厦 具有 紧 致 边界 条 件 的 一 类 4 维 欧 氏 几何 和 相 
应 的 一 类 欧 氏 场 构 形 , 在 边界 上 诱导 (RAR) ERA hij. 为 了 实现 基态 波 函 数 的 
EX, 需要 给 出 一 类 几何 和 场 用 来 求 和 . 其 几何 应 当 是 紧 致 的 , 其 上 的 场 应 是 规则 
的 . 在 正 宇宙 常数 的 情况 下 , 场 方程 的 任何 规则 欧 氏 解 必 是 紧 致 的 . 最 大 的 对 称 性 
解 是 半径 为 3/4 的 四 维 球 , 其 度 规 可 写 为 

ds? = (o /H)*(d0? + sin? 0df23). (2.1.2) 


式 中 dp2 是 3 维 球 上 的 度 规 H? = 02A/3, 我 们 为 以 后 表述 方便 还 引入 了 一 个 因 
2 
子 o? = _ 了 R= 16nG. 显然 , 当 A> 0 时 对 紧 致 的 四 维 几何 取 和 是 唯一 合理 的 


24n2 P 
选择 . 
WR A < 0, 场 方 程 没 有 紧 致 解 . 最 大 对 称 性 解 是 欧 氏 空间 (4 = 0): 
ds? = o(d0° + 0°df3) (2.1.3) 
和 欧 氏 反 de Sitter 空间 (A < 0): 
ds? = (0 /H)*(d6" + sin? 0d RŽ). (2.1.4) 


正如 1.3 WP RAIN, 对 于 散射 问题 来 说 , 当 4 < 0 时 , AR RAE MARTI 
氏 几 何 上 或 渐 近 反 de Sitter 几何 上 的 泛 函 积分 更 合适 . 然而 在 宇宙 中 , 人 们 感 兴趣 
的 是 在 时 宅 内 部 进行 的 测量 , 内 部 点 是 否 与 无 穷 远 区 域 连通 没什么 关系 . RE 
SUN, 应 该 取 由 两 部 分 组 成 的 不 连通 的 几何 : 其 一 是 紧 致 的 部 分 , 没有 内 部 边界 . 
这 个 不 连通 几何 实际 上 给 出 了 对 基态 波 函 数 的 绝对 主要 的 页 献 

在 4 和 0 的 情况 下 , 由 紧 致 四 维 几何 上 得 到 的 基态 波 函 数 , 对 大 的 三 维 几 何 发 
AL, 且 波 函数 不 能 归 一 化 . 这 是 因为 在 作用 量 中 , 正 的 A 和 负 的 4 对 大 的 四 维 几 何 
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的 作用 刚好 相反 . 因此 , 我 们 只 考虑 4 > 0 的 情况 , 4 = 0 将 被 视 为 4 > 0 的 极限 
情况 

有 时 在 K- 表象 下 描述 波 函 数 比较 方便 . 即 hr/? 代 之 以 它 的 共 轩 动 量 -人 Kls? 
这 时 也 可 用 泛 函 积分 构造 之 


Oo his, K, 8] = N | Bq dhex(—T*lgu, 4) (2.1.5) 


积分 仍 沿 着 前 面 的 场 和 几何 , 只 是 现在 在 边界 上 固定 的 是 由 his 和 K, 而 不 再 是 4 
和 hij. 因此 , IE 是 保持 $, hi; 和 K 在 边界 上 固定 的 欧 氏 作用 量 . 我 们 有 


2 

IF (Iw) = 一 5 | dah? K — | d‘xg'/?(R — 22), (2.1.6) 
TK 1 4 mn l/2 2 1 2 

M(Gu)= 5} Cag’ (VO) + gR (2.1.7) 


H K- 表象 变换 时 , 我 们 有 


$lhi;, K] = | Sht? exp i573 | dheK V (hi;), (2.1.8a) 
反 过 来 有 
ALA =| SK exp ifi? [2r Glhi;, K] (2.1.9a) 
按照 欧 氏 的 K, 上 两 式 可 改写 为 
$lhi;, K, 8] = | Sh1/?2 exp -$p [asane] Vlhi;, D], (2.1.8b) 
1 4 - _ 
Vihi;, $| = -z | ÒK exp 家 | ea Dlhi;, K, |. (2.1.9b) 


式 中 路 径 C 从 一 ioo 到 +ioo. 

从 泛 函 积分 (2.1.5) 来 构造 基态 波 函 数 有 一 个 优点 , 就 是 (2.1.9b) 中 的 积分 总 
能 满足 波 函 数 Wo(hi;,¢) 的 要 求 , 4 A? < 0 时 这 波 函 数 等 于 零 . 

欧 氏 引力 作用 量 (2.1.6) 式 不 是 明确 限定 的 , 因为 (2.1.1) 和 (2.1.5) PAZ ARR 
分 还 需要 仔细 地 加 以 限制 . 其 中 一 种 限制 方法 是 使 积分 改变 为 沿 看 共 形 因子 和 共 形 
等 效 几 何 上 进行 . 通过 适当 选择 共 形 因子 的 积分 路 径 , 便 可 构造 一 种 收敛 的 泛 函 积 
分 . 

这 是 蛤 特 -霍金 关于 基态 波 函 数 的 基本 思想 . 下 面 给 出 它 的 菜 些 性 质 ， 并 在 一 
小 超 空 间 模 型 中 表明 它 的 合理 性 . 
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2.2 eA RU 


FE AS US PA BIZ BR AAD FE OCH “EB a 22's EFA. AR 
检验 上 一 市 定义 的 基态 波 函 数 的 半 经 典 近 似 . 为 了 简便 , 我 们 只 考虑 纯 引 力 的 情况 ， 
其 结 朱 可 再 接 推广 到 含 物质 场 的 情况 . 

通过 最 陡 下 降 法 计算 泛 函 积分 , 可 以 得 到 半 经 典 近 似 . 如 果 只 有 一 个 稳 态 相 挟 ， 
半 经 典 近似 为 


Wo WA = NA+? WA exp(— Ie hi;|). (2.2.1) 
这 里 , I 是 稳 态 相反 的 欧 氏 作用 量 , 即 对 应 用 于 欧 氏 场 方程 
Rv = Agyu (2.2.2) 


的 解 oo); TEMS 3 维 曲 面 边界 上 , 它 给 出 度 规 hij, 且 满 足 上 市 讨论 的 边界 条 件 

如 果 存 在 不 止 一 个 稳 态 相 点 , 则 必须 仔细 考虑 积分 路 径 , 以 便 确定 哪个 给 出 决 
定性 的 贡献 . 一 般 地 , 有 最 低 Rel HERA A, 尽管 也 许 不 是 . 比如 , 有 两 个 对 
应 于 四 维 几 何 的 稳 态 相 点 , 则 两 个 相互 共 形 . 本 市 我 们 将 看 到 一 个 这 样 的 例子 . 基 
态 汲 函数 是 实 的 , 这 意味 看 如 果 稳 态 相 点 有 复 的 作用 量 值 , Wa AEP ED 
AR; 如 果 稳 态 相 点 的 四 维 几 何不 存在 , 则 在 半 经 典 近 似 下 波 函 数 将 是 零 . 

首先 从 泛 函 积分 (2.1.5) 求 Do 的 半 经 典 近 似 , 然后 用 最 陡 下 降 法 求 积 分 (2.1.9b), 
从 而 获得 Po 的 半 经 典 近 似 . 要 求 


| Bh Polhi;] Polhi;] = 1, (2.2.3) 


可 确定 (2.2.1) 中 的 归 一 化 常数 . 我 们 将 (2.2.3) 几何 地 解释 为 所 有 四 维 几何 上 的 路 
径 积分 , 在 度 规 为 h;; 的 三 维 曲 面 两 边 这 些 四 维 几 何 是 紧 致 的 . 从 而 , 根据 无 边界 
紧 致 四 维 几何 的 作用 量 , 给 出 这 个 可 能 路 径 积 分 的 半 经 典 近 似 . 当 4 > 0, 其 解 是 
四 维 球 . 于 是 


N* = exp -3 . (2.2.4) 


由 波 函 数 的 泛 函 积分 定义 , 波 函 数 的 半 经 典 近 似 使 我 们 对 Wheeler-De Witt 方 
程 的 边界 条 件 有 一 个 深刻 的 理解 .它们 可 以 目 然 地 应 用 到 足够 大 体积 的 和 无 穷 小 
体积 的 三 维 几 何 . 

首先 考虑 小 三 维 体 积 的 极限 . 如 果 极 限 三 维 几 何 可 以 艇 入 平 直 空间 , 则 当 4 > 0 
时 (2.2.2 ) 的 经 典 解 是 四 维 球 , 而 且 当 三 维 几 何 缩 为 零 时 它 保持 为 四 维 球 ， 此 时 作 
用 量 趋 近 于 零 . 因此 必须 考虑 波 函 数 的 涨 落 行列 式 的 行为 . 在 这 种 极限 情况 下 , 可 
忽略 曲率 , 把 涨 落 看 作 关 于 平 直 空间 区 域 的 . 考虑 它 在 四 维度 规 常 共 形 尺 度 变 化 下 
和 边界 三 维度 规 下 的 行为 , 便 可 求 其 值 . 
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在 4 > 0 时, 在 半 经 典 近 似 的 基础 上 , 我 们 可 以 定性 地 讨论 足够 大 的 三 维 体积 
波 函 数 的 行为 . 对 于 (2.2.2) 任 一 实 解 来 说 , 四 维 球 具 有 最 大 体积 . 随 看 三 维 几 何 体 
积 的 增 大 , 将 得 到 一 不 再 能 放 入 四 维 球 任何 地 方 的 三 维 几 何 . 于 是 我 们 认为 稳 态 相 
几何 变 为 复 的 了 ; 如 果 (2.2.1) 在 稳 态 相 的 四 维 几 何 中 取 值 , 基态 波 函 数 将 变 为 2 R 
ARAL. 于 是 我 们 认为 , 随 着 三 维 体积 的 增 大 , RAR. 如 果 振 荡 疫 有 强烈 
地 衰减 , 则 对 应 于 一 无 限 脱 胀 的 宇宙 . 

以 上 讨论 仅仅 是 定性 的 , 但 已 指出 基态 波 函 数 行 为 照样 取决 于 Wheeler-De Witt 
方程 的 边界 条 件 . 下 面 将 这 些 讨论 用 于 一 小 超 空 间 模 型 . 
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超 空 间 是 一 个 无 限 维 流 形 , 无 法 对 W-D 方程 求解 . 如 果 考 虑 上 述 无 限 维 空间 
内 的 一 个 有 限 维 子 空 间 , 即 所 谓 小 超 空 间 , 则 往往 可 以 对 W-D 方程 的 解 进行 一 些 
讨论 . 这 里 , 我 们 将 采用 一 特别 简单 的 小 超 空 间 模 型 , 来 说 明 以 前 那些 一 般 讨论 的 
含义 . 在 这 一 模型 中 , 我 们 限定 宇宙 常数 为 正 , DOSE LA ee. el Pal te A 
合 . ME, 议 


A> 0, 
三 维 几 何 的 拓扑 是 S. 此 时 度 规 可 表示 为 
ds* = oe + a° (t)d R3]. (2.3.1) 


式 中 N(t) 为 时 移 (lapse), o = y. 为 简单 , 设 物 质 场 是 共 形 不 变 标量 场 , 均匀 性 
条 件 要 求 5 = $(t). 这 样 , 波 函 数 仅 是 两 个 变量 a(t) 和 g(t) 的 泛 函 


Y = Wla(t), $(t))) 
S = PK (t), d(t)]. (2.3.2) 


式 中 g(t) = a7*/?9(2). 
为 了 简化 讨论 ， BUNS PE XFS 


1 N a da\? 3 4 adx\° 3 
a _ -m — S e -= — ¢ 2. o 
t E (S5) ta —àa + (5 x) x (2.3.5) 
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;da 
dt 
由 于 
ds? = o? {—N*(t)dt? + a?(t)[d6* + sin” 0(d01 + sin 6,dy*)|} 
= e(n) {—dn* + [d6? + sin? 0(d01 + sin O,dy’)]}, 
所 以 有 
R-2A=C" 3D + 5D? + 6K | 一 24 
= 6o “a (aat + 1 + atA) 
= 60 a ? (aä N? — aaNN~° +å? N? +1 -a A) 
考虑 到 
4 _dadt a, 
dn dtd) N” 
| d0asidpy=9 = 2n 0ta? N, 
可 得 y - 
4 .2 | 2 4 
I, = 12720? | dt (Z) -Szi 十 a — àa | ， 
于 是 得 到 (2.3.5). 
用 通常 的 方法 可 以 由 这 一 作用 量 构造 a 和 x FEES ra 和 rrx 
ôL 1lN/a.a a. 
"= 55 Ta Cnty) = Ne 
ôL 1N/.a.a a. 
™ = gy = Nn) =H 


A (2.3.5) 对 N 求 变 分 , 得 到 


NE = afad ÒN (t) L|- (Sa) Laat 
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(2.3.6) 
2 2 
> a —a* + da* 一 53 + el W(a,x) = 0. (2.3.7a) 
» 10/,9 
a (o =| | (2.3.8) 
AH p 代表 次 序 模糊 因子 . 因此 , 在 一 般 情况 下 , W-D AHN SA 
1f10/,0 O° B 
EAC ESD) 
4 ES p= 0, 即 得 (2.3.7). 
现在 , 我 们 讨论 对 波 函 数 进行 分 离 变量 求解 . 令 
D(a, x) = È | Cn(a)ttn(x), (2.3.9) 
由 (2.3.7b) 得 到 两 个 党 微分 方程 : 
2 
5 (Et) m0) = (0-4 5) tala (2.3.10) 
> -0 + (a* 一 nat), = (x + 5) Cn (2.3.11a) 
(2.3.11a) 也 可 以 与 为 
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(2.3.10) 的 解 正 是 一 个 1 维 谐振 子 解 


Un(x) = eX /2H, (x). (2.3.12) 
(2.3.11a) 的 严格 解 无 法 求 得 , 我 们 讨论 其 渐 近 行为 . 
当 a 其 小 时 , 有 
Cn ~ const., Cn x a’ ?: (2.3.13) 
4a 甚大 时 , 有 
一 1 t Hg? 
Cn a exp (+38 ) , (2.3.14) 


为 了 构造 小 超 空 间 模 型 中 (2.3.11a) 式 的 解 , RATE AIER RZ BAAR oP BN ee 
应 用 到 小 超 空间 模型 中 . 对 于 Yo (ao, x), 我 们 建议 在 满足 边界 条 件 的 欧 氏 几何 和 场 
构 形 上 对 exp(—I[g,¢]) 求 和 . 几何 求 和 应 该 在 形 如 


ds? = o° [dr? + a° (T)dR3] (2.3.15) 


的 紧 致 几何 上 进行 , a(r) 与 超 曲面 上 给 定 的 ao 值 相对 应 . 对 于 物质 场 , 应 在 各 问 同 
性 的 场 x(r) ERM, 这 个 场 与 超 曲 面 上 规定 的 xo 值 相对 应 , 且 在 紧 致 几何 上 是 规 
则 的 . 这 样 , 我 们 可 以 写 出 


Wo(ao, Xo) = | aaax exp(—I|a, xÍ)» (2.3.16) 


其 中 定义 dn = dr/a, 作用 量 为 


(2.3.17) 


一 共 形 旋转 可 以 使 (2.3.16) 中 的 积分 收敛 . 
在 小 超 空 间 模 型 中 构造 基态 波 函 数 的 另 一 种 方法 是 在 K 表象 中 进行 . WTR 
有 三 维 超 球 面 的 四 维 球 而 言 , 引入 
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_ g2 (dr? 4 a*dN?), (2.3.18) 
; H 
I* = Ka +I 
ds? = o?°|dr? + a°d N3] = 07a" (dn? + df23) 
可 知 
] 4 
2 
1 f sinĝ 
_ yen ~ (sin? 6 — 1 — cos) dé 
1 [1 1 
ol . 2 Z cos? 6} . 
2H? | 3 cos Osin 7+ 2) + cos? + 30 | 
式 中 9 为 边界 值 . 由 此 可 得 
1 da 1 
K — — — 3 一 ”一 一 一 -一 0 “0 L, 
T -a a 十 了 z prz COS sin” 6 + 
1 K 
K 
ee oe h | 2.3.19 
‘=~ sR | (K2 + A PRID 
式 中 3 
o ak — cot 6. (2.3.20) 


在 K(k) 表象 中 , 与 (2.3.16) 对 应 地 有 
Go(ko, Xo) = | 88x exp(—I*(a, x]). 


求 和 是 在 与 (2.3.16) 相同 的 几何 和 场 上 进行 的 , 只 是 现在 要 求 在 三 维 曲 面 边界 上 k 
取 给 定 值 . 即 在 边界 上 它们 要 满足 


ko = ——. (2.3.21) 


满足 此 要 求 的 作用 量 是 
I" = koag + I. (2.3.22) 


如 果 算 出 了 olko, xo), 则 通过 线 积分 便 可 还 原 为 Volao, xo) 


ji 


Wo (ao, Xo) = On: | dk exp(kas) Po (ko, Xo). (2.3.23) 
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式 中 积分 从 一 ioo 到 t+ioo. 
从 普遍 的 观点 看 , 直接 从 (2.3.16) 计算 Polao, xo) 和 通过 K 表象 (2.3.23) 计算 
没有 区 别 . 在 半 经 典 近 似 下 , 我 们 有 


o (Ko) = N | a exp(—I*) ~ Nexp[—I (Ko), (2.3.24) 
hlao) = 二 | dKexp |_| hdr. K| go(K) 
oto) = Dijo PB ” 0 
O N 3 7K 
= 一 5 | ax exp(Kaa — I”) 
= A exp|—I (Ko) + koað] 
2001 0 
N 
= 一 一 一 一 了). 2.3.20 
> P(A) ( ) 


AP I AIX SANA hh? 表象 和 K 表象 中 的 纯 引 力 场 作用 量 . 在 推导 上 式 过 程 中 
用 到 了 积分 


5 | /2dsok = TOKU (2x) =a°k = H abr. 


式 中 | az = gľa’ | a = Inca’. 


按 最 小 作用 量 原理 有 
ar _ 
dk | 
由 此 可 得 
sing = Hag = es | (2.3.26) 
my 1 
sin ð = (1+ cot? 0) 1/2 = ETONE 
解 之 得 ) 
kK = * Fao ] 一 Has, 
Sp 2 m2 
2-2 a (2.3.27) 
把 (2.3.27) FRA (2.3.19), 得 到 
ly = —-— [1 4 (1 — H?a2)3/?], (2.3.28) 


2.3 ”小 超 空 间 模 型 . 553 . 


“4 Hao < 1, BN 3 BRE ao 小 于 4 RES A, 这 相当 于 宇宙 处 于 欧 氏 号 差 
的 量子 演化 阶段 . 工 的 极 值 点 出 现在 等 值 反 号 的 实 k W, 此 3 球 半径 与 4 球 半径 之 
比 为 sin @. 


k < 0 对 应 于 4 RRR 3 球面 包围 的 部 分 大 于 4 球 半 径 . k 一 -oo 表示 4 ERE 


全 被 3 球面 包围 , 当 了 7 ~， - 时 即 成 为 de Sitter 空间 的 欧 氏 作用 量 (图 8-3). 


在 经 典 近似 下 , 必须 令 积 分 路 径 经 过 作用 量 I WRES. 由 此 可 得 


N = exp (了 (2.3.30) 


在 上 式 中 , 我 们 只 取 了 Ak > 0 时 的 I_, 这 是 由 于 积 
分 路 径 应 选 在 右 半 复 « 平面 的 缘故 . Imk 
FH (2.3.29) 和 (2.3.30) 可 以 看 出 , 宇宙 波 函 数 随 人 
a 增 大 而 指数 增 大 . 特别 是 在 (2.3.30) P, 令 ao = 0 
时 , ww 是 有 意义 的 且 不 为 零 . 这 表明 宇宙 将 从 欧 氏 DT: r ol Re 
号 差 的 量子 相 De Sitter 空间 膨胀 到 处 于 洛 伦 效 号 
差 的 经 典 de Sitter 空间 中 去 . 在 广义 相对 论 宇 宙 学 
中 的 大 爆炸 奇 点 (a = 0) 在 量子 宇宙 学 中 不 复 存 在 . 
当 Hao > 1, BH 3 球 半径 ao 大 于 4 球 半 径 H t, 8-4 
这 相当 于 宇宙 处 于 洛 伦 效 号 差 的 经 典 de Sitter 演 
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化 阶段 . 作用 量 了 的 极 值 出 现在 等 值 反 号 的 虚 K 值 (图 8-4), Bp 


i 1 \V? 
K=+-H(1- 2.3.31 
3 ( a) (2.3.31) 


在 经 典 极限 下 , 应 令 积分 路 径 经 过 作用 量 的 极 值 点 , 由 此 可 得 


Polao) = 2cos [ea 一 z 。 (2.3.32) 


当 Hag > 1, EXD SA 


Wo (ao) = exp 区 全 十 exp 5 (2.3.33) 
这 一 结果 和 (2.3.14) 相符 合 , 这 表明 欧 氏 路 径 积分 表述 的 半 经 典 近似 所 得 到 的 解 满 
Æ W-D 方程 所 要 求 的 渐 近 形式 (图 8-5). 
Imk 
Wo( a) 
J Vrs. 
Ret ANN : 
N 1 2 Vo VAAI 
C Peada 
图 8-5 


FH (2.3.32) 和 (2.3.33) 可 知 , 处 于 经 典 de Sitter 相 的 宇宙 波 函 数 是 一 个 振荡 函 
数 . 这 表明 

(1) 各 种 尺度 因子 (de Sitter FH) 都 可 能 以 相同 的 几率 出 现 ; 

(2) de Sitter 宇宙 可 以 无 限 地 膨胀 下 去 . 如果 在 (2.3.11a) 中 考虑 到 物质 场 能 
量 - 动 量 张 量 的 重 整 化 , 在 基态 情况 下 , (2.3.11a) 应 与 为 


+ (a* — ha") Ca| = 3 一 o) Ch. (2.3.34) 


i p=0,e= -5 go(a = 0) = 0, 则 (2.3.34) 的 数值 解 如 图 8-6 所 示 . 当 Ha < 1 时 ， 


振幅 迅速 衰减 , 这 相当 于 欧 氏 de Sitter 相 . 当 Ha > 1 时 , 振幅 衰减 很 慢 , 这 相当 于 
无 限 膨 胀 的 洛 伦 兹 de Sitter 相 . 由 于 量子 欧 氏 相对 于 降 道 效应 , 因此 H-H 的 量子 
宇宙 学 提供 了 一 个 宇宙 从 “无 ”经 过 量子 隧道 效应 自发 创 生 的 图 像 . 


第 3 章 ”宇宙 结构 的 起 源 


QOH ATI, 用 一 紧 致 四 维度 规 的 路 径 积 分 来 确定 宇宙 的 量子 态 , 这 可 看 作 超 空 
则 宇宙 波 函 数 的 边界 条 件 , 而 这 个 超 空 间 包 括 三 维 超 曲 面 上 的 所 有 三 维度 规 和 物质 
场 . Halliwell 和 Hawking 把 以 前 的 超 空 间 有 限 维 近似 推广 到 无 限 维 超 空间 , 严格 
给 出 了 两 个 均匀 各 回 同 性 自由 度 的 小 超 空 间 模型 , 把 哈密 顿 中 其 他 的 非 均匀 、 各 问 
开 性 目 由 度 精 确 到 二 阶 项 . 明确 地 指出 , 各 种 非 均匀 性 和 各 癌 异 性 都 从 它们 的 基态 
HE. 对 于 每 一 模式 都 可 以 得 到 与 时 间 有 关 的 藤 定 谓 方 程 . 这 些 模式 一 直 处 于 基 
aS, 直到 他 们 的 该 长 超出 了 暴 胀 期 的 视界 线 度 . 基态 涨 落 被 随后 的 膨胀 进一步 扩大 . 
可 以 得 到 一 密度 扰动 谱 ; 原则 上 , 这 个 谱 可 用 来 解释 银河 系 和 所 有 其 他 结构 的 起 源 . 
如 果 导 致 暴 胀 的 标量 场 的 质量 为 104GeV 或 更 少 , 则 这 个 涨 落 与 微波 背景 辐射 的 观 
而 相符 合 . 


3.1 B| 言 


微波 背景 辐射 的 观测 表明 , FERRE ERIS. SPER. 但 宇宙 极 早 
期 却 不 可 能 是 完全 均匀 和 各 四 同性 的 , 因 那 样 的 星系 和 恒星 是 不 可 能 形成 的 . 在 标 
准 大 和 傈 炸 宇宙 模型 中 , 用 来 产生 宇宙 结构 的 密度 扰动 不 得 不 假定 为 初始 条 件 . TER 
RS RAP, 引起 宇宙 骏 胀 的 标量 场 的 基态 涨 落 可 能 导致 密度 扰动 . 最 简单 的 大 
统一 雄 脾 模型 预言 的 密度 扰动 幅 太 大 . 其 他 具有 不 同 势 的 标量 场 模型 , 有 一 些 原则 
上 可 以 得 到 与 观测 一 致 的 扰动 幅 . 引力 波 模 式 的 基态 涨 落 给 出 一 个 长 波 引 力 波 详 ， 
与 观测 相符 合 一 一 由 这 一 波谱 得 到 的 暴 胀 期 哈 动 常数 不 超过 普天 元 质量 的 1074 
倍 . 

但 是 这 些 结果 对 宇宙 起 源 的 解释 不 能 令 人 满意 , 因为 骏 胀 模型 并 没有 假定 初始 
或 边界 条 件 . 特别 是 它 不 能 保证 存在 一 个 典型 的 骏 胀 期 , 在 此 期 间 标量 场 和 引力 流 
模型 均 处 于 基态 . 如 宁 没 有 宇宙 的 边界 条 件 , 目前 的 任何 状态 部 是 可 能 的 一 一 人 
们 可 以 选择 任 一 状态 , 然后 沿 着 时 间 北 推 回去 , 看 它 导致 什么 样 的 初始 条 件 . H-H 
量子 宇宙 学 认为 , 宇宙 的 边界 条 件 就 是 宇宙 没有 边界 . 即 用 没有 边界 的 紧 致 四 维度 
规 的 路 径 积分 来 确定 宇宙 的 量子 状态 . FOR SF A ASA PW 是 无 限 维 空间 
( 超 空 间 )W 上 的 函数 , 这 个 超 空间 包括 三 维 超 曲面 S 上 所 有 的 三 维度 规 和 物质 场 
构 型 Dy. 因为 波 函 数 不 明 显 地 依赖 于 时 间 , AT Ae ie AE SS BEB EIIE. BREE ST 
程 可 以 分 解 为 动量 约束 , 这 意味 看 波 函 数 在 空间 上 的 任何 一 点 部 是 相同 的 . Oe 
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由 路 径 积 分 给 出 , 这 一 要 求 吏 变 成 了 决定 y 唯一 解 的 W-D 方程 的 一 组 边界 条 件 . 

在 本 章 中 , 将 小 超 空间 推广 到 引力 、 标 量 场 具 有 更 大 目 由 度 的 情况 , 严格 给 出 
两 个 均匀 各 加 同性 目 由 度 的 小 超 空 间 模型 , 把 哈密 顿 中 其 他 非 均 匀 各 同 弄 性 的 目 由 
度 精确 到 二 阶 项 . Æ y 剧烈 震荡 的 W 区 域 , 采用 WKB 近似 地 把 波 函 数 与 经 典 解 
耿 系 起 来 , 由 此 引出 时 间 概 念 . 与 前 面 的 小 超 空 间 模 型 一 样 , 这 组 解 中 包括 一 个 其 
有 长 骏 胀 期 的 解 . 就 经 典 解 的 时 间 参 数 而 言 , 引力 波 和 密度 扰动 模式 满足 退 夺 与 时 
BARREIA. 边界 条 件 意味 着 这 些 模式 都 从 基态 出 肥 . 它们 仍 留 在 骏 胀 相 
的 视界 内 时 , 由 于 膨胀 可 以 是 绝热 的 , 所 以 它们 仍然 处 于 基态 . 但 是 当 超 过 了 对 上 胀 
相 的 视界 时 它们 就 “冻结 ”了 , 直到 再 进入 物质 为 主 时 期 的 视界 . 随后 , 他 们 产生 
引力 波 和 密度 扰动 谱 , 这 与 微波 背景 辐射 一 致 . 如 果 标 量 场 的 质量 是 普天 元 质量 的 
1075 倍 , 还 可 以 解释 星系 的 起 源 . 因此 , 原则 上 路 径 积 分 定义 宇宙 量子 态 的 理论 可 
以 解释 宇宙 结构 的 起 源 ; 最 终 解释 不 是 来 自任 何 初 始 条 件 , 而 是 来 目 海 森 伯 测 个 准 
原理 决定 的 基态 量子 涨 沙 . 


3.2 广义 相对 论 的 正则 形式 


考虑 到 四 维 流 形 分 成 两 部 分 的 三 维 超 曲面 5. 在 5 的 邻 域 里 , 引入 坐标 已 9 是 
t=0 Ñ zx*(i = 1,2,3) 的 超 曲 面 . 如 前 所 述 , 度 规 具有 形式 (1.1.6) 


ds? = —(N? — N,N*)dt? + 2N;dz'dt + hjj;d2"dz’. (3.2.1) 
FHE 
I = | + Lm)d* zdt. (3.2.2) 
式 中 
mp ijkl 1/2 3 
Le = TMG Ki; Ke +h R) (3.2.3) 
1 Ohi; 
Kij = 5 - 5 十 Na (3-2.4) 
GUYKl — ht? (nit 十 put pik = 2h h*) (3 9 5) 
在 有 质量 标量 场 中 ， 
] 9006\” _ N; 0606 NiNi\ 06 06 
Lan = -N 1/2 —2 [7 * o 2 7 2] 一 — 2 G2 
Ne TE angee (pa YY orae gs 
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在 广义 相对 论 的 哈密 顿 表 述 中 , 人 们 把 h;; 和 场 5 作为 正则 坐标 , IE MISE RES 
量 为 


ij — LI — _ _ h 2m2 (KÖ — h K 2. 
" = hy 16n” l ) (3.2.7) 
ðL OP 
— ——™ — NIRI | 6- N*— |. 3.2.8 
n° oð ( aE) 528) 


— [vm + N;H*)d°z. (3.2.9) 

式 中 
on ig kl _ TP 1/2 3 
Ho = lonm,, Gijkl T Iq 一 én” OR 
1 ns ,..06 OG 

十 sh (3 + h“ Ari Ori + m? p) f (3.2.10) 

H? = -2m + h” Sn (3.2.11) 
以 及 

l _ı 
Gijkl 一 at ? (highst + hihjr 一 hijhk). (3.2.12) 


H’ =0, (3.2.13) 
Ho = 0. (3.2.14) 
运动 方程 为 
; _ OH 4 _ OH 
(a Arti? vt = Ohi; 
. OH . OH 
Pij = Ong’ No >= DG (3.2.15) 
3.3 量 


如 前 所 述 , SF BETA OV 描述 , 它 是 S 面 上 所 有 三 维度 规 hij 
和 物质 场 © 的 无 限 维 流 形 W 上 的 函数 , W 的 切 矢 量 为 S EW- (yiju), 其 
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中 y ABER hi, 的 无 穷 小 改变 量 , jy 可 看 作 5 的 无 穷 小 改变 量 , 对 于 9 上 
N > 0 的 每 一 选择 , 有 一 个 W 上 的 目 然 度 规 (NN) 


m2 _.. 1 
ds? = [a= (FE ayyy + nr d37. (3.3.1) 


波 函 数 不 明 显 依赖 于 时 间 t, 因为 t 只 不 过 是 通过 选择 不 同 的 NN 和 mi 值 可 给 
以 任何 值 的 坐标 . 这 表示 V WEE RNEER PS FE 


HY =0, (3.3.2) 
BY H 是 经 典 哈密 顿 , 具有 通常 的 代 换 庆 系 
5 6 Ô 
nr (x) 一 Sha, Cr)’ Telz) 一 T (3.3.3) 
因为 N 和 Ni 是 两 个 独立 的 拉 格 朗 日 乘 子 , BTR SRE PA a. 动量 
约束 为 
HY = | Nd? y 
— 1/2 0 ij OP 0 3 y 
|a Ni (aa), n OLI 6 5 oe 
= 0. (3.3.4a) 
这 表明 波 函 数 本 对 于 三 维度 规 和 物质 场 构 形 是 相同 的 . RES TEIN Bt 
Hiy=0. (3.3.4b) 


式 中 Hi = | wma (3.3.4b) 即 W-D 方程 . 我 们 假设 Hiv =0 具有 形式 


-a + €R+ v) y = 0. (3.3.5) 


AP V 是 度 规 T(N) 中 的 拉 普 拉 斯 算 符 , R 是 这 个 度 规 的 标 曲率 , S V 是 


2 


m. 
V = [aen -iar +e+U| dr. (3.3.6) 


16x 


1 


式 中 U = T- 573, 常数 © 可 看 作 宇宙 常数 4 WERE. 我 们 假设 重 整 化 的 4 为 


= ARWAM EAS. 
对 于 S EN AlN, 的 任 一 选择 , 任何 满足 动量 约束 和 W-D AN RAR V 
都 描述 一 个 可 能 的 宇宙 量子 态 . 其 中 一 个 特 解 是 以 路 径 积 分 表示 的 


Y = Jaya exp[—T(gpw, $)]. (3.3.7) 


式 中 了 为 欧 氏 作用 量 ( 设 N 为 负 虚 数 ). 可 以 把 (3.3.7) BE W-D 方程 的 边界 条 件 . 
这 意味 看 当 hi; 为 零 时 羡 趋 于 一 个 弟 数 (可 归 一 化 为 1). 


3.4 ”未 受 扰动 的 弗 里 德 曼 模型 . 559 . 


3.4 未 受 扰 动 的 弗 里 德 曼 模型 
考虑 由 弗 里 德 曼 模型 构成 的 小 超 空间 . 弗 里 德 曼 度 规 为 


ds? = o7(—N7dt? + a“dN). (3.4.1) 


式 中 df023 是 单位 三 维 球 度 规 . 为 了 方便 , 引入 一 个 规 一 化 常数 0? = 2/3xm2. 这 个 
模型 包括 一 个 质量 为 o- 的 标量 场 (Vno) lo, 其 质量 在 t 为 常数 的 超 曲面 上 是 
常数 . 我 们 很 容易 将 其 推广 到 势 为 V(6) 的 标量 场 . 其 中 包括 具有 高 阶 导数 量子 修 
正 的 一 些 模型 . 作用 量 为 


(3.4.7) 


(3.4.8) 


H a= na. 我 们 把 (3.4.7) 作为 具有 坐标 (a, 四) 的 平 直 空间 中 Y 的 双 曲 方程 , a 
作为 时 间 坐 标 . 边界 条 件 是 当 a 一 -oo tf Y — 1. 积分 (3.4.7), 我 们 发 现 波 函数 在 
区 域 开始 振荡 (这 个 已 由 数值 计算 给 出 ). 可 以 由 WKB 近似 来 解释 波 函 数 的 振荡 
部 分 

V = Re(Ce'”). (3.4.9) 
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AF C 是 缓 变 振 幅 , S 是 剧烈 变化 的 相位 . 选择 S, 使 之 满足 经 典 哈 密 顿 - 雅 可 比 
方程 


H (Ta, ng, &, Q) = 0. (3.4.10) 
Ar OS OS 
Va = Ja’ no = ad (3.4 11) 
(3.4.10) 可 改 与 为 
L pab 3 S 4 e sayy — 0 (3 4 12) 
2° 0q%0q° | Bi 
AF f% 是 度 规 r) 的 道 
f® =e *“diag(—1, 1) (3.4.13) 


AP V ABR fo 的 拉 普 拉 斯 算 符 . 我 们 可 以 忽略 上 式 中 的 第 一 项 , 沿 看 天 量 场 
Xe° = dg*/dt = f%0S/0q’ 的 矢量 线 (与 经 典 解 对 应 ) 积分 上 式 , 从 而 确定 振幅 C. 
H V =0,|9| > 1,da/dt = dd/dt = 0 开始 , 使 函数 振荡 部 分 的 解 按 指数 规律 脱 


H 
S= -zesemlgl(1 m “e 2% p77) 
N — 6 md, (3.4.15) 
da dig| 1 
— = — = — Nn. 3.4.16 


经 过 量 级 为 3m-!1(|91| 一 1) 的 时 间 之 后 , 场 开始 振荡 , 频率 为 m, 式 中 91 为 $ 的 
初 值 . 此 后 , 解 变 为 物质 为 主 的 , 且 ee 与 P3 成 正比 膨胀 . 如 果 存 在 其 他 场 , 有 质 
量 标量 粒子 将 分 解 为 光子 , H ex 和 t 成 正比 膨胀 . 最 后 此 解 会 达到 一 个 最 大 半 
径 , 其 值 可 能 为 exp(9¢2/2) 或 exp(9¢7); 对 于 大 多 数 脱 胀 ， 这 依赖 于 是 辐射 为 主 的 
还 是 物质 为 主 的 , 此 后 用 类 似 的 方式 重新 收缩 . 


3.5 ”扰动 的 弗 里 德 曼 模型 
假设 度 规 仍 取 (3.2.1) 的 形式 , 只 在 右 端 乘 以 一 个 因子 o, 三 维度 规 具 有 形式 


hij = af (Rij + Gj). (3.5.1) 
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AP 2,5; 为 单位 三 维 球 度 规 , e;; 为 度 规 的 一 个 扰动 , 可 按 谐 函数 展开 : 


系数 anim, din 都 是 时 间 t 的 函数 , 不 是 空间 坐标 x 的 函数 . Q(x’) 为 三 维 球 
上 的 标量 谐 函数 P; (zt) 由 式 


1 1 
n2] 3 jQ (3.5.3) 


给 出 (这 里 除 ij 以 外 的 附 标 都 隐 去 了 ), 已 ; 是 无 迹 的 , P? = 0. 5;; 由 式 


P;; = 


Qij + 


Sij = Sij + Sy (3.5.4) 


给 出 , 式 中 5; 是 横 矢 量 谐 函 数 ,S =0. GC, 是 无 迹 横 张 量 谐 函 数 , Gi = GY = 0. 
下 一 节 我 们 话 细 讨论 谐 函 数 和 它们 的 正 交 归 一 性 . 
时 移 、 位 移 和 标量 场 均 可 用 谐 函 数 展开 


ji 

N = No [ 十 6 2 > nha (3 9 5) 
n,l, m 

t 

N; =e f 2 knim (Pi )im 十 Vin Sin (3 9 6) 
n,l,m 
ji 

= o7! | ——o(t) + nlmQin 3.5.7 
0 Fae E funn (3.5.7) 


AF P, = [1/(n? 一 Qi 为 了 简化 , 下面 n,l,m,o,e WA n 表示 . 这 样 , 我 们 可 以 
把 作用 量 用 各 (全 部 ) 阶 的 背景 量 ab, No 的 项 展开 , 而 “扰动 ” 则 只 到 2 阶 项 


I = Ip(a,¢,No) + X In. (3.5.8) 


式 中 Ip 是 未 受 扰 动 模型 (3.4.2) 的 作用 量 , In 是 扰动 的 二 次 式 . 
我 们 可 以 用 一 般 方式 定义 共 斩 动量 


Ta 一 一 Ni ea 二 2 阶 项 ， (3.5.9) 
ng = No 1226+ 2 WIM, (3.5.10) 
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1 
Na, 一 -N5 ee ån + (An 一 Gn) + ohn , (3.5.11) 
2 
— nrl 3al 一 4f; : l 一 CQ 
Nbp -一 No e n2 —1 G + 4ab, — 3° En ) 9 (3.5.12) 
Te, = Nj ee(n’ 一 4)(cn + 4à&cn 一 e “Jn), (3.5.13) 
Ta, = No tet (dn + 4adn), (3.5.14) 
Tf, = No ‘eso [fn + $(3an — gn)]. (3.5.15) 


方程 (3.5.9) 和 (3.5.10) 中 的 2 阶 项 在 3.7 节 中 给 出 . 哈密 顿 可 由 动量 和 其 他 量 表 


-ri 


ZN: 
H = No |Ho+ >》 H3+S gaHn| +Y (kR H? + 52421). (3.5.16) 


式 中 Hi Al H_ 的 下 标 0, 1, 2 表示 扰动 量 的 阶 数 , 9 和 V 表示 哈密 顿 位 移 的 标量 
和 矢量 部 分 . Ho 是 N = 1 时 未 受 扰动 模型 的 哈密 顿 


1 —3a Qt Ct 
Hjo = 36°" (-1a + Tg + emg? — ef), (3.5.17) 
二 阶 哈 密 顿 为 
式 中 
1 。f [fl1 > 10(n?—4) 15 4 6( 一 4 
n2 — ji 9 9 
+g Tbn + 1G, + Ldn Tan Ta 十 8bnTboTa — Gn fn To 
1 5 (n? — 7)(n? — 4) 2 
4 9 9 9 2 2 2 
da |b o 9 -~ 2 H Fn? — A)a,b, 一 一 
e E (x 3 a, 十 3(n2 — 1) nt a(n Ja (n ) 


3 
6a, 2/ £2 6a, 242 | 2 2 
+e°"m* (fF + 6Ganfnd) + e4 m o Sa 3 可 } 
(3.5.18) 


n 1 3a 1 
“AY =5e 3 G — 4)c? (1077 + 674) + 724 gT en 


+ 8c? 十 8cnTe Ta + (n? — 4)c? (2e** 一 6c? 9?)| (3.5.19) 


1 
* Hi 二 


so 84 a (1072 + 67%) + TFI + 8dn Td, Ta 
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(3.5.20) 
(2fnd + 3an¢*) — =e" (o — 4)bn 
n“ + 3 "| } (3.5.21) 
n? 一 
|e + Tb, + an + i — = ba Td + 3fare | ) (3 9 22) 
(n* — 4)en Ta]. (3.5.23) 
经 典 场 方 程 见 3.7 A. 
0 BAA ES No, gn, kn, Jn 是 独立 的 , 所 以 零 能 梯 定 褒 方 程 
Hy =0 (3.5.24) 


可 分 解 为 动量 约束 和 W-D 方程 . 由 于 动量 约束 是 线性 的 , 所 以 算 符 的 阶 数 是 很 明 
RIN. 于 是 得 到 


sr taf | 4n -92 98 9 
H y= 3° ‘ae an+ -2L D Ja ab, 3 fn 56 W=0, (3.5.25) 
O © 
V n — nr 2 — 一 -一 一 
H",V=e Ee + 4(n* 一 4)cn A y = 0 (3.5.26) 


对 于 每 一 个 n, 一 阶 哈密 顿 H 给 出 一 组 有 限 维 二 阶 微分 方程 .为 了 所 需要 
的 近似 , 我 们 可 以 增加 一 些 8/8a 的 线性 项 , 它们 的 影响 可 以 用 ec HERUR 
来 补偿 , 不 会 影响 不 同 观测 的 相对 几率 . 因此 , 我 们 可 以 忽略 这 些 不 确定 性 和 这 样 
一 些 项 


最 后 , 我 们 得 到 一 个 无 限 维 二 阶 微分 方程 


[Hjo +X (PH +H, +H) Y =0. (3.5.28) 
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AP Ho 是 未 受 扰动 的 弗 里 德 曼 小 超 空 间 模 型 的 W-D 方程 中 的 算 符 


Hyp = <e-30 © + €°% m7" — ee (3.5.29) 
o= 5 ða Og? ™ a 
以 及 
1 _ 1 10(n* — 4) 0° 
Sn _-,-3a) | —_2 2| ~~ | 
Pl2 -7° | | gon E 可 ða? 


+m e Sa — EmA aly (3.5.30) 
“AY -=e | — (nf — 4)c? (o2 + S) — =~ a 

一 8cn + (n? — 4)c* (2e** 一 Gesem?g?) , (3.5.31) 
Hi -ie —d* (102 + 6 一 r - 8dn= _ 

+ do |(n* + 1)e** — 6e°*m* | | (3.5.32) 


(3.5.28) 称 为 主 方程. 它 不 是 双 曲 线 型 的 , 因为 在 每 个 SH 都 有 正 的 二 阶 导数 
,在 Ap 中 也 有 正 的 二 阶 导 数 -<， 但 是 可 以 用 动量 约束 (3.5.25) 代 换 对 an 


Oa2 
的 偏 导数 , 然后 解 关于 on = 0 的 方程 . 同样 , 用 (3.5.26) 代 换 对 cn 的 偏 导 数 , 然 
后 解 关 于 cn = 0 的 方程 . 这 样 , 便 可 得 到 一 个 关于 fn 的 双 曲 方程 ,如果 知道 了 


an = 0 = cn 的 波 函 数 , 便 可 利用 动量 约束 计算 an, cn 其 他 值 的 波 函 数 . 


3.6 ”三维 球面 上 的 谐 函数 


本 节 我 们 详细 讨论 三 维 球 面 S 上 的 标量 、 天 量 和 张 量 哈密 顿 的 一 系列 性 质 . 
S3 上 的 度 规 为 Nij, 所 以 线 元 为 


dl? = 0,;dz'dz) = dy” + sin? x(d6? + sin* 6d¢*). (3.6.1) 
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附 标 中 用 一 小 竖 表 示 对 于 度 规 Q 的 协 变 导数 . 附 标 i, j,k 的 升降 均 用 度 规 R. 
1. FRE BK 


标量 球 谐 函 数 OT, (x,9,¢) 是 S 上 拉 普 拉 斯 算 符 的 本 征 函 数 , 于 是 满足 本 征 
方程 


Qn 一 —(n* p 1Q™, n = 1,2,3, (3.6.2) 


的 一 个 线性 组 合 , AP AP 是 一 组 任意 常数 Qin 的 显 式 为 


Qim (Xx,0,9) = — IT" (x Yim (0, $), (3.6.4) 
其 中 Ym(9,9) 是 二 维 球面 S? 上 通常 的 球 谐 函数 , II?(x) En (Don) RM R 
数 , RERA QO, 对 于 5S3 上 任意 标量 场 的 展开 , 构成 一 完全 正 交 集 . 


2. KE BM 
BREE RABE S 上 拉 普 拉 斯 算 符 的 矢量 本 征 函 数 , 于 是 它们 满足 本 征 方程 


Si = —(n?-2)S™, n=2,3,4,-:- (3.6.5) 
和 横 条 件 
Gm =o. (3.6.6) 
(3.6.5) 和 (3.6.6) 的 最 一 般 的 解 是 
gi) (x, 9, p) = 3 > Bim | (S; Yim ( (x, 9, p) (3.6.7) 


/一 1 m=—1 


的 线性 组 合 , 式 中 Br 是 一 组 任意 常数 . (5;)% 的 显 式 在 文献 [19] 中 给 出 , 那里 
还 指出 , 可 按 奇 的 或 偶 的 将 其 分 类 . 这 样 , 我 们 有 两 个 线性 独立 的 横 矢 量 谐 函 数 59 
和 Se. 

利用 标量 谐 函 数 Qn? 可 以 构成 第 三 个 天 量 谐 函数 (Pin 


P; = 


可 以 看 出 , REBAR P, 满足 


这 三 个 矢量 谐 函数 S, Se M P, WS 上 任意 矢量 场 的 展开 构成 一 完全 正 交 系 . 
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3. RE Bw 


”无 迹 的 横 张 量 谐 函 数 (Gu) (x, 9, ¢) 是 S3 上 拉 普 拉 斯 算 符 的 张 量 本 征 函 数 ， 
于 是 满足 本 征 方 程 


(3.6.10) 


(3.6.11) 


(3.6.12) 


AP Gin AY ALES E BL. 和 矢量 的 情况 类 似 他 们 也 可 以 分 为 奇 的 或 偶 的 . 
利用 天 量 谐 函数 (SP)im 和 (SE), 可 构成 无 迹 张 量 谐 孙 数 (Sh )im 和 (S$) 
奇 的 和 侦 的 均 为 ( 隐 去 附 标 1, m,n) 


Sij = Sip + Syli. (3.6.13) 
由 于 5; 是 无 迹 的 , 故 St = 0. BA, Si; 满足 
Si = —(n? 一 4)95 (3.6.14) 
Si =0, (3.6.15) 
Siig = —(n? — 6) Sij. (3.6.16) 


利用 标量 谐 函 数 OF, 可 以 构成 两 个 张 量 (Qi;)B, 和 (Piz) Rn (Pt AER n, 1, m) 


1 
Pij = 72 a 7 lig + 


P; 是 无 迹 的 , Pi = 0. Ab, CME 


1 
3 iQ, n = 2,3,4. (3.6.18) 


j 2 
k 
Pri 一 一 (7 一 7) Pi, (3.6.20) 
ig _ 2) 9 
P;; = a(n —4)Q. (3.6.21) 


pL 上 六 个 张 量 谐 函 数 Qi, Py, S9, Ss, G9 和 Gs, 对 于 以 上 任意 对 称 二 阶 张 量 
场 的 展开 构成 一 完全 正 交 系 . 
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4. 正 交 归 一 性 


标量 、 矢 量 和 张 量 谐 函 数 的 归 一 性 是 由 正 交 关系 式 决定 的 . 用 dy 表示 S? 上 
的 标量 体 元 , 即 


du = dsz(det 2,,)'/* = sin x sin 0dydéd¢. (3.6.22) 

Qn 是 归 一 化 的 , 即 
| Qin QP = 8" 8 Sm’. (3.6.23) 

这 表明 
oy 1 
| APIP m = 8" Bur Bram! (3.6.24) 
/ 2 n° 一 4 

| AMP (PY oy = 8" bw Byam (3.6.25) 


| dul Siye (SNE = Ò” 81 Smm. (3.6.26) 
这 表明 
| du(Su in lS” yr, = 2(n2 — 4)8"" ôw Smm’- (3.6.27) 


| du(Gis in (GV 一 Òr” Oy Om (3.6.28) 


3.7 EH BAGH TE 
作用 量 (3.5.8) 即 


I = Ip(a,¢,No) + Ù In: (3.7.1) 
AP Ip 为 未 受 扰动 模型 的 作用 量 (3.4.2): 
Io = -> | dtiNoe* 入 er“ 一 £ +m’ |., (3.7.2) 


I, = [aez +L"). (3.7.3) 
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2 
2 1 1 1 1 
L (n? — Z [n24 2 _4 
ton | (n iin +3 (n +5) an N | 3734" + (n val 
2 


1 eda nz —4. | 
et ee b2 + (n? — 4)é2 + d2 


一 4 . l , 
-a Onn + 8(n? 一 4)cncn 十 Sdn 


ta? |—202 + 6 Ti + 6(n? — 4)c? + 6d? 
» n n2 — 1 n n n 
+ gn [2Ġån + å’ (3an — gn)| 
-o 2 . 2 n? —4. 2 . > 。 。 
+e kn (— Sin 一 37247" + T — 2(n — enin | (3.7.4) 


Lm =Z Noe" | allt + 6an fno) — m (f? + 6an fne) 
0 
ee(n? — 1) f2 + (每 - -mg o- Pg 


2 
— 4(n* 一 4)c2 一 id z g4 一 On (on fn 


fno 


+ 3m and? + 2575 + ) — 25y Fkn fad l- (3.7.5) 


Na 和 No 的 表达 式 为 


3a 2 


{8+ |- anån + Pa 


2 一 1 


e 
No 


To = 


十 A(n? 一 4)cncn + tdndn +a 3 | 一 a2 


n 


2 _ 
+ ny + 6(n? — 4)c? + od 
1 
+ Din ån + Q(3an 一 gn) + se hn } (3.7.6) 


eo f. : 3 n? —4 
To = a {ot > Bann E — 45 bn 
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~ A(n? — 4)c2 — ad, ) + 2 bo? — gn(fn + 3an¢) — e7% kn fa oar 


由 作用 量 原理 , 将 作用 量 (3.7.1) 分 别 对 每 一 个 场 作 变 分 , 便 得 到 经 典 场 方 程 , 分 别 
对 a M p RER, 得 到 两 个 场 方程 


d | 1 do da dø 9 9 
一 | 一 一 — — 2 阶 项 7. 
Now Tilti r+ Nom 9 了 项 ， (3.7.8) 
No —| 4362 — N2e-2a — 2 (6 + @— Nee 2% + N*m*¢*) = 2 Br, (3.7.9) 
dt | No 2 
分 别 对 扰动 an, bn, Cn, dn 和 fn RRA, 得 到 五 个 场 方程 
N d 3a An Lio 2 a 3a Ar2 2 
o— le + —(n* — 4)Nje*(an + bn) + 8e°" (dfn — Nom Efn) 
dt No 3 
=Né |3e°%m*d" 一 1 in? + 2)e™| gn + e àin 一 ae eza Kn (3.7.10) 
o 3 n ”3 dl Nol’ 
d 3a On 1 2 2 CQ 
Now, | h 3 (n 1)Noe* (an + bn) 
1 5 9 1. d | sakn 
= (n^ 一 “dn = —No— |e" — | , 11 
+ 3 (n 1)Nge%g 3 Noe e | (3.7.11) 
d | 3, Cn d | 9, Jn 
— {ese 7 | = — | eta tt 12 
dt e =| dt e A (3.7.12) 
No 3a dn + (n? —1)Née"dn = (3.7.13) 
dt No 
Nm esa In + 3e°" ba, + Né me 十 (n* 一 1)e | fn 
dt No 
—e3* (—2N2m7dgn + pon — e pkn). (3.7.14) 


在 推导 方程 (3.7.10)~(3.7.14) 过 程 中 , 利用 了 场 方 程 (3.7.8)~(3.7.9), 并 上 略 去 了 扰动 
中 的 三 阶 项 . 

Sy HUNT PLAS BAA FEL kn, jn, gn 和 No 取 变 分 , 得 到 一 组 约束 . Wk, M jn W 
变 分 , 得 到 动量 约束 


. 570 - 第 3 章 宇宙 结构 的 起 源 


对 gn 取 变 分 , 得 到 线性 哈密 顿 约束 


3an(—å? + $?) + 2(bfn — Gdn) + Nm? (2fnd + 3an¢”) 


-5 ae” 70 G — 4)b,, + (r + 3 an = Ge" tkn + 29n(—a? + 7). 
(3.7.17) 
最 后 , 对 No 取 变 分 , 得 到 哈密 顿 约束 , 我 们 把 它 号 为 
(3.7.18) 
由 于 扰动 模式 之 间 不 存在 耦合 , 所 以 波 函 数 可 表示 为 形 如 
YW = Re | Yo(a, 9) Ji yp”) (a,b, An, bn, Cn, dn, fn) | = Re(ce") (3.8.1) 


的 项 的 和 , AF S 是 a 和 的 剧变 函数 , C 是 所 有 变量 的 缓 变 函 数 . 把 (3.8.1) 代 
入 主 方程 (3.5.28), AR v 得 到 


2Wo 2 (nr) | . 

É dáš 3.8.2 
V2 Po V2 Y HY sg B 
BA bs s+ OE teva g) = 


AP V3 为 小 超 空 间 度 规 f6。 = e8*diag(—1,1) HBR, 点 积 也 相对 于 这 
一 度 规 . 

一 个 单位 的 扰动 模式 在 (3.8.2) 的 第 三 、 第 四 项 中 不 给 出 有 意义 的 贡献 ， 因 此 ， 
这 些 项 可 代 之 以 


为 使 ansatz(3.8.1) 有 效 , 必须 使 (3.8.2) 中 与 ob cn du fn 有关 的 项 均 为 零 . 这 


表明 


V2" yn). (3.8.4) 


1 ] 
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V2 Pi) 
式 中 7 于 6 


在 相 S 剧烈 变化 的 区 域 , (3.8.4) 的 第 二 项 与 第 一 项 相 比 可 以 略 去 . 还 可 以 用 
85/6a,85/69 AVE HR 中 的 xo, mo. RB x° = f%05/0q" 可 看 作 < 一 , 其 中 
WKB 近似 Y 对 应 于 经 典 弗 里 德 曼 度 规 的 时 间 参 量 这 样 , 沿 看 天 量 场 xe 的 矢量 


线 , 对 于 每 一 个 模式 得 到 一 个 与 时 间 有 关 的 蔡 定 去 方程 


ay”) 
i— = Hi g), (3.8.6) 


方程 (3.8.5) 可 看 作 二 维 小 超 空间 模型 的 W-D 方程 , 其 中 有 一 个 由 扰动 引起 的 
附加 项 SJ- J. 为 了 使 / 有 限 , 需 减 去 与 宇宙 常数 4 的 重 整 化 相对 应 的 HB 基态 
能 量 (也 可 以 利用 普 朗 克 质 量 n, 的 重 整 化 ) 


可 以 把 ov) 写 为 
p = pM (a, 的 an, bn, fn) P (a, b, cn)" VY" (a, Q, dn). (3.8.7) 
式 中 S y(n) V y(n) 和 T y(n) 分 别 满足 SHn,Y H? 和 TH? RB Re 17. 
39 边界 条 件 
我 们 希望 能 找到 与 
P (hij, B) = | dloyn al] expl -Â (3.9.1) 


对 应 的 主 方程 的 解 . 式 中 积分 沿 所 有 紧 致 四 维度 规 和 以 三 维 超 曲 面 5 为 边界 的 物 
质 场 . 如 果 令 参数 a 为 绝对 值 足够 大 的 负数 , 而 保持 其 他 参数 不 变 , 则 欧 氏 作用 量 
7 将 按 eza 规律 趋 于 零 . 因此 , 我 们 期 望 当 a 趋 于 负 无 穷 时 ,到 BTS. 

可 以 从 路 径 积 分 (3.9.1) 估计 扰动 WO 的 标量 、 矢 量 和 张 量 部 分 SM) V gi) 
和 Tw”) 的 形式 . 取 四 维度 规 go 具有 背景 形式 


ds? = o? (—N?dt? + e704 d0?), (3.9.2) 


标量 场 © 为 olt), 再 加 上 一 个 由 含 t 的 变量 (an, bn, fn), Cn, In 描述 的 扰动 . 为 了 使 

四 维 背景 度 规 是 紧 致 的 , 当 a 一 —00 时 度 规 须 是 欧 氏 的 , 即 当 a 一 -oo 时 N 必须 

为 纯 负 虚数 , 此 时 取 作 t = 0. 在 度 规 为 洛 伦 兹 的 区 域 , N 将 是 正 实 数 . 为 了 使 欧式 

空间 到 洛 伦 效 空间 的 变换 是 光滑 的 , ON 为 iei 的 形式 ,t= 0 时 j=0. 为 了 使 

t = 0 时 四 维度 规 和 标量 场 是 正常 的 , 就 必须 使 t= 0 时 an, bn, cn, dn 和 fn WAS. 
张 量 扰动 d, 有 欧 氏 作用 量 


1 


Th, = 5 | dtd a, 十 边界 项 . (3.9.3) 
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式 中 
sQ 
TD = -$ (S) + iNoe*(n* — D) + 和 Noe™® Fa 
3 5 397 307 d G 
2 g - 2(iNo)? 2(iNo)2 iNodt (S) | (3.9.4) 
如 果 背 景 度 规 满足 背景 场 方程 , WEAR WAS. 当 dn WEA 
“Dad, =0 (3.9.5) 


时 , TEAR BOR PIF 


Tyrol — AN, eo (dndn + 4åd?) (3.9.6) 
按 dn 的 路 径 积 分 为 
| alan, exp(—T fn) = (det'D)~1/? exp(—T ÎS). (3.9.7) 
沿 不 同 的 背景 度 规 积分 (3.9.7), 便 得 到 波 函 数 TOO, 我 们 期 望 主要 贡献 来 自 
于 经 典 背景 场 方程 的 解 相近 的 背景 度 规 . 对 这 些 度 规 可 采用 一 绝热 近似 , + a 为 时 
间 t 的 缓 变 函 数 . 这 样 , (3.9.5) 的 满足 边界 条 件 t = 0 时 dn =0 HRA SA 
dn = Ale” —e""). (3.9.8) 
式 中 一 ec (n? 一 1)1/2,7 = | iNodt 
RPL FE RF | 
元 ne ~ (3.9.9) 
的 背景 场 是 成 立 的 . 一 个 正常 的 欧 氏 度 规 , 在 t = 0 附近 有 
la /No| 一 ee 


如 果 度 规 是 背景 场 方 程 的 一 个 欧 氏 解 , WA |c/No|l < e-*. 这 个 绝热 近似 当 n EB 
大 时 成 立 , 在 相应 区 域 中 背景 场 方程 的 解 是 洛 伦 效 的 , 可 采用 WKB 近似 . 这 样 , 波 
KA To”) 可 写 为 


2 
Ty") = Bexp |- ne coth(vr) + ae a . (3.9.10) 


在 欧 氏 区 域 , + 是 正 实数 . 4 n 很 大 时 有 coth(vr) = 1. 在 采用 WKB 近似 的 洛 伦 
AKR, + 是 复 的 , 但 仍 有 正 的 实 部 ; 当 n 很 大 时 coth(vr) 仍 将 近似 为 1. 因此 有 


(3.9.11) 
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归 一 化 常数 B 可 取 为 1. 于 是 除了 一 个 相 因 子 之 外 , 引力 波 模 式 在 WKB 区 域 处 于 
现在 考虑 波 函 数 的 天 量 部 分 VO, 这 是 一 个 纯 规 范 , 因为 c, 可 由 jn, 参量 化 
的 规范 变化 给 予 任何 值 . 这 个 规范 变换 的 可 能 性 可 由 约束 


e ~ = + 4(n? 一 ten w=0 (3.9.12) 
看 出 . 积分 上 式 得 到 
V(a, {cn}) = Vla—2 S (n? — 4)c*, 0], (3.9.13) 


这 里 隐 去 了 对 其 他 变量 的 依赖 性 . 也 可 以 用 i(0S/da)v RE OW /Oa. 这 样 便 可 解 
出 Vw") 
V gln) = exp 2i(n? —A)c A . (3.9.14) 


标量 扰动 包括 张 量 扰 动 和 矢量 扰动 行为 的 组 合 . 前 节 给 出 了 作用 量 的 标量 部 
分 , 它 取决 于 经 典 场 方程 (3.8.10), (3.8.11) 和 (3.8.14) 的 解 . 这 三 个 方程 有 一 个 3 
参数 解 族 , 满足 边界 条 件 t=0 时 a, = bn = fa = 0. 还 有 两 个 约束 方程 (3.8.15) 和 
(3.8.17), WIV TAME kr Alo, 参量 化 的 规范 目 由 度 . 对 于 方程 (3.8.10), (3.8.11), 
(3.8.14), (3.8.15) 和 (3.8.17) 的 解 , 欧 氏 作用 量 为 


Srcl _ 1 3a n*— 4 ; 
IA {= anån + Ty nbn + fad 
2 
+Q -a + a(n — 4 a + 39an fn + Jn(Aan 一 fn) 
1 a n? —4 
— a" kn an + | | (3.9.15) 
这 里 利用 了 背景 场 方 程 


令 gn = kn = 0 的 规范 是 最 简单 的 . 但 这 样 我 们 找 不 到 一 个 4 维 紧 致 度 规 满足 
上 面 三 个 场 方 程 和 两 个 约束 方程 . 令 an = bn = 0, ARITE (3.8.15) 和 (3.8.17), 
得 到 
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=e?*(—2N2m7 don + b4n — e7 “bkn). (3.9.18) 
4 n 很 大 , 可 再 次 利用 绝热 近似 来 估算 o| > 1 时 (3.9.18) 的 解 : 
fn = Asinh(vr). (3.9.19) 
式 中 v? = ee(n? — 1). 因此, 对 于 这 些 模式 有 
SPO (a, $,0,0, fa) = exp |—5ne*f2— iSS anfn| (3.9.20) 


这 是 基态 形式 (只 差 一 个 小 的 相 因子 ). 4a, 和 b RASH, So 的 值 可 由 积分 
约束 方程 (3.5.25) 和 (3.5.27) 得 到 . 

张 量 和 标量 模式 从 它们 的 基态 开始 , 但 要 除去 n 很 小 的 情况 . 天 量 模 式 是 纯 规 
范 的 , 因此 可 以 忽略 . 所 以 总 的 扰动 能 量 为 


当 不 考虑 基态 能 量 时 , 这 一 总 扰动 能 量 是 很 小 的 ， 又 因为 E = i(V2S)-J. AP 
J= V29, BOA J 也 很 小 . 这 表明 波 函 数 Vo 满足 未 受 扰 动 的 小 超 空 间 模型 的 


W-D 方程 . 相 因子 9 近似 为 -iln Wo. 然而 均匀 标量 场 模式 o 将 不 再 从 它们 的 基 
态 开始 . 这 有 两 个 原因 : 第 一 , t = 0 时 的 规则 性 要 求 a =bn = cn = dn = fa = 0, 
ERER y = 0; 第 二 , $ 的 经 典 方程 具有 频率 为 常数 m 的 阻尼 振荡 形式 . 这 表明 
绝热 近似 在 很 小 的 上 内 是 不 成 立 的 , 经 典 场 方程 的 解 y 近似 为 常数 . 这 些 解 的 作用 
量 很 小 , 大 的 jg| 值 也 不 衰减 . 因此 , 从 大 的 lol 值 开始 的 WKB 具有 很 大 的 几率 
他 们 对 应 于 那些 有 一 个 长 的 暴 胀 期 而 后 又 回 到 物质 为 主 膨胀 型 的 经 典 解 ， 在 含有 
小 静 质 量 的 其 他 场 的 模型 中 , 物质 可 在 有 质量 标量 场 的 振荡 中 分 解 为 具有 热 谱 的 光 
子 . 然后 , 此 模型 像 辐射 为 主 的 宇宙 那样 膨胀 


3.10 ”扰动 的 增长 
ERIN AL BF AE Vg AE 
OT z? (n) HRT go 
= ee + dy, |10 (25) +6 ol (3.10.1) 
_ BE _ Bn aT + d2 [(n? + 1)e** — 6e°%m*¢*| | (3.10.2) 
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BATA TO) BA 


T 

T y(n) = exp(—2a) exp 25 5a yi (3.10.3) 

利用 W-D 方程 的 WKB 近似 , 得 到 

(n) T 
oe = =e -2 + dÊ (n? 一 Let py” (3.10.4) 
这 样 ， 上 式 具 有 频率 为 v = (n? - 1) Pee HiT RES AEE. PSK 
数 To 处 于 基态 , 而 且 频 率 v 比 & 要 大 . 在 这 种 情况 下 , 可 利用 绝热 近似 来 说 明 
TU) 保持 在 基本 状态 

py” ~ exp (ee 人 (3.10.5) 
Surat, 绝热 近似 失效 . 此 时 引力 波长 在 暴 胀 期 等 于 视界 尺度 , RASH 
T p) ~ exp (ane é) . (3.10.6) 


式 中 a 是 模式 超出 视界 范围 时 的 a 值 . Ree TO 将 保持 (3.10.6) 的 形式 , E 
到 模式 再 进入 物质 为 主 或 辐射 为 主 时 期 的 视界 , 此 时 a 取 大 的 值 ae. 于 是 可 以 对 


(3.10.4) 再 次 用 绝热 近似 , 但 TO 不 再 处 于 基态 , 它 将 处 于 多 个 高 激发 态 的 又 加 . 
这 是 引力 波 模 式 中 基态 涨 落 的 放大 现象 


标量 模式 的 行为 和 上 面 讨论 的 很 相似 , 但 由 于 规范 自由 度 的 原因 , 它们 的 接 述 
是 相当 复杂 的 ， 前 面 我 们 曾 用 路 径 积 分 的 方法 估算 了 an = bn = 0 时 的 波 函 数 
.在 绝热 近似 适用 时 , 所 找到 的 基态 形式 是 有 效 的 ; 但 当 绝 热 近似 不 再 适用 时 ， 
即 当 波 长 超出 暴 胀 期 视界 范围 时 , 这 种 有 效 性 也 就 不 复 存在 了 . 为 了 讨论 随后 波 函 
数 的 行为 , 采用 一 阶 哈 密 顿 约束 (3.5.27) 来 估算 当 an £0, bn = fn = 0 时 的 St 
的 值 是 比较 方便 的 . 我 们 得 到 


Sy") (a, $, dn, 0,0) = Bexplica2]s WH™ (a, $, an). (3.10.7) 
归 一 化 因子 B 和 相 因 子 c 依赖 于 a 和 6, 但 不 依赖 于 an 
1 /6S\ |/0S\” 1 » 


当 模 式 的 波长 等 于 暴 胀 期 的 视界 线 度 时 , 波 函数 PU) 具有 形式 


n l _ 
> pi ) 一 exp Gus ezara ) . (3.10.9) 
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AF y, 代表 模式 超出 视界 范围 时 y = (0S/0a)(0S/0¢)—! 的 值 , ys = 3¢,. 更 一 般 
地 , ESA Ve 的 标量 场 的 情况 下 , y = 6V(8V/809)-1. 
jE bn = fa = 0 tiie SH, 且 分 别 用 动量 约束 (3.5.25) 和 一 阶 哈 


密 顿 约束 (3.5.27) 代 换 二 — - 和 om 可 以 得 到 Su HETET 


式 中 忽略 了 -二 阶 项 与 - 比较 , 项 ee(85/6a) 习 是 很 小 的 ， 但 在 背景 解 的 最 大 


REMIT BA Sb. Spi? RITES Ty” 的 方程 [ 即 (3.10.4)] 很 相似 , 只 是 动 
力 项 乘 以 一 个 因子 y, ATR y. 因此, 我 们 希望 对 视界 范围 内 的 波长 , s 加” 


有 基态 形式 exp -av ee ) 像 (3.10.9) 那样 . 另 一 方面 , 当 波 长 超出 视界 范围 


时 , REED (3.10.10) 表明 了 TW" 将 以 (3.10.9) 的 形式 冻结 , 一 直到 模式 再 进入 
物质 为 主 时 期 的 视界 范围 . 即使 宇宙 的 状态 方程 到 达 波 长 超出 视界 线 度 的 辐射 为 主 
时 期 , Sul? 仍然 将 保持 为 (3.10.9) 的 形式 . 标量 模式 的 基态 涨 落 放大 , 其 方式 与 张 
量 模式 的 相似 . 在 重 返 视界 范围 时 , 标量 模式 的 均 方 根 涨 落 (在 规范 刀 = 太 =0 的 
条 件 下 ) 要 比 同样 波长 的 张 量 模式 的 均 方 根 涨 落 大 一 个 因子 yx. 
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在 天 量 场 X 的 天 量 线 上 一 给 定点 , 即 在 作为 经 典 场 方程 解 的 痛 景 度 规 中 给 定 
的 a 和 内 由 了 四 ”和 s$ 辆 ”可 以 计算 观测 到 不 同 的 d 和 an 值 的 相对 几率 . K 
际 上 , 对 $ 的 依赖 性 是 无 关 紧 要 的 , 可 以 忽略 . PRR] Ar OM RR A) 
性 的 不 同 量 的 几率 , 并 把 这 些 预言 与 观测 上 限 进行 比较 . 

张 量 和 标量 扰动 模式 在 a 值 很 大 时 处 于 高 激发 态 . 这 表明 我 们 可 以 把 它们 的 
发 展 作为 一 个 整体 演化 来 处 理 , 演化 取决 于 d,, 和 a, 初始 时 的 经 典 运动 方程 . d 


和 in 的 初始 分 布 分 别 正比 于 | 本 ”ra TUS) 和 SUS mo, SU)” |. 当 模 式 重 返 


视界 内 时 , 分 布 集中 在 dy = ån = 0 处 . 

n 二 fn = 二 0 的 超 曲 面 为 暴 胀 期 金边 解 的 常 能 量 密度 面 . 根据 局 部 能 量 守恒 , 在 
骏 胀 期 后 它们 仍 保持 为 长 能 量 密度 面 , 此 时 能 量 由 均匀 背景 标量 场 $ 的 相关 振荡 
决定 . 如 果 标 量 粒 子 分 解 为 光子 , 并 把 宇宙 加 热 , 则 bn = fn = 0 的 面 是 等 温 面 . 这 
IF, 微波 背景 最 稀 玖 的 面 将 是 温度 为 工 , 的 超 曲 面 . 可 以 认为 , 微波 辐射 是 从 这 个 面 
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传播 到 地 球 的 . 因此 , 观测 到 的 温度 将 是 

ls 
1 十 2 
式 中 z 是 上 述 超 曲 面 的 红 移 , 不 同方 向 上 的 2 不 同 将 引起 观测 到 的 温度 不 同 , (1+z) 


的 表达 式 为 


Ty = (3.11.1) 


1 +z = Un,. (3.11.2) 


短程 线 的 切 矢量 . 沿 着 观察 者 的 过 去 光 锥 ,可 以 计算 ln, 的 演化 
d 


了 — [l ny] = npl Ë. (3.11.3) 
和 为 零 短 程 线 上 的 仿 射 参 量 , n,,, 的 非 零 分 量 为 
Nij =% |åNij + 2 (ån + Gan) 3 = Q+ 2 n + åbn)Pij + > (dn + odn)Gi; | . 
Í (3.11.4) 


我 们 采用 的 规范 中 , 在 视界 上 尺度 上 ，(3.11.4) 中 主要 各 向 异性 项 是 含有 aa, M 
Gd, 的 那些 项 . 他 们 给 出 具有 形式 


((AT/T)?) = (a) BK & (d) (3.11.5) 


温度 各 向 异性 , 在 视界 尺度 上 , 对 各 向 异性 有 贡献 的 模式 数目 具有 n3 的 量 级 . 我 们 
得 到 


(a2) = yin le “o*, (3.11.6) 
(d) = ntete, (3.11.7) 

HA [a] FP PEAY ERR HMEN, 由 此 得 到 
((AT/T)*) ~ yên e e, (3.11.8) 


于 是 nee a às ZFREMARE HSS AUE. ((AT/T)?) 的 观测 上 限 为 1078, 
这 要 求 哈 勃 常数 小 于 5 x 10-5m,, 从 而 限制 标 场 的 质量 小 于 1014GeV. 这 就 是 说 ， 
如 果 标 量 场 的 质量 为 1014GeV RE), 则 我 们 讨论 的 扰动 (由 初始 基态 增长 起 来 的 
扰动 ) 便 与 微波 背景 辐射 的 观测 结果 相符 . 

前 面 我 们 计算 了 常 时 间 、 常 密度 超 曲 面 的 标量 扰动 . 在 那样 的 规范 里 , 没有 密 
度 变化 . 但 是 我 们 可 以 对 an = bn = 0 的 规范 作 一 个 变换 , 当 波 长 进入 视 弄 范围 时 ， 
a YK A 


((Ap/p)?) ~ y- a? (3.11.9) 


HF y 和 as 仅 以 对 数 形式 依赖 于 扰动 的 波长， 于 是 上 式 给 出 一 个 大 范围 的 密度 涨 
落 谱 . 这 些 密度 涨 落 可 以 按 经 典 的 场 方程 演化 , 直到 能 够 解释 银河 系 和 我 们 观测 到 


的 其 他 宇宙 络 构 的 形成 


第 九 篇 Brans-Dicke 理论 和 膜 宇宙 


本 篇 第 1 章 讨 论 Brans-Dicke 的 标量 - 张 量 引力 理论 , 它 在 弦 宇 宙 理 论 中 有 重 
要 意义 . 除了 标量 - 张 量 力 引 理 论 以 外 , 还 有 多 种 非 爱 因 斯 坦 引力 理论 , 也 者 经受 了 
迄今 为 止 所 有 的 观测 实验 的 检验 . 限于 篇 幅 , 不 能 详细 叙述 , 有 兴趣 的 读者 可 参阅 
《黑洞 物理 学 》 第 四 篇 ( 王 永 久 , 2000). 本 篇 第 2 章 讨论 高 维 时 空 和 膜 宇宙 模型 , 以 
MERE AG H F E Ps BO] a. 
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1.1 物理 基础 


在 广义 相对 论 出 现 以 前 , 物理 学 家 对 于 空间 性 质 的 认识 有 两 种 根本 不 同 的 观 
FA. 第 一 种 观点 可 以 从 牛顿 的 绝对 空间 追溯 到 19 世纪 的 以 太 理 论 . 第 二 种 观点 认 
为 空间 的 几何 和 惯性 的 性 质 依赖 于 它 所 包含 的 物质 ， 如 果 没 有 任何 形式 的 物质 存 
E, 谈 空 间 的 性 质 是 怠 无 意义 的 . 按 第 二 种 观点 , 物体 唯一 有 意义 的 运动 是 相对 于 
宇宙 中 其 他 物质 的 运动 . 这 一 观点 可 追溯 到 马赫 (Mach) 原理 . 按照 马赫 原理 , 在 一 
个 加 速 实验 室 (局 部 空间 ) 中 观察 到 的 惯性 力 效 应 可 以 解释 为 远 处 相对 于 实验 室 加 
速 运动 的 物质 所 产生 的 引力 效应 . 在 广义 相对 论 中 这 一 表述 并 不 完整 . 广义 相对 论 
认为 物质 的 分 布 影响 空 - 时 几何 性 质 , 但 是 几何 性 质 并 不 由 物质 的 页 献 唯一 确定 . 

设想 一 个 同 太 阳 目 由 下 落 的 实验 物体 , 选择 一 个 相对 于 物体 没有 加 速度 的 坐标 
RR. 在 这 一 坐标 系 中 , 可 认为 太阳 的 引力 被 男 一 个 “引力 ”所 平衡 . 当 所 有 万 有 引力 
部 加 倍 时 , 与 之 平衡 的 “引力 ”也 会 加 倍 , 平衡 不 会 破坏 . 因此 , 宇宙 中 质量 分 布 可 
以 确定 加 速度 , 但 是 和 引力 相互 作用 的 强度 无 关 . 设 太阳 质量 为 ms, 其 距离 为 7, 按 
牛顿 引力 理论 , 实验 物体 的 加 速度 为 


(1.1.1a) 
万 一 方面 , ABAD, 考虑 到 质量 的 页 献 , 加 速度 应 具有 形式 


m Rc? 
Mr? — 
AF, M 是 可 见 宇宙 的 确定 质量 , R 是 可 见 宇 宙 的 边界 半径 . 比较 加 速度 的 两 个 表 
IATL, 得 到 


ad N 


(1.1.1b) 


n] (1.1.2) 


这 一 关系 式 只 具有 数量 级 的 意义 , 但 是 它 表明 有 两 种 选择 : 第 一 种 是 比值 = 由 理 


论 给 出 , 而 质量 分 布 由 广义 相对 论 场 方 程 的 某 个 边界 条 件 给 出 ; 第 二 种 是 局 部 观察 
的 引力 常数 G 是 随 位 置 变化 的 , 它 的 值 决定 于 观察 点 附近 的 质量 分 布 . 第 一 种 选择 
部 分 地 简化 了 对 质量 分 布 的 限制 . 

Brans-Dicke 的 理论 分 为 两 部 分 , 第 一 部 分 是 建立 符合 场 论 要 求 的 场 方程 , 第 二 
部 分 是 合适 的 边界 条 件 和 初始 条 件 的 表述 ; 使 理论 符合 马赫 原理 , 即使 空间 几何 前 
后 一 致 地 依赖 于 物质 分 布 . 
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1.2 ”上 度 规 场 方程 


所 要 建立 的 理论 不 完全 是 引力 的 几何 理论 , 引力 效应 一 部 分 是 几何 的 , 一 部 分 
是 由 歼 曼 流 形 中 的 标量 场所 描述 的 . 从 Eötvös 实验 证 实 了 的 等 效 原理 出 发 , 中 性 
试验 粒子 的 运动 和 广义 相对 论 中 的 一 样 , 是 一 条 四 维 空 - 时 中 的 短程 线 . PA 
时 考虑 到 , 假设 引力 常数 (或 主动 引力 质量 ) 随 位 置 变 化 , 在 自由 下 落 的 实验 室 中 观 
察 到 的 物理 规律 (不 含 引 力 ) 应 该 不 受 宇宙 其 余部 分 的 影响 . 

如 果 引 力 “ 常 数 ” 是 随 位 置 变 化 的 , 则 应 是 某 一 标量 场 的 函数 . 我 们 考虑 寻找 
这 一 标量 场 . 首先 想到 的 是 标量 曲率 R= g” Ru. 但 是 R 中 含有 上 度 规 张 量 的 梯度 ， 
随 帮 与 质量 源 的 距离 7 的 增 大 , CE ri 减 小 得 还 快 . 这 样 的 标量 主要 由 附近 质量 
分 布 决定 , 与 远 处 物质 无 关 . 

广义 相对 论 中 的 标量 场 不 符合 要 求 ,必须 引入 新 的 标量 场 ， 从 变 分 原理 出 发 ， 
自 先 要 构造 拉 格 天 日 密度 , 它 含 有 新 的 标量 场 $, o 的 形式 可 以 由 马 医 原理 作出 判 
断 ， 局 部 空间 以 外 的 物质 将 对 这 局 部 空间 内 的 惯性 力作 出 页 献 . 如 果 理 论 是 线性 
AY, 则 (1.1.2) 表明 上 述 贡 献 应 该 是 引力 常数 的 倒数 , 因此 应 该 取 


ona, (1.2.1) 


变 分 原理 表示 为 
s| 区 + OTL ag, gt t| yds =0 (1.2.2) 


被 积 式 中 的 前 两 项 相当 于 将 广义 相对 论 的 拉 格 朗 日 密度 除 以 G, 再 用 67! 代 换 G. 
b 的 量 纲 为 M.L-3.T?. 第 三 项 是 通常 的 标量 场 拉 格 朗 日 密度 , 引入 分 母 $ 是 为 了 
使 w 没有 量 纲 . 

容易 发 现 , 方程 (1.2.1) 中 含有 的 物质 场 拉 格 朗 日 密度 与 广义 相对 论 中 的 相同 . 
因此 , 在 给 定 的 外 部 度 规 场 gw P, 物质 的 运动 方程 和 广义 相对 论 中 的 相同 . 这 两 
个 理论 不 同 之 处 在 于 确定 gua 的 引力 场 方 程 , 而 不 是 给 定 度 规 的 物质 运动 方程 . 这 
样 , 与 广义 相对 论 一 样 , 物质 的 能 量 -动量 张 量 应 满足 


THY = 0, (1.2.3) 


(~—9)' 0], (1.2.4) 


此 处 已 假定 DL 不 明显 依赖 于 gu 的 导数 . 
在 (1.2.2) 中 对 o Alo, 变 分 , 得 到 6 的 波 方 程 


2.0 Od -一 办 + R=0. (1.2.5) 
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式 中 
Od = git = (—g) YP [(—g) 2b] py. (1.2.6) 
显然 , 拉 格 朗 日 密度 中 的 6R 和 4 项 是 产生 o 波 的 源 . 
在 (1.2.2) 中 对 gu 及 其 一 阶 导数 变 分 , 得 到 引力 场 方程 


] SI W 1 1 


Ruy 一 =9uv R = — T+ ga uP — 5Iuv,»P") + 5 (Pauw 一 guz 口 加， (1.2.7) 


上 式 右 端 第 一 项 是 通常 广义 相对 论 的 场 源 项 , 但 是 代替 引力 常数 G 的 是 可 变 引力 

BASH 6. 第 二 项 是 标量 场 的 能 量 - 动 量 张 量 , 也 由 -1 与 引力 耦合 . 第 三 项 来 

自 (1.2.2)R 中 度 规 张 量 的 二 阶 导数 . 当 右 端 只 有 第 一 项 时 , 与 爱 因 斯 坦 引力 场 方程 

的 不 同 仅 在 于 可 变 引力 常数 G _ 5) 
缩 并 (1.2.7), 得 到 


9 


Do = T. (1.2.9) 


场 方程 还 可 以 用 另 一 方法 导出 . 考虑 到 标量 场 $ 决定 于 宇宙 物质 分 布 , 所 以 p 所 满 
足 的 最 简单 的 协 变 场 方程 应 具有 形式 


Do = pT. (1.2.10) 


式 中 了 为 物质 场 能 量 -动量 张 量 , / 为 一 耦合 常数 . 注意 到 (1.1.2), 爱 因 斯 坦 引力 场 
方程 应 修改 为 
(1.2.11) 


(1.2.12) 
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+ (A+ 2B + Ce)” 9 + D(OG)* + COG". (1.2.14) 
将 (1.2.12) AFF, 并 注意 (1.2.10), 得 到 
R= -= (2 +(A+4B)¢'"¢., + (C+ 404) | | (1.2.15) 
KH RS, 的 定义 (附录 7) 得 
-$ARY = dix" — gi” = (D6)* — ODO(¢*). (1.2.16) 
由 (1.2.15) 和 (1.2.16) 可 得 | 
Ga 一 Ta db.y 
= O(¢") — (Oo)! + =O 6 +C+4 4D) Dp + (A + 4B)” óy) _ (1.2.17) 


4 
anc G +C + 1D) = —8n(A+ D4), 
ọ \# 
Anc* 
3 (A + 4B) = 8n (A, + Bo), 
0=A+2B4+C4. (1.2.18) 
此 方程 组 有 唯一 解 
4 4 
A= cw Ba _ ctw | 
SID lông 
C4 C4 ST 
— «§___ 一 一 -一 ~-- 一 。 1.2.19 
D 8T C Bm ” (3 + 2w)c4 ( 


AP w 是 一 个 无 量 网 稼 数 . 
将 上 式 代 入 (1.2.10) 和 (1.2.11) 便 得 到 场 方程 (1.2.9) 和 (1.2.7). 
当 w 之 1 时 , 由 (1.2.9) 可 知 


从 而 有 p=5+0(4)=4+0(2). (1.2.20) 
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AT $ 为 9$ 的 平均 值 , 由 (1.1.2) 知道 它 应 为 G-1. 将 上 式 代 入 场 方程 (1.2.7), 得 到 


1 
Ruy — =GuwR = — Tu — 0 (3) . (1.2.21) 


于 是 在 w 一 00 的 极限 情况 下 , 此 理论 退化 为 爱 因 斯 坦 引力 理论 . 
对 于 流体 , 能 量 -动量 张 量 可 表示 为 
Tjy = (€ + p)Upuy — pq9pw, (1.2.22) 


缩 并 后 得 
T = € — 3p. (1.2.23) 


式 中 e 为 随 动 系 中 物质 的 能 量 密度 , p 是 流体 中 的 压强 . 由 场 方程 (1.2.9) 可 知 , 要 
局 部 质量 对 o 的 贡献 是 正 的 , 即 附 近 物 质 对 局 部 空间 惯性 力 的 页 献 是 正 的 , 其 充分 
且 必 要 条 件 是 w 为 正 的 . 


13 平 直 时 宇 极 限 
和 广义 相对 论 中 的 情况 类 似 , 将 度 规 写 为 


Juv = Nu 十 huv, (1.3.1) 
AP my 是 闵可夫 斯 基 度 规 , ho 只 计算 到 一 级 近似 . 以 同样 方式 令 
d= po +6. (1.3.2) 


AF po = const., 与 质量 密度 同 数量 级 . 首先 推导 方程 (1.2.9) KSA. 可 以 用 
luv KF Juv 


(1.3.3) 


此 方程 有 推迟 解 


= — | —d°r. (1.3.4) 


AP T* 表示 T 在 推迟 时 间 的 值 . 
为 了 获得 场 方程 (1.2.7) 的 弱 场 解 , 和 在 广义 相对 论 中 的 情况 类 似 , 引入 坐标 条 
件 使 方程 简化 , 令 


On = Yuv pn”. (1.3.5) 
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方程 (1.2.7) 可 写成 和 & 的 一 阶 形式 


l 


— 9 (Dyyw — Ov — Ovu + Nuva, pNP) 


(1.3.13) 


(1.3.14) 


(1.3.15) 


(1.3.16) 


对 于 讨论 引力 频 移 效应 和 光线 偏转 效应 , 上 述 弱 场 解 已 足够 精确 . 但 是 要 讨论 
DUE IR BRICF goo 的 二 阶 近似 解 . 


引力 频 移 由 goo 确定 , 其 中 的 因子 ( +— 


3 + 2w 


) oo) 可 放 入 引力 常数 的 定义 
中 


l 
Go = 3? ( + wi z5) (1.3.17) 
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于 是 和 广义 相对 论 中 的 讨论 完全 相同 . 光线 偏转 的 计算 与 广义 相对 论 中 的 稍 有 不 
同 ， 它 由 gii/ Goo 确定 ， 容易 得 到 


3+2w4MGo 
4+2w Rc? ’ 


式 中 R 是 光线 到 引力 源 M 的 最 短 距 离 . 


1.4 球 对 称 时 空 


òl = 


球 对 称 线 元 与 为 


ds? = edt? — e?? (dr? +r?(d0? + sin?6d¢7)). (1.4.1) 


1+ B/r 
28 ap. B 4 /1_B Ir Tore DIN 
(1+ -) (aR) 
b= (55) (1.4.2) 
式 中 
v= fesp-e(1- tc)” ve 


Qo, Bo, Po; B 和 C 都 是 任意 常数 . 
AT a 4.2) 在 弱 场 近似 下 与 前 面 得 到 的 (1.3.13) (1.3.16) 一 致 , 必须 这 样 选 


_1 1/2 
~ A¥0 (==) (1.4.4) 


po 和 A 分别 由 (1.3.17) 和 (1.4.3) 给 出 . 

根据 马赫 原理 ， 仅 当 物 质 之 间 的 距离 足够 大 ， 场 方程 的 解 才 能 有 渐 近 闵可夫 
斯 基 的 特征 , 这 一 点 由 简单 的 分 析 便 可 看 出 . 另外 , 仅 当 太阳 产生 的 引力 场 到 处 都 
足够 小 (包括 太阳 内 部 ), 场 方程 的 解 才 适 用 于 弱 场 ， 按 照 这 些 假设 , 场 方程 的 解 
(1.4.1)~(1.4.4) 对 于 太阳 是 有 效 的 . 


用 本 节 给 出 的 解 计算 近日 点 的 进 动 , 取 eza 精确 到 (= 


) 的 二 阶 项 , e22 精 


c*r do 
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确 到 一 阶 项 , BRE 


Ç - | x (GR 值 ). (1.4.5) 
与 实验 值 比较 , 可 给 出 对 w 值 的 限制 
w > 6. (1.4.6) 


1 .0 关于 物理 思想 的 讨论 


马赫 原理 是 Brans-Dicke 建立 标量 引力 理论 的 出 发 点 ， 有 了 场 方 程 , 还 需 建立 
初始 条 件 和 边界 条 件 , 使 理论 符合 马赫 原理 . 
设想 在 宇宙 中 有 一 足够 大 的 静态 球 壳 . 对 于 这 一 球 壳 内 部 , 式 (1.1.2) 应 成 立 . 


此 式 等 价 于 


M 
由 ~ aa. (1.5.1) 


式 中 RR 为 球 这 半径 . 先 考 虑 在 r > R 区 域 的 解 . 边界 条 件 r 一 00, $ 一 0 不适 用. 
我 们 可 以 在 (1.4.2) 的 每 个 式 子 中 , 乘 上 一 个 复 因 子 , 再 移入 括号 内 , 使 括号 内 变 号 . 


设 此 解 适用 于 > < B 的 区 域 , 原来 的 解 (1.4.2) 适用 于 r > B 的 区 域 . 修改 后 的 


解 为 
tial ==) 
we (BR) 
p=t (Bt) (1.5.2) 
(A—C-—1)/A >), (1.5.3) 


此 解 导致 空间 在 > = B 处 闭合 . 只 要 C > 0, 在 闭合 空间 半径 的 端点 o 一 0. 我 们 
只 对 r> 尺 和 入 >0 感 兴趣 . 条 件 (1.4.6) 和 (1.4.3) BR 
C > =. (1.5.4) 
可 以 证 明 , 这 个 边界 条 件 是 符合 马赫 原理 的 . 引入 格林 函数 满足 


On = (=9) (9)? gn, ¥} 
= (—g)~1/754(x — a0). (1.5.5) 


由 (1.5.5) 和 (1.2.6) 可 构成 一 等 式 
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SA 


K(-9) °g” (nbn — onu) w = (—9) z% Twd 


| Tn — pôt (x£ — 29). (1.5.6) 


假设 7 是 方程 (1.5.5) 的 “超前 波 ” 解 , 即 在 加 之 前 的 任何 时 间 都 有 7 = 0.(1.5.3) 
给 出 的 边界 条 件 表 明 , 光线 从 半径 为 B 的 球面 向 里 传 至 半径 为 R 的 球面 (从 而 到 
任意 内 部 点 zo) 需要 经 过 有 限 的 坐标 时 间 . 

沿 闭合 空间 内 部 (r< B), 在 时 间 to > to 和 类 空 曲 面 51 之 间 积 分 (1.5.6). 适 
当选 择 面 S, 使 (1.5.6) 左 端 在 用 高 斯 定理 化 为 面积 分 时 等 于 零 . 方程 (1.5.6) At 
的 积分 为 


SA 4 
(a0) = Gaga | TV gd (1.5.7) 
ið M 
gzo) ~ Ra (1.5.8) 


上 面 的 方程 表明 , %(zo) 由 遍及 质量 的 积分 确定 , 每 个 质量 元 对 zo AR $ 页 献 一 个 
传播 到 zo HIT. 这 正 是 马 薪 原理 所 给 出 的 解释 . 


16 宇宙 模型 


本 节 按 空间 各 向 同性 和 均匀 性 的 假设 ， 采 用 随 动 坐标 系 和 相应 的 R-W 上 度 规 ， 
讨论 标量 引力 理论 所 导出 的 宇宙 模型 . 讨论 随 动 坐标 系 中 的 运动 学 , 可 以 完全 不 考 
虑 动力 学 . 在 球 坐 标 系 中 R-W 线 元 具有 形式 


ds? = dt? — R° (t) + r° (d0? + sin? bdg’) |. (1.6.1) 


EPS ZI k= +1r < 1 对 于 开放 空间 k=-1; 平 直 空间 k=0. 与 宇宙 膨胀 
速率 和 引力 红 移 有 关 的 哈 台 (Hubble) 年 龄 是 


i _ RY) 
H R(t) 
令 
r=siny, 天王 十 1 (1.6.2) 
或 
r=shy, k=- 1, (1.6.3) 
线 元 (1.6.1) 简化 为 
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将 (1.6.4) 代入 场 方 程 (1.2.7), 其 (00) 分 量 可 写 为 


R? — ZR = -0 R(t) + 1] = —-T® -e t 3 E, (1.6.5) 


假设 不 计 宇 宙 中 的 压强 , 则 -T = -T = pe, AP p 为 质量 密度 . 此 时 能 量 密度 和 
守 包 体积 的 乘积 是 常数 , 因此 有 


(1.6.6) 
(1.6.7) 
式 中 po 和 Ro 对 应 于 任意 取 定 的 to 时 刻 的 值 . 类 似 地 , (1.2.9) 成 为 
(OR (E) = =a PORK). (1.6.8) 
积分 , 得 到 , 
$R? (t) = z aP RS EE — te) (1.6.9) 


式 中 积分 常数 te 可 由 马赫 原理 予以 估计 . 
像 上 一 节 中 讨论 的 那样 , 把 $(t) 表示 为 过 及 所 有 物质 的 “超前 波 ” 积 分 , 可 
将 马赫 原理 引入 这 一 问题 中 . (1.5.6) 和 (1.5.7) 式 要 求 对 宇宙 物质 的 历史 作 某 种 假 
设 . 我 们 假设 宇宙 从 高 密度 状态 开始 膨胀 . 在 膨胀 开始 时 (t = 0) 的 一 个 初始 状态 
R(t) = 0, 物质 已 经 存在 . 尽管 在 开始 这 一 高 密度 状态 下 压强 会 很 大 , BSI 
速 减 小 , 对 于 具体 的 宇宙 模型 来 说 , 忽略 压强 效应 不 会 有 多 大 影 啊 . 实际 上 , 对 初始 
高 压 相 的 积分 表明 , 这 种 忽略 是 允许 的 . 

假设 惯性 力 和 ¢ 在 to 的 值 唯一 决定 于 从 t = 0 到 t = to 物质 分 布 的 积分 . 选 
择 t+=0 时 R(t), 6 和 po 的 值 等 边界 (和 初始 ) 条 件 , 使 得 对 方程 (1.5.6) 过 及 三 维 
空间 (从 t=0 F] ti >to) 积分 时 , 左边 的 面积 分 等 于 零 . 为 使 t= 0 时 面积 分 有 意 
X, 在 表面 上 R(t) 应 是 无 穷 小 正 数 , 否则 度 规 将 是 奇异 的 . 看 表面 上 万 = 0, 6=0, 
则 面积 分 为 零 (AA ¢ 和 R2(t)po 在 积分 中 为 零 ). 因此 , 近似 的 初始 条 件 是 t。 =0 
时 R(t) = ¢=0. 应 注意 到 另 一 个 面积 分 为 零 ( 沿 此 面 有 t= ti), 因为 7 及 其 梯度 
在 此 面 上 为 零 (超前 波 ). 

4 (1.6.9) 中 te =0, 结合 (1.6.7), 得 到 
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GR3(t) = — po R3(t)t. (1.6.11) 


可 见 对 于 足够 小 的 时 间 , (1.6.10) 中 R-t) 项 是 可 以 忽略 的 , 此 时 解 与 平 直 空间 的 
情况 比较 只 差 一 无 穷 小 量 . 所 以 得 到 的 具有 初始 条 件 


¢=R(t)=0, t=0 (1.6.12) 


的 方程 可 以 严格 积分 . 
满足 早期 膨胀 条 件 R(t) > t) 的 解 是 


d 
R(t) = Ro(t) (ż) (1.6.13) 
式 中 
2 
2 十 2 
1= 2 (1.6.15) 
bo = 8H pot? (1.6.16) 


对 于 平 直 空间 的 情况 , 这 个 解 对 于 所 有 t > 0 是 严格 的 . 

注意 (1.6.16) 与 (1.1.2) 是 相 容 的 . 因为 (1.1.2) 中 M 与 pet 有 相同 的 量 级 ， 
R 近似 等 于 cto. 因此 , 初始 条 件 与 马赫 原理 是 相 容 的 . | 

上 面 的 计算 是 对 平 直 空间 进行 的 , 不 适用 于 非 平 直 空 间 . 在 非 平 直 空 间 的 情况 
F, 方程 (1.6.10) 和 (1.6.11) 的 解 只 能 用 数值 积分 得 到 . 

对 于 w > 6 和 平 直 空 间 解 , 与 广义 相对 论 的 情况 (de Sitter) 比较 , R(t) HAN 
同 . 在 广义 相对 论 中 R(t) ~ /3, 这 里 为 R) ~ t+22)/(4t32). 因此 , 仅 从 空间 几何 
的 基础 就 应 该 能 够 区 分 这 两 种 引力 理论 . 


车 w > 1 对 于 平 直 空 间 算得 的 哈 勃 年 龄 aa 对 质量 密度 的 要 求 与 广义 相对 


论 的 相同 . 对 于 w = 6 的 情况 , 两 种 理论 相关 2% 
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2.1 FH RAIS PIS 


含有 宇宙 项 的 真空 爱 因 斯 坦 场 方程 可 写 为 
Ci 一 —Agyy (2.1.1) 


此 式 右 端 的 物理 含义 是 真空 具有 能 量 密度 
A 
PA BnG 


真空 为 什么 会 具有 能 量 密度 ? 这 一 问题 应 该 由 量子 场 论 来 回答 : 它 就 是 微观 世界 中 
WARE. 在 量子 场 论 中 , 组 成 物质 的 基本 粒子 就 是 相应 量子 场 (量子 系统 ) 的 激发 
态 . 当 所 有 量子 场 都 处 于 基态 时 , 便 对 应 于 任何 粒子 都 不 存在 的 真空 . 按照 量子 场 
w, 一 种 量子 场 处 于 基态 时 , 它 的 能 量 并 不 为 零 . 这 一 非 零 的 基态 能 量 称 作 零 反 能 . 

自然 , 广义 相对 论 中 的 真空 能 量 (2.1.2) 就 应 该 是 量子 场 论 中 的 零点 能 
设 量 子 场 论 适用 的 能 量 上 限 为 M, 则 计算 表明 , BOWS A Beh 


(2.1.2) 


p~ Mİ. (2.1.3) 
由 (2.1.3) 和 (2.1.2) 可 得 
An pGn am (2.1.4) 
AF Mp AŽ HAE. 由 第 二 篇 2.6 节 可 知 
A=+R™*, k=+1. (2.1.5) 
于 是 我 们 可 以 由 量子 场 论 中 的 零点 能 信 算 出 宇宙 半径 R: 
R ~ AV? ~ Mp/M?, (2.1.6) 


此 式 表 明 , 量子 场 论 适用 的 能 标 越 低 , 则 计算 得 到 的 宇宙 常数 越 小 , 宇宙 半径 越 大 . 
nIm, 高 能 物理 实验 未 能 观测 到 超 对 称 粒 子 . 这 一 实验 事实 表明 , 超 对 称 破 缺 
能 标 只 能 在 TeV 量 级 上 . 如 果 调 低 这 一 能 标 , 则 与 高 能 物理 的 实验 观测 结果 相 巴 
E. 根据 这 一 能 标的 量 级 , 由 (2.1.4) 算得 的 宇宙 常数 4 比 观测 值 大 60 THER, 
进而 由 (2.1.5) 算得 的 宇宙 半径 R ESKER, 与 宇宙 观测 结果 不 符 ! Ad eT 
称 破 缺 的 能 标 , 则 所 得 宇宙 常数 更 大 , 宇宙 半径 更 小 ! 
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从 起 对 称 破 缺 的 能 标 到 宇宙 常数 4 的 计算 依据 的 是 量子 场 论 和 高 能 物理 实验 
HR, FEM SEN. AFERA 4 到 宇宙 半径 R 的 计算 依据 的 是 广义 相对 论 , 也 是 可 
靠 的 . 这 就 是 物理 学 中 着 名 的 宇宙 常数 问题 . 随 厦 对 额外 维度 和 膜 罕 宙 的 研究 , 人 
们 找到 了 解决 问题 的 线索 . 在 膜 罕 宙 理 论 中 , 空间 是 高 维 的 , 而 我 们 的 观测 宇宙 是 
四 维 的 , 只 是 这 高 维 时 空中 的 一 个 超 曲 面 (一 张 膜 ). 如 有 果 宇 宙 钊 数 4 的 页 献 大 部 
分 出 现在 观测 宇宙 以 外 的 (额外 ) 维度 中 , 则 在 观测 宇宙 中 的 有 效 宇宙 常数 便 可 以 
很 小 , 宇宙 半径 也 了 就 可 以 很 大 了 , 于 是 上 述 巴 盾 不 复 存在 . 

额外 维 的 概念 是 在 20 世纪 由 Nodstrém 提出 的 , 随后 Kaluza 和 Klein 也 提出 
了 同样 的 观点 . 多 年 来 , 人 们 一 直 探 讨 将 4 种 相互 作用 统一 起 来 的 理论 . 基于 超 对 
称 的 理论 , 尤其 是 超 弦 理论 , 都 用 高 维 时 空 描述 . 通过 Kaluza-Klein 约 化 , 可 以 重新 
得 到 4 维 物 理 (Brax and van de Bruck, 2003). 

ZEREM M 理论 提出 了 男 一 种 紧 致 化 额外 维度 的 方法 . 按照 这 两 种 理论 , 标 
准 模 型 中 的 粒子 ( 即 观测 宇宙 中 的 物质 ) 被 限制 在 高 维 时 空 的 一 个 超 曲 面 ( 膜 ) E, 
只 有 3 引力 和 类 似 伸缩 子 的 奇异 物质 能 在 所 有 维度 中 传播 , 于 是 我 们 的 宇宙 便 成 了 腾 
FH. 在 膜 宇 宙 中 , 对 额外 维 尺 度 的 限制 很 弱 , 因为 标准 模型 中 的 粒子 只 在 3 维 空 
间 中 传播 . 牛顿 引力 理论 对 额外 维 的 出 现 很 敏感 , SIDR EAT Tat SRR 
度 才 能 被 探测 到 . 由 于 现代 高 能 物理 实验 从 未 探测 到 额外 维度 的 存在 , Ar A A 
为 额外 维度 被 限制 在 一 个 很 小 的 空间 尺度 上 , 致使 现 有 的 高 能 物理 实验 不 能 达到 其 
相应 的 能 标 . 

根据 弦 理 论 , 膜 宇 宙 源 于 Horava 和 Witten 提出 的 模型 . Ks x Es 弦 理 论 在 低 

条 件 下 的 强 耦 合 由 11 维 超 引力 描述 , 它 的 第 11 BRERA Z. 对 称 性 的 迹 形 
(orbifold) 上 紧 致 化 的 . 时 空 的 两 个 边界 都 是 10 维 面 , 且 规 范 理 论 (共有 Es 规范 
群 ) 被 限制 在 面 上 . 后 来 Witten 认为 11 维 时 空中 有 6 维 可 以 连续 紧 致 化 . 因此 ， 
具有 4 维 边界 膜 的 时 空 成 为 5 维 时 空 . 

Antoniadis 提出 膜 宇宙 模 型 之 后 , Arkani-Hamed. Dimopoulos 和 Dvali(ADD) 
给 出 了 另 一 个 重要 的 结论 . Antoniadis 认为 通过 将 标准 模型 中 的 粒子 限制 在 膜 上 可 
以 使 额外 维 比 预计 的 大 . 他 们 考虑 (44d) 维 的 平 直 几何 , 其 中 a BERN, 半径 
AR. 4 维普 朗 克 质量 、(4 + dg) 维普 朗 克 质量 和 引力 尺度 之 间 满 足以 下 关系 : 


Mp, = MiuaaR . (2.1.7) 


这 种 引力 只 在 小 于 R 的 尺度 上 与 牛顿 引力 理论 有 区 别 . 由 于 引力 只 在 mm 左右 的 
尺度 上 被 探测 到 , 因此 R 可 以 大 到 几 分 之 一 上 毫米. ADD 假设 高 维 几何 是 平 耻 的 . 
Randall 和 Sundrum(1999) 的 工作 取得 了 较 大 的 进展 , 他 们 考虑 的 不 是 平 直 几何 ， 
而 是 弯曲 空间 的 几何 . 在 他 们 的 模型 中 , 高 维 时 空 是 AdS 时 空 , 其 宇宙 常数 为 负 , 这 
是 时 空 弯 曲 引起 的 . 从 藤 在 高 维 时 空中 的 一 个 具有 正 张力 的 膜 上 可 以 得 到 牛顿 引 
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力 定律 . 这 种 模型 对 牛顿 引力 定律 产生 了 一 个 很 小 的 修正 , 可 能 的 尺度 也 受到 约束 ， 
它们 必须 小 于 1mm. 

他 们 还 提出 一 种 双 膜 模型 ， 在 这 个 模型 中 出 现 了 等 级 (hierarchy) 问题 ， 即 
1019 GeV ANFFRSSE REA 100GeV 的 弱电 尺度 之 间 有 巨大 差异 . 等 级 问题 是 由 于 
AdS 背景 的 高 度 弯曲 . 在 这 种 情景 下 , 标准 模型 中 的 粒子 被 限制 在 具有 负 张 力 的 膜 
y=r. 上 , 而 具有 正 张 力 的 膜 处 在 y = 0 处 . 巨大 的 等 级 是 由 于 两 膜 间 的 距离 产生 
的 . 在 负 张 力 腊 上 测 得 的 普 明 殉 质 量 Mp, 由 下 式 给 出 : 


M2, = e" M3/k, k= 4/—Ask2/6. (2.1.8) 


其 中 M; 是 5 ESR, 45 是 五 维 时 空 宇宙 常数 (为 负 ), 可 以 看 出 , WR M; 
离 弱电 尺度 Mw x TeV 不 远 , 当 kr, + 50 时 才能 在 膜 上 有 大 的 普 朗 克 质 量 . 因此 ， 
当 额 外 维 的 半径 r. 取 合 理 的 值 时 , 便 能 得 到 弱电 尺度 和 普 明 殉 尺 度 之 闻 的 一 个 大 
等 级 . 

膜 宇 宙 模 型 的 另 一 个 问题 是 宇宙 常数 问题 . 人 们 希望 通过 和 窝 外 维 来 解释 宇宙 
常数 的 变 小 甚至 消失 . 微调 (fine-tunning) 理论 认为 膜 上 的 能 量 密度 并 不 会 导致 宇 
宙 的 大 曲率 , RZ, 它 将 使 额外 维 高 度 弯曲 , 最 后 仍 保 留 一 个 宇宙 常数 为 零 的 平 直 
Minkovski 膜 . 然而 , 简单 地 用 高 维 时 空 标量 场 来 认识 这 种 机 制 不 能 解决 宇宙 常数 
问题 , 因为 高 维 时 空 会 出 现 裸 奇 点 . 这 个 奇 点 可 以 被 第 二 个 膜 掩 盖 , 而 第 二 个 膜 的 
张力 已 经 微调 到 和 原来 的 膜 一 致 . 下 面 我 们 将 讨论 这 一 问题 . 

我 们 还 将 讨论 膜 宇 宙 理 论 的 另 一 个 重要 结论 , 即 在 高 能 条 件 下 对 弗 里 德 曼 方 程 
的 修正 . 我 们 将 看 到 , 对 于 Randall-Sundrum 模型 , 弗 里 德 曼 方程 的 形式 为 


ki 8G 
H = 360 + 7 PTA, (2.1.9) 


它 将 膜 的 膨胀 速率 H. (R) 物质 密度 p 和 (有 效 ) 宇宙 学 帝 数 耿 系 起 来 . 通过 选择 
合适 的 膜 张力 和 5 维 宇宙 常数 可 以 使 有 效 宇宙 常数 为 0 


在 高 能 条 件 下 
p> eae | (2.1.10) 
式 中 kg 是 5 维 引 力 常 数 , RERA 
Hop. (2.1.11) 
而 一 般 的 宇宙 模型 中 , x Vp, 但 在 低能 条 件 下 
p< ONON (2.1.12) 


仍然 可 以 得 到 H x VP. 
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当然 , "SPIER NIB IE RK MAA, ETS AAR, WAA, 可 能 
有 极 大 的 影响 


2.2 Randall-Sundrum 膜 宇 宙 模 型 


对 于 普 朗 殉 尺 度 和 弱电 尺度 之 间 的 大 等 级 问题 , Randall 和 Sundrum 认为 是 由 
TEARS HK 5 维 时 空 几何 中 存在 两 个 膜 的 原因 , 这 时 标准 模型 中 的 粒子 被 限制 
在 具有 人 负 张 力 的 膜 上 , 而 这 个 膜 是 具有 负 宇 宙 常 数 的 反 de Sitter(AdS) 时 衬 , AR 
是 著名 的 Randall-Sundrum (RSI ) 模型 . 受 弦 理论 中 平行 宇宙 理论 的 司 发 , ADD 
提出 了 一 个 6 维 的 膜 宇 宙 模 型 . 该 模型 假定 引力 可 在 整个 高 维 时 空 存在 , 而 标准 模 
型 粒子 ( 即 物质 ) 则 被 局 限于 一 张 341 维 子 流 形 (BR) 上 . 如 果 该 假设 成 并 , ME 
然 无 法 通过 粒子 物理 的 实验 来 检验 额外 维度 的 存在 . 当 用 引力 实验 来 检验 时 , 该 模 
型 允许 额外 维度 的 尺度 大 到 毫米 的 量 级 . 而 目前 最 为 精确 的 引力 实验 也 并 不 排除 
塞 米 尺 度 的 额外 维度 存在 的 可 能 性 . 

之 后 , Randall 和 Sundrum 提出 了 一 个 全 新 的 膜 宇 宙 模 型 . 本 市 自 先 对 RS 
模型 作 一 简单 的 介绍 , 然后 重点 讨论 RS 模型. RS [模型 构造 在 一 个 五 维 的 AdS 
时 空 之 上 .该 模型 仍 假定 标准 模型 的 粒子 ( 即 观测 宇宙 中 的 物质 ) 被 禁闭 在 AdS 
时 空中 的 一 张 膜 上 .而 额外 维度 ( 即 第 5 维 ) 具有 Z2 对 称 性 .在 该 模型 中 , 除了 
禁闭 物质 的 一 张 膜 之 外 , 还 存在 着 另 一 张 膜 ， 这 两 张 膜 分 别处 于 额外 维度 的 两 个 
orbifold fixed 点 上 . 该 模型 非常 关键 的 一 点 是 假定 时 空 度 规 是 不 可 约 的 , 即 5 维度 
规 的 4 维 分 量 是 依赖 于 额外 维度 的 , 是 额外 维度 坐标 的 函数 . 将 额外 维度 的 坐标 记 
为 oln < $< 2). 两 张 膜 分 别处 于 $ = 0,0 处 . 而 膜 上 的 度 规 就 是 相应 的 5 维度 
规 的 4 维 分 量 


guz(Z4) 一 Gv (Ty,) p= 7) ; (2.2.1a) 
2 (2) = Gy (zu,9 = 0). (2.2.1b) 


其 中 Gun(M,N = u, p) 是 5 维度 规 ， zr Al ts UAE SR, RS I 模型 的 作用 量 
为 


S 一 S gravity + S1 + So, (2 2 2a) 
十 元 

Seravity = | ate déV-G{—-A+2M°R}, (2.2.2b) 

Si = [atay —gi{ Lı 一 Vi} , (2 2 2c) 
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式 中 Soravity 为 引力 作用 量 , $1, So 分 别 为 两 张 膜 上 的 作用 量 . 4 是 5 维 宇宙 常数 . 
M 为 5 维 Planck 质量 . Vi, Vo 两 个 常数 分 别 为 两 张 膜 上 的 真空 能 量 . Li, L2 分 
Al A PA aie Eas BBO RA. 由 此 作用 量 出 发 , Randall 和 Sundrum 导出 了 5 维 
Einstein 方程 


1 
V—G(Run — 5CMNR)= — 


4M? 
+V2 V -929pm 9NO(9)] . (2.2.3) 


TEAR ERA AY zu 方向 的 Poincare 不 变性 的 情况 下 , Randall 和 Sundrum K T 
如 下 形式 的 解 : 


ds? = e **rcl?ln ,drt dr’ + r2d¢? , (2.2.4) 

AF re 为 紧 致 半径 , k( 一 个 和 Planck 尺度 同 阶 的 量 ) 满足 
Vi = -Vz = 24M°k, (2.2.5) 
A = —24M°k? . (2.2.6) 


如 果 只 分 析 爱 因 斯 坦 场 方 程 的 正 张 力 膜 解 , 而 将 负 张 力 膜 放 到 无 穷 远 处 , 此 即 
RSII 模型 . 当 AdS 的 曲率 尺度 小 于 1mm, 则 限制 在 正 张 力 膜 上 的 观测 者 将 重新 得 
到 和 牛顿 定律 . 

下 面 我 们 详细 讨论 这 种 Randall-Sundrum II (RSI) 模型 . 根据 这 种 模型 , 引 
力 场 存在 连续 的 Kaluza-Klein 模 , 而 如 果 和 额外 维 是 周期 性 的 , 将 出 现 分 立 诺 . 这 使 
膜 上 两 个 静止 质量 之 间 的 力 得 到 修正 . 膜 上 两 个 质点 之 间 的 势能 为 


Gnmme ( yea alr) (2.2.7) 


AF 1 与 5 维 时 空 宇 宙 常 数 45 之 间 的 关系 由 I? = —6/(k2A5) 给 出 , 由 此 可 以 量度 
5 维 时 空 的 曲率 . 由 于 在 大 于 lmm 的 尺度 上 引力 实验 与 牛顿 引力 理论 很 好 地 相符 ， 
PEA 1 必须 小 于 lmm. 

RSI[ 模 型 的 静态 解 可 以 通过 爱 因 斯 坦 - 希 尔 伯 特 作用 量 和 膜 作用 量 构 成 的 总 作 
用 量 获 得 , 这 两 种 作用 量 分 别 为 


V(r) 


SEH = - | dr’ y —g 65) 医 十 As (2.2.8) 
9 
Sbrane — | az’ V -g (—o) . (2.2.9) 


45(5 维 时 空 宇宙 常数 ) 和 o( 膜 张力 ) 都 是 常数 . ks 是 5 ESI DAA RR, 膜 的 位 置 
处 在 y =O 处 并 且 假 设 它 具有 Za 对 称 性 , 即 y 和 -y 没有 区 别 . 设 时 空 线 元 为 


ds? =e 2A Wy dada’ + dy? . (2.2.10) 
由 前 式 给 出 的 作用 量 可 以 得 到 爱 因 斯 坦 场 方程 , 它 给 出 两 个 独立 的 方程 
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k2 
K = K(y) = y- psy = ky, (2.2.11) 


它 告诉 我 们 hs 必须 是 负 的 . 将 第 二 个 方程 从 -e 到 +e 积分 , 取 极 限 e 一 0, FFA 
用 Zo 对 称 性 , 我 们 得 到 


6K'lo = kso . (2.2.12) 
结合 方程 (2.2.11) 可 以 得 到 
k2 
As 一 -0 (2.2.13) 


因此 , 为 了 得 到 静态 解 , 膜 张力 和 5 维 时 空 宇宙 第 数 之 间 必 须 有 微调 . 下 面 我 们 比 
较 详 细 地 讨论 RSI[ 模型 的 宇宙 学 . 

有 两 种 方法 可 以 得 到 宇宙 学 方程 , 下 面 将 分 别 描述 . 第 一 种 非常 傈 单 而 且 只 用 
到 了 5 维 时 空 方程 , 第 二 种 方法 利用 了 4 维 量 和 5 维 量 之 闻 的 几何 关系 . 我 们 先 讨 
论 较 简单 的 一 种 . 


1. 由 5 维 爱 因 斯 坦 场 方程 得 到 的 弗 里 德 曼 方程 
下 面 我 们 设 ks = 1, 描述 五 维 时 空 的 度 规 为 
ds? = a*b?(dt? — dy”) — a76,;da°dz? . (2.2.14) 
这 种 度 规 符合 y = 0 处 膜 上 时 空 的 均匀 各 向 同性 性 质 . a Alb Ret Ay NR, 


另外 , 我 们 假定 了 平 直 空间 部 分 , 可 以 直接 引入 空间 曲率 . 由 5 SEI ae A 
场 方 程 得 到 : 


2127715 — a aod a? ab 2 2,275 
一 wii 一 一 一 一 一 一 lh — T 2 2 16 
a?b? G3 € = — 2-5 g + kb a“b°Ts, (2.2.16) 
1 e 7 。 7 了 / /7 
PPG =3 | -E pte p E gp O |] aTe (2.2.17) 
a a? ab ab 
2,9 mi a b b2 ql! b” p’2 > 
bG; = | 3- +--> -3—- 一 十 一 十 kb ]ò 
a ; Ç + y 3 - 十 52 + j 


= —a°b*|[pp + pd(y — y6)]6;. (2.2.18) 
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AP 5 维 时空 的 能 动 张 量 Te 具有 一 般 形式 . 对 于 RSI 模型 , 我 们 取 pp = -pg = 
hs M TS = 0. 后 面 我 们 将 利用 这 些 方 程 得 到 5 维 时 空 含 标量 场 时 的 弗 里 德 曼 方 程 
方程 中 的 点 表示 对 时 间 t RR, 撤 号 表示 对 y 求 导 . 将 方程 的 00 分 量 对 y 从 —e 到 
e 积分 , 并 利用 aly) = a(—y), bly) = b(—y), a’(y) = —a(—y) ® b'(y) = —b(—y) (BP 
L2 对 称 性 )， 4e 一 0 时 得 到 

1 


= —abp. (2.2.19) 
y=0 0 


同样 ,积分 ij 分量 , 并 利用 最 后 一 个 方程 , 得 到 


a 


a 


b' 1 
这 两 个 方程 称 为 连接 条 件 . Sy = 0 时 , 爱 因 斯 坦 场 方程 的 05 分 量 给 出 
p+3-(p+p) 一 0 . (2.2.21) 


式 中 我 们 利用 了 连接 条 件 (2.2.19) 和 (2.2.20). 此 式 表 明 膜 上 物质 守恒 . 
同样 地 , 55 分 量 给 出 


.。 212 
= È t? = | lp + 3p) + a0] (2.2.22) 

代入 宇宙 时 dr = abdt, 将 a SM a = exp(a(t)) 并 利用 能 量 守 恒 , 得 到 

2 4a 2 
An = = Asea + GA , (2.2.23) 
式 中 aH =da/dr. 上 式 积分 得 到 
pP As H 

末 = 十 让 十 二. (2.2.24) 


最 后 一 步 我 们 将 总 的 能 量 密度 和 压强 分 成 物质 部 分 和 膜 张力 部 分 , BY p = pm to 
和 p= pm — 0, 然后 我 们 得 到 弗 里 德 曼 方程 


R? 一 一 0 om | my PT 2.2.25 
3 Pm | t+ 20 + 3 t+ a4 ( 
式 中 
SnG o (2.2.26) 
3 18 
Ag g? As 
于 = 二 十 村， 2.2.27 
3 36 t+ 6 ) 


对 比 最 后 一 个 方程 和 静态 Randall-Sundrum 解 中 的 微调 (2.2.13) 可 知 A, = 0. 如 果 
膜 张力 和 5 维 宇宙 常数 有 一 小 的 失调 , 就 会 生成 一 个 有 效 4 ES RL. 为 一 个 重 
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要 的 问题 是 4 维 牛 顿 第 数 与 膜 张 力 间接 相关 . p 是 积分 常数 , 方程 中 含 u 的 项 称 为 
暗 辐射 项 . y 可 以 通过 5 维 时 空 方程 求 出 (后 面 将 讨论 ). Birkhoff 定理 的 广义 表述 告 
VERT, 如 果 5 维 时 空 是 AdS, 这 个 常数 为 0, 如果 5 维 时 空 是 AdS-Schwarzschild 
时 空 , jy 不 为 0, 且 这 时 的 u 值 可 以 用 来 量度 5 维 时 空 黑洞 的 质量 . 下 面 我 们 假设 
/4 一 0, 44 =0. 

对 比 一 般 的 4 维 弗 里 德 曼 方程 形式 , 这 里 的 弗 里 德 曼 方程 多 了 正比 于 六 的 项 ， 
这 说 明 如 果 物 质 能 量 密度 远大 于 膜 张力 , 即 pm > o, 则 膨胀 速率 正比 于 pm, 而 不 
是 pm, 膨胀 速率 变 大 了 . 只 有 膨胀 速率 远大 于 物质 能 量 密度 时 , 才 回 到 一 般 的 结 
论 , 即 五 x Vpm. 这 是 膜 宇 宙 理 论 最 重要 的 一 个 不 同 之 处 . 这 种 改变 是 普 过 的 , 而 
不 只 限制 于 Randall-Sundrum 膜 宇 宙 模 型 . 从 弗 里 德 曼 方程 和 能 量 守 恒 方 程 得 到 
Raychandhuri 方程 


-一 一 一 PM 


后 面 我 们 将 利用 这 些 方 程 讨论 由 膜 上 标量 场 导 致 的 暴 胀 问题 . 注意 到 核 合成 时 , 必 
须 忽 略 弗 里 德 曼 方程 中 的 膜 世 界 修 正 , 否则 , 膨胀 速率 将 发 生 改 变 , 从 而 寻 致 轻 元 
素 丰 度 的 改变 , 使 得 c > (1MeV)*. 该 理论 相对 牛顿 定律 的 偏差 导致 了 更 强 的 约 
R: kz’ > 10°TeV 和 o > (100GeV)4. 类 似 地 , 对 于 上 暗 辐射 也 存在 宇宙 学 约束 . 计 
算 表 明 , 上 暗 辐 射 能 量 密度 最 多 也 只 能 是 光子 能 量 密度 的 10%. 


2. 寻 出 爱 因 斯 坦 场 方程 的 另 一 种 方法 
得 到 膜 上 的 爱 因 斯 坦 场 方程 还 有 一 种 更 好 的 方法 . 考虑 单位 法 天 磐 在 5 维 时 
空中 一 个 任意 的 (3+1) 维 超 曲面 M 上 , 它 的 诱导 度 规 和 外 部 曲率 定义 为 
he = 62 —n°np , (2.2.29) 
Kab = heh? V en? . (2.2.30) 


为 了 得 到 爱 因 斯 坦 场 方程 , 我 们 需要 三 个 方程 , 其 中 两 个 将 由 has 构成 的 4 维 量 和 
由 gab 构成 的 5 维 量 联 系 起 来 . 第 一 个 方程 是 融 斯 方 杜 


RO = hi nkn A Rpm — 2KacKap - (2.2.31) 


这 个 等 式 将 4 维 曲率 张 量 RO. Al 5 维 曲率 张 量 以 及 Kos 联系 起 来 . 接 下 来 是 
Cadazzi 方程 , 它 将 Kap, na 和 5 维 Ricci 张 量 联 系 起 来 


VY Ke — VA K = neh Rec . (2.2.32) 


我 们 可 以 将 5 维 曲率 张 量 分 解 成 Weyl 张 量 Cabca 和 Ricci 张 量 


2 1 
Habcd = =(Galchayp 一 gplc Rala) TE 


3 higalgola + Cabed - (2.2.33) 
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将 最 后 一 个 方程 用 高 斯 方程 代替 , 并 构建 一 个 4 维 爱 因 斯 坦 张 量 , 我 们 得 到 
GY = SIGoahehd + (Geanend — {Chas + K Kop — KiK oc 
—-(K? - K“ Kea)hab — Eob , (2.2.34) 
式 中 


Fab 一 Cabean n? . (2.2.35) 


必须 强调 , 这 个 方程 对 任意 超 曲 面 都 成 立 , 如 果 考 虑 能 动 张 量 为 Ts 的 超 曲面 , Kas 
利 Lab 之 间 存 在 以 下 的 关系 : 


[Kab] — —ké (Ta 一 shes? ) ) (2.2.36) 
NP T Æ T 的 迹 , [: - -] 表示 跃迁 
fy) = lim(f(y + €) — fly —€)). (2.2.37) 


e— 0 


这 些 方程 称 为 连接 条 件 , 他 们 等 效 于 宇宙 学 背景 中 的 连接 条 件 (2.2.19) 和 (2.2.20), 
将 Tap 分 离 , Tab = Tab — Chap. 并 在 (2.2.34) 中 代入 连接 条 件 , 得 到 膜 上 的 爱 因 斯 坦 
场 方 程 


GY 一 8TCT — Ashop + ke Tab — Eob. (2.2.38) 
oh Tab 定义 的 为 
1 1 1 J l 9 
ab 一 Ta ab 一 —TacTh o'ʻab'c oe hab - 2.2.39 
Tab = 75TTab — GT Te + gh bTed T 547 hab ( ) 
而 
ko 
2 2 


在 Randall-Sundrum 模型 中 , 由 于 膜 张 力 和 5 维 时 空 宇宙 和 常数 之 间 的 微调 , 我 们 有 
Aq = 0, 又 因为 AdS 时 空 的 Weyl 张 量 为 0, 所 以 Ea = 0. 利用 能 量 守恒 和 Bianchi 
恒等式 , 在 膜 上 有 


kV nab = V° Eob . (2.2.42) 


这 种 方法 的 优点 是 既 没 假设 宇宙 均匀 各 癌 同 性 也 没 假设 5 维 时 空 是 AdS Ne, 当 
5 维 时 空 是 AdS HE HIRE Friedmann-Robertson Walker By 2 AY 上 和 面 的 方程 退 
化 到 之 前 的 弗 里 德 曼 方程 和 Raychaudhuri 方程 . 
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3. REO RRA BAK 


人 在 局 能 条 件 下 , p? 项 起 主要 作用 , 这 时 弗 里 德 曼 方 程 有 很 大 的 修改 , 腊 上 的 早 
期 宇宙 学 将 与 标准 4 维 宇 宙 学 不 同 . 这 似乎 自然 地 使 人 们 寻找 早期 宇宙 现象 (例如 
Uk) 的 膜 效 应 . 标量 场 的 能 量 密度 和 压强 为 


1 
Po = 5 Puen +V(¢), (2.2.43) 
Po = $n —V(¢). (2.2.44) 


式 中 V (6) 是 标量 场 的 势能 . 标量 场 的 演化 由 (BIE RY) Friedmann 方程, Klein-Gordon 
方程 和 Raychaudhuri 方程 拍 述 . 


假设 场 是 慢 滚 动 的 , 场 的 演化 由 下 面 的 方程 描述 (从 现在 起 , 方程 中 的 所 号 表 
示 对 宇宙 时 求 寻 ) 


SHOR — 33 (2.2.45) 
H’ = V9) € + oo) (2.2.46) 
由 这 些 方程 不 难 发 现 , 慢 滚 动 参数 为 
“= -5 ~ it (7) | , (2.2.47) 
"= -3 ‘ant ($) bE 7 (2.2.48) 


上 式 方 括 号 内 的 表达 式 是 对 广义 相对 论 的 修正 .这 表明 对 于 给 定 势 和 初始 条 件 的 
标量 场 , 慢 滚动 参数 比 广义 相对 论 预 言 的 减 小 了 . 换言之 , 膜 罕 宙 效 应 减缓 了 慢 深 
动 暴 胀 . 4o<VN, 慢 滚动 参 数 被 严重 削弱 . 这 表明 采用 更 陡 的 势 可 以 推进 慢 座 
JER. 下 面 我 们 讨论 宇宙 微 扰 的 含义 . 

根据 爱 因 斯 坦 场 方程 (2.2.38), 度 规 的 微 扰 不 仅 源 于 物质 做 扰 还 源 于 隐 合 在 Eab 
微 扰 中 的 5 维 时 空 几 何 微 扰 , 可 以 将 其 看 成 外 部 微 扰 源 . 这 在 广义 相对 论 中 是 没有 
的 . 从 方程 (2.2.42) 可 以 看 出 , 如 果 将 Ea 看 作 另 一 种 流体 (RA Weyl 流体 ) 的 能 
动 张 量 , 那么 它 的 演化 将 与 膜 上 的 物质 能 量 密度 有 关 . 忽略 Weyl 流体 压强 的 各 问 
异性 , 它 在 低能 条 件 下 和 超 视界 尺度 上 像 辐 射 一 样 衰减 , 即 OF, x a *. 然而 , 5 BE 
时 空 引力 场 使 得 膜 上 的 压强 各 问 异 性 , 从 而 导致 不 能 只 通过 膜 上 的 投影 方程 获得 腊 
的 时 间 演 化 , 必须 解 出 所 有 满足 连接 条 件 的 5 维 方程 

人 们 至 今 还 无 法 理解 宇宙 不 同 区 域 Eao 的 完整 演化 过 程 . 下 面 我 们 讨论 对 于 
De Sitter 膜 已 得 出 的 部 分 结论 . 研究 表明 , Ea 并 不 改变 标量 微 扰 谱 . 但 人 们 还 不 清 
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楚 从 宇宙 微波 背景 辐射 各 问 寞 性 的 事实 来 看 , 辐射 为 主 时 期 和 物质 为 主 时 期 的 瞬时 
宇 家 演化 是 否 留 下 了 5 维 时 空 引 力 场 的 痕迹 . 考虑 到 这 个 问题 , 对 于 标量 微 扰 我 们 
将 忽略 由 投影 Weyl 张 量 摘 述 的 引力 反作用 . 考虑 标量 微 扰 后 , 膜 上 的 时 空 线 元 为 


ds? = —(1+ 2A)dt? 十 26;Bdtdzi + [(1 ~ 2%)6i; + DijEldzridzri, (2.2.49) 


式 中 A,B, E 和 ww Æ tA r 的 函数 . 讨论 标量 微 扰 的 一 个 很 重要 的 方法 是 利用 规 
江 不 变量 


C= He . (2.2.50) 
在 广义 相对 论 中 ,¢ 的 演化 方程 可 以 由 能 量 守 恒 方 程 得 到 . 在 大 尺度 上 有 
C 一 pad ) (2.2.51) 
ptp 


其 中 Spanad = Sptot — c25p 是 非 绝热 压 强 微 扰 . 能 量 守 恒 方 程 对 于 Randall-Sundrum 
模型 也 成 立 . 因此 (2.2.51) 对 我 们 考虑 的 膜 宇 宙 模 型 仍 成 立 . 单一 标量 场 pnaa 引 
起 的 骏 胀 会 消失 , 所 以 上 暴 胀 时 期 < 在 超 视 界 尺度 上 是 常数 . 它 的 幅 是 平 直 超 曲 面 上 
标量 场 涨 落 的 函数 
_ Hap 
> 
由 于 膜 宇 宙 模 型 中 Klein-Gordon 方程 没有 改变 . (BRA) hE PAS Tae 
足 ((8g)2)( 瑟 /2m)2。 标 量 微 扰 幅 为 A2 = 4(C2)/25. 利用 慢 滚动 方程 和 (2.2.52) 可 以 
得 到 (Maartens et al, 2000) 


C (2.2.52) 


(2.2.53) 


k=a H 


方 括号 内 的 仍 是 修正 项 . 可 以 看 出 , 对 于 给 定 的 势 , 标量 微 扰 幅 比 广义 相对 论 预 言 
的 增 大 了 . 

很 多 研究 者 认为 , ARERR HABE, 至 少 标量 做 扰 是 这 样 的 . 但 是 对 
于 张 量 微 扰 , 这 一 结论 不 一 定 正确 .因为 引力 波 可 以 在 5 维 时 空中 传播 . 对 于 张 量 
PAT, 可 以 得 到 单一 变量 的 波动 方程 , 该 方程 可 以 分 解 成 4 维 部 分 和 5 维 部 分 , WR 
动 方程 的 解 的 形式 为 hi; = A(y)h(zr*)eij, 其 中 ei; 是 (第 ) 极 化 张 量 . 张 量 微 扰 的 
FRA 
4 


A2, = 
1 25xM4, 


H*F?(H/w)\e-an , (2.2.54) 


式 中 
F(x) = | V1 +z? — 2?sinh-! (=) _ | (2.2.55) 
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我 们 定义 了 


1/2 
a HM (2.2.56) 
可 以 看 出 生成 了 mm > 3 互 /2 HR, 但 它 在 暴 胀 时 期 是 衰减 的 . 因此 , 可 能 只 有 无 质 
eR BE We ERT AR KG OR IN Te. 

由 (2.2.54) 和 (2.2.53) 可 以 看 出 , 标量 微 扰 和 张 量 微 扰 的 幅 在 高 能 时 都 加 强 了 ， 
但 标量 微 扰 加 强 得 更 多 , 因此 , 如 果 暴 胀 发 生 在 高 能 量 时 期 , 张 量 人 微 扰 的 相关 页 献 
就 被 削弱 了 . 

最 后 ， 我 们 还 要 指出 , 在 预言 双 场 膜 暴 胀 的 问题 上 , 广义 相对 论 和 本 书 讨论 
的 膜 宇 宙 模 型 存在 区 别 . 两 者 的 相关 性 分 为 绝热 双 场 暴 胀 和 等 曲率 双 切 骏 胀 .在 
Randall-Sundrum 模型 中 , 这 种 暴 胀 发 生 在 高 能 时 期 , APRA ST. 这 意味 看 ， 
如 果 暴 胀 发 生 在 能 量 远 大 于 膜 张 力 时 , 那么 等 曲率 微 扰 和 绝热 微 扰 是 不 相关 的 . 

字 宙 微 扰 的 最 大 问题 在 于 , 只 有 在 背景 宇宙 中 才 可 能 计算 投影 Weyl WE. 分 
析 膜 宇宙 微 扰 时 , 必须 考虑 含 Eo; 项 可 能 不 为 0. 这 意味 着 密度 方程 与 5 = 6p/p 不 
H, 而 是 由 下 式 给 出 : 


ee ° . ° 2 
ô + (2 — 3wm) HS — bwm (H? + H)ó = (1 + wm)ô Roo — wm ó , (2.2.57) 


式 中 wm = p/p, k 是 波 数 . 当 SRoo 包含 SEoo 时, 这 个 方程 无 法 解 出 . 
以 上 讨论 的 R-S 模型 是 最 简单 的 膜 宇 宙 模 型 . 我 们 没有 讨论 修正 后 的 弗 里 德 
曼 方程 导出 的 其 他 重要 结论 , 如 原初 黑洞 的 演化 . 


2.3 含有 五 维 时 空 标量 场 的 模型 


我 们 将 前 面 得 出 的 结论 推广 到 含 标量 场 的 5 EN. 为 了 讨论 膜 动力 学 , 我 们 
可 以 研究 投影 爱 因 斯 坦 场 方程 和 Klein-Gordon 方程 . 


1. BPS 背景 
我 们 讨论 一 个 特例 , 5 维 时 空 的 拉 氏 量 为 
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Up(¢) 在 膜 上 计算 . BPS 背景 是 一 种 特殊 情形 , 5 维 时 空 势能 和 膜 势 能 之 间 存 在 特 
殊 的 关系 . 研究 N = 2 且 具 有 矢量 多 重 谱 的 超 引 力 时 , 会 出 现 这 种 关系 , 5 ENS 
势 为 


(WN? ,2 
v= (2) Ww? (2.3.3) 
其 中 Wo) 是 超 势 , 膜 势 由 超 势 给 出 
Ug =W. (2.3.4) 


最 后 两 个 关系 式 还 用 于 生成 5 维 时 空 解 而 不 必用 到 超 对 称 性 . 取 W = const., 便 回 
到 R-S 情形 . 加 上 超 引 力 的 约束 , 超 势 变 为 指数 形式 


W = 4ke®? . (2.3.5) 


a = —1/V12,1/V3. 5 维 时 空运 动 方程 包括 爱 因 斯 坦 场 方程 和 Klein-Gordon 方程 
TE BPS 中 , KEIJ 


ds? = a(y)*nyvdatda’ + dy? . (2.3.6) 
这 些 二 阶 微分 方程 可 以 化 为 一 阶 微分 方程 组 
a’ W , OW 
TETT. = Ob . (2.3.7) 
= WAR, 又 回 到 R-S 模型 . 
由 边界 条 件 可 以 得 到 BPS 系统 的 一 个 有 趣 的 性 质 . Israel 连接 条 件 退 化 为 
a’ W 
一 | =-——| ， 2.3.8 
al ran (2.3.8) 
对 于 标量 场 有 
„n . OW 
o |B = Bb E (2.3.9) 


这 是 BPS 最 重要 的 性 质 : 边界 条 件 和 5 维 时 空 方程 一 致 . 换言之 , 一 旦 解 出 5 维 
时 空 方程 就 可 以 将 BPS 膜 放 在 背景 的 任意 处 , 边界 条 件 对 此 没有 任何 限制 . 
下 面 我 们 以 指数 形式 的 超 势 为 例 , 标 度 因子 解 为 


a = (1 — 4ka?zs)!/40 | (2.3.10) 


标量 场 为 


o = i In(1 一 4ka*zs) (2.3.11) 


当 a 一 0 时 , 5 维 时 空 标量 场 消失 , 表达 式 又 回 到 R-S 情形 . 这 里 出 现 了 一 个 新 的 
RPTL, 即 5 AER AA ETE AT A 
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alzs)la. = 0. (2.3.12) 
ASTOR RD FER, 我 们 采用 共 形 坐标 系 
du = 2% (2.3.13) 


a(r5) 
在 这 个 坐标 系 中 光 沿 直线 u = tt 传播 . 若 a? < 1/4, FA u, = oo 处 , 这 个 奇 点 
是 类 光 的 , 它 将 吸收 入 射 的 引力 波 . 换言之 , 波 包 的 传播 不 只 是 在 奇 点 附近 才 有 定 
X. REMS, 含 5 维 时 空 标量 场 的 膜 宇 宙 模 型 的 一 个 重要 缺陷 就 是 存在 裸 奇 氮 . 


2. de Sitter 膜 和 反 de Sitter fz 


E BPS 情况 
Ug = TW , (2.3.14) 


相 比 较 , 通过 张力 的 微调 失 谐 对 BPS 稍 有 修正 , 这 相当 于 增加 或 减少 张力 . 上 式 中 
T 是 实数 . 注意 到 修正 只 影响 边界 条 件 , 5 维 几 何 和 标量 场 仍 是 BPS 运动 方程 的 
解 . 此 时 , 膜 不 再 是 静态 的 . 在 失 谐 情况 下 , 得 到 一 个 升 高 了 的 膜 或 诈 竺 了 的 膜 . 接 
下 来 我 们 推广 这 个 结论 , 然后 再 详细 解释 . 定义 ulat) 为 共 形 坐标 系 中 膜 的 位 置 ， 
我 们 得 到 


(2.3.15) 


膜 速度 矢量 和 一 般 的 形式 一 样 . 对 于 T > 1, 膜 速 度 是 类 时 的 , 且 膜 做 匀速 运动 . 对 
于 人 < 1, 膜 速 度 天 量 是 类 衬 的 , 且 膜 是 旋转 的 . 回 到 静态 膜 情形 , 我 们 看 到 5 AEN 
空 几何 和 标量 场 依赖 于 H. 下 面 我 们 会 发 现 膜 在 静态 5 维 时 空中 运动 , 或 者 说 非 
静态 5 维 时 空 的 边界 处 是 静态 膜 . 

通过 研究 T > 1 的 膜 几 何 , 我 们 对 前 面 的 讨论 作 一 个 小 结 . BY Dao a Bh 
方程 得 到 诱导 5 维 时 空 因子 


H* = 


T? —1 
W?2 . 2.3.16 
T: ( ) 


其 中 W 在 膜 上 计算 ， 可 以 发 现 宇宙 解 只 在 了 > 1 时 有 效 . 在 R-S 模型 中 ,由 
W = 4k 得 到 


H? = (T? —1)k*. (2.3.17) 


当 荆 > 1 时 , BULA BIEN S BARON, 它 只 驱动 de Sitter 膜 . 当 工 < 1 A, 
FH Ip Se AY, CERA de Sitter FR. 


3. 5 维 时空 标 量 场 和 投影 方法 
首先 我 们 沿用 与 坐标 系 无 关 的 方法 , 这 样 可 以 得 到 膜 上 的 物质 守恒 方程 , Klein- 
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Gordon 方程 和 弗 里 德 曼 方程 . 然后 我 们 关注 更 加 几何 化 的 形式 , 投影 Weyl 张 量 有 
重要 作用 . 下 面 我 们 取 ks = 1. 

考虑 一 个 静态 膜 , 将 它 放 在 zs = 0 处 , 并 设 b(0,t) = 1, 这 是 为 了 保证 腊 和 5 
oe ANY > AS) A AIC a 8 — BY 


4H =0,/—glo, 3Hp=O0rV— 9alo - (2.3.18) 
我 们 定义 宇宙 时 为 dr = ablodt. A, 考虑 到 将 出 现在 膜 上 的 物质 , 我 们 有 
Ty Oe = (— Pm, Pm, Pm, Pm) - (2.3.19) 
5 维 时空 的 能 动 张 量 为 
Tas = 7(0a00,6) — =av((84)? + V) . (2.3.20) 
膜 上 总 的 物质 密度 和 压强 为 
p=pm + Up, p=Pm- -Up . (2.3.21) 


2 


膜 上 物质 的 出 现 没有 改变 标量 场 的 边界 条 件 . 
由 爱 因 斯 坦 场 方程 的 05 分 量 得 到 物质 守恒 方程 


2 


pm = —3H (Pm + Pm) . (2.3.22) 
由 爱 因 斯 坦 场 方程 的 55 分量, 我 们 得 到 
Hy? = “g—te+t. (2.3.23) 


式 中 以 k 为 单位 . 最 后 一 项 代表 暗 辐 射 项 , 原因 与 R-S 模型 中 的 一 样 . 8 Al EW 
足下 面 的 微分 方程 
Q+4HQ=HTi, E+4HE=-—pT?. 


积分 这 些 方 程 得 到 
2 Upp 1 da* |. 1 dUB 
36 12 ~ 16a! | deg, — 2U) -1267 | do Pn rar (28-24) 


为 得 到 上 暗 辐 射 项 , 我 们 用 到 了 


1 
U = = 


2 
> U2 — (2) 4V|. 


这 是 含 5 维 时 空 标量 场 时 膜 上 的 弗 里 德 曼 方 程 . 注意 到 这 里 出 现 了 由 膜 和 标量 场 
动力 学 历史 引起 的 延缓 效应 . 下 面 我 们 会 发 现 , 这 些 延 缓 效应 源 于 投影 Weyl 张 量 ， 
是 由 膜 和 5 维 时 空 之 间 交 换 能 量 所 导致 的 . 注意 到 牛顿 常数 依赖 于 膜 上 5 维 时 空 
标量 场 的 值 (bo = p(t,y = 0)) 


(2.3.25) 
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8G y (Qo) 7 ks UB (go) 
3 E 12 


在 宇宙 尺度 上 , 标量 场 随 时 间 的 变化 寻 致 牛顿 常数 随时 间 变 化 , 这 使 得 实验 上 有 很 
KAR, 也 严格 限制 了 标量 场 对 时 间 的 依赖 ， 

为 了 对 弗 里 德 曼 方 程 的 物理 含义 有 一 个 直观 的 认识 , 我 们 假设 标量 场 在 标 度 因 
子 的 变化 尺度 上 演化 得 很 慢 , 忽略 牛顿 常数 的 演化 , 此 时 弗 里 德 曼 方 程 简化 为 


H? = STONIO) + g (2.3.27) 


这 里 有 几 点 需要 说 明 . 首先 , 我 们 忽略 了 p? 项 的 贡献 , 因为 我 们 考虑 低 于 膜 张力 的 
能 量 尺度 . 标量 场 动力 学 的 主要 影响 是 使 得 弗 里 德 曼 方程 包含 了 势能 U 和 动能 g. 
虽然 势能 为 正 , 但 动能 是 负 的 . 动能 的 负 号 是 由 于 我 们 在 爱 因 斯 坦 标 架 中 研究 时 牛 
顿 常数 不 变 . 换 成 膜 标 架 时 , 有 效 4 维 理论 中 也 会 出 现 类 似 的 负 与 . 

含 时 标量 场 由 Klein-Gordon 方程 确定 ， 其 动力 学 形式 为 


(2.3.26) 


. 1/1 OUP OU 
H -n — m moa, — — è a 2 
o+4 THE om) p J ag T 5% (2.3.28) 
式 中 Pm = Pm’m> 
OUp 8 Upg 
A®, = o” lo 一 一 -一 , 2.3.2 


它 不 能 为 0, 下 面 讨论 宇宙 解 时 假设 这 一 项 为 负 . 

标量 场 的 演化 由 两 个 影响 驱动 . 首先 标量 场 通 过 U NES Bes KR K 
合 , 其 次 , BAA U 的 梯度 驱动 , 这 个 梯度 可 以 不 为 0. 

回 到 非 平 庸 的 弗 里 德 曼 方程 , 利用 Gauss-Codazzi 方程 可 以 得 到 膜 上 的 爱 因 斯 
坦 场 方 程 


~ 3 U it 9 
Gab = 一 os 十 J Teb + Tab + 5 lapo — Tg (OG) hab — Fab - (2.3.30) 


现在 可 以 在 均匀 各 向 同性 宇宙 情形 下 确定 投影 Weyl KES. 实际 上 , RA Eoo 分 
量 是 独立 的 . 利用 毕 安 奇 恒等式 D*Gos = 0, D? 为 膜 协 变 导数 , 可 以 得 到 


3 3 
Eoo + 4H Eoo = 0+ (50 + su) + ~H¢* + — p , (2.3.31) 


进而 得 到 


. 608 - 第 2 章 BAEANSARSH 


Goo = 3H? , (2.3.33) 


可 以 得 到 弗 里 德 曼 方程 . 不 难看 出 , 延缓 效应 是 由 于 投影 Wely 张 量 引 起 的 . 
4. 微调 和 宇宙 加 速 膨胀 


膜 动 力学 不 是 封闭 的 , 它 是 一 个 开放 系统 并 不 断 与 5 维 时 空 交 换 能 量 , 主要 体 
现在 暗 辐 射 项 和 亏损 参量 上 . 由 于 我 们 只 讨论 膜 上 的 物理 量 , 采用 投影 方法 时 不 需 
要 详细 了 解 膜 动 力学 .下面 我 们 假设 不 存在 暗 辐射 项 , 并 忽略 亏损 参量 . A, 我 们 
讨论 5 维 时 空 标量 场 在 不 驱动 暴 胀 的 情况 下 对 后 期 宇宙 ( 即 核 合成 后 ) 的 影响. 

我 们 利用 微调 来 解决 宇宙 常数 问题 . 对 应 于 a = 1 的 BPS RA, 对 于 任意 的 
膜 张力 值 都 有 U = 0， 由 此 可 以 解释 膜 宇 宙 学 常数 的 消失 . 物理 上 我 们 把 膜 宇 宙 常 
数 的 消失 解释 为 膜 张力 使 5 ENTEH, 从 而 形成 一 个 完整 的 平 直 膜 . 然而 这 种 5 
维 时 空 几何 描述 会 导致 5 维 时 空 奇 点 , 这 个 奇 点 必须 由 第 二 个 膜 掩盖 , 这 时 第 二 个 
膜 经 过 微调 后 与 第 一 个 膜 的 张力 一 致 . 这 再 次 表明 , 微调 是 公认 的 解决 宇宙 常数 问 
题 的 方法 . 

我 们 将 微调 推广 到 a A1 的 情况 , 即 Vp = TW,T >1 EW 是 指数 形式 的 超 
势 , 得 到 膜 上 的 诱导 度 规 属于 FRW 型 , 标 度 因 子 为 


t \ 37602 
a(t) = ao @ (2.3.34) 
从 而 得 到 宇宙 加 速 因子 
6a? 
do = 14 2a2 — 1 , (2.3.35) 
对 于 超 引 力 的 值 a = -75 得 到 go = —4/7, 这 与 超新星 观测 结果 吻合 . 这 个 模型 


堪 称 膜 宇宙 理论 的 典范 , 后 面 我 们 还 要 讨论 这 个 理论 的 缺陷 
5. EF E RAE 


考虑 存在 5 维 时 空 标量 场 时 的 宇宙 , 假设 在 辐射 为 主 时 期 和 物质 为 主 时 期 5 
维 时 衬 标 量 场 的 势能 U 可 以 忽略 

在 远大 于 膜 张力 的 高 能 条 件 下 , 可 以 得 到 一 个 由 弗 里 德 曼 方程 中 p 项 决定 的 
特殊 的 宇宙 . 假设 在 辐射 为 主 时 期 标 度 因子 的 行为 满足 


4 \ 1/4 
= ao (=) ) (2.3.36) 


$= i+ Bln (=| , (2.3.37) 
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可 以 看 出 , 在 辐射 为 主 时 期 不 存在 修正 . 假如 


9 = ĝi, (2.3.38) 


这 是 当 辐 射 能 动 张 量 的 迹 为 零 时 Klein-Gordon 方程 的 一 个 解 (还 有 一 个 请 减 解 , 我 
们 忽略 了 ). 在 物质 为 主 时 期 , 标量 场 由 于 与 能 动 张 量 的 迹 古 合 而 演化 , 这 会 寻 致 两 
个 结果 : 第 一 , 标量 场 的 动能 会 对 弗 里 德 曼 方程 有 页 献 ; 第 二 , AOFM BAA 
是 常数 . 由 于 核 合成 , 牛顿 常数 的 宇宙 演化 受到 严格 限制 , 也 限制 了 o WREE. 为 
了 定量 地 讨论 , 我 们 回 到 具有 失 谐 参数 T 的 指数 超 势 . 标量 场 和 标 度 因子 与 时 间 


的 关系 为 
b= Zaln(*) , a= ae (2) | , 


式 中 te 和 a。 是 物质 和 辐射 平衡 时 的 时 间 和 标 度 因 子 , 注意 标 度 因子 的 指数 与 标准 
模型 中 的 2 有 微小 的 差异 . 与 牛顿 常数 相关 的 红 移 值 为 


Gn (z) z+1 j4a?/5 (2.3.39) 


当 引 力 模型 取 a = --5 和 z ~ 103 时 , 可 以 算出 自 核 合成 以 来 , 红 移 减少 了 约 


37% , 这 个 结果 与 实验 观测 基本 人 符合. 
最 后 , 我 们 分 析 标 量 场 的 膜 势 能 U 导致 宇宙 加 速 膨胀 的 可 能 性 . 当 忽 略 膜 上 
的 物质 时 , 可 以 构建 一 些 膜 quintessence 模型 . 这 会 导致 做 调 问 题 


M* ~ pe. (2.3.40) 


式 中 M4 = (T - ea 是 膜 上 失 谐 张力 的 大 小 .如果 像 大 部 分 quintessence 模型 
5 


那样 利用 微调 来 解决 , 那么 a = ~~ 的 指数 模型 与 5 YE quintessence 模型 在 宇 
宙 学 上 是 一 致 的 
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含 5 维 时 空 标量 场 的 膜 宇 宙 模 型 不 同 于 R-S 模型 的 地 方 是 引力 第 数 随 时 间 变 
化 . 它 与 本 篇 第 一 章 Brans-Dicke 的 标量 - 张 量 理论 有 很 多 相同 之 处 , 但 有 一 个 重要 
的 区 别 是 投影 Weyl 张 量 和 它 的 演化 . 5 维 时 空 标量 场 不 仅 起 quintessence 的 作用 ， 
还 在 宇宙 暴 胀 时 期 起 重要 作用 .人们 将 会 发 现 , 5 维 时 空 标量 场 在 宇宙 微波 背景 辐 
射 各 向 异性 和 时 空 大 尺度 结构 中 留 下 痕迹 . 
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爱 因 斯 坦 的 引力 场 方程 和 在 这 个 场 中 的 运动 方程 都 是 相当 复杂 的 . 由 这 些 方 
程 可 以 引出 许多 新 的 推论 . 这 些 推论 对 牛顿 引力 理论 进行 了 修正 ; 给 出 了 者 二 含有 
新 参量 的 场 方程 和 运动 方程 的 新 的 特 解 和 新 的 附加 条 件 . 这 些 推论 中 , 有 一 些 可 以 
给 予 或 多 或 少 的 物理 解释 , 这 样 的 一 些 推论 被 称 为 引力 效应 . 

在 爱 因 斯 坦 对 广义 相对 论 做 了 葛 基 工作 之 后 , 许多 年 来 人 们 的 主要 精力 并 不 是 
用 在 研究 理论 预言 的 引力 效应 上 面 , 而 是 用 在 它 的 理论 本 喘 (数学 形式 ) 的 研究 和 
推广 上 面 . 随 看 实验 技术 的 迅速 发 展 和 测量 精度 的 显著 提高 , 这 一 状况 发 生 了 变化 . 
许多 文章 和 专著 , 不 仅仅 局 限于 讨论 某 些 理论 预言 的 直接 实验 验证 , 而 且 还 讨论 这 
些 引 力 效 应 与 广义 相对 论 各 基本 原理 之 间 的 联系 . 这 些 新 的 进展 激励 人 们 在 解决 广 
义 相 对 论 一 些 特殊 问题 的 同时 , 扩展 对 引力 效应 和 引力 实验 的 研究 , 并 进一步 得 出 
具体 的 推论 . 因此 , 除了 详细 分 析 广 义 相对 论 预言 的 四 个 著名 的 引力 效应 以 外 , 有 
必要 把 广义 相对 论 预言 的 许多 其 他 引力 效应 进行 分 类 研究 . 许多 引力 效应 因为 比较 
微弱 , 或 者 因为 末末 在 其 他 效应 中 难以 分 出 , 在 近期 内 还 不 能 被 实验 验证 . 但 是 , 我 
们 相信 , 随 看 实验 技术 (包括 宇航 技术 ) 的 发 展 , 会 有 越 来 越 多 的 引力 效应 锌 各 类 实 
验 所 验证 . 这 些 效应 和 实验 验证 还 可 以 用 来 区 分 各 种 不 同 引 力 理 论 的 正确 程度 . 事 
KE, 随 看 实验 精度 的 提高 , 已 经 淘汰 了 一 大 批 非 爱 因 斯 坦 引 力 理 论 , 虽然 人 们 曾 
经 承认 它们 是 合理 的 . 

本 篇 选 出 的 广义 相对 论 引 力 效 应 均 属于 非 量 子 化 的 . 我 们 着重 考虑 这 些 效 应 
与 牛顿 引力 理论 中 的 效应 之 间 的 本 质 区 别 . 

引力 场 方程 的 右 疹 是 所 有 非 引力 场 的 能 量 -动量 张 量 .所 以 ,引力 势 go 的 
表达 式 中 起 参量 作用 的 物理 量 数 目 比 牛顿 引力 理论 中 的 要 多 . 其 中 不 但 有 引力 质 
E, MARA ey. HLA (或 磁 的 ) BRE, 宇宙 常数 等 等 ， 我 们 称 这 些 参 量 为 引 
ABs, 如 “引力 质量 ”、“ 引 力 电 荷 ”"、“ 引 力 目 旋 ” 等 其中, 只 有 引力 质量 是 
广义 相对 论 和 狭义 相对 论 所 共有 的 引力 参量 ， 即 使 在 广义 相对 论 的 最 简单 的 引力 
场 Schwarzschild 场 中 , 大 多 数 引 力 效 应 也 会 与 牛顿 引力 理论 中 的 不 同 . 如 果 
Ti 中 除 引 力 质 量 外 又 包含 其 他 的 参量 , 则 会 出 现 新 的 引力 效应 . 

为 了 使 问题 简化 , 和 牛顿 力学 中 的 类 似 , 我 们 常 引 入 试验 物体 的 概念 . 如 果 一 
物体 的 存在 不 影响 周围 的 引力 场 , 即 对 引力 场 gj 无 贡献 , 则 这 一 物体 叫做 试验 物 
体 . 在 最 简单 的 情况 下 , 试验 物体 只 有 一 个 参量 很 小 的 质量 . 简化 之 后 (根据 
等 效 原理 ), 它 可 以 按照 短程 线 运 动 . | 

各 种 不 同 的 引力 参量 和 试验 参量 ,以 及 在 运动 方程 中 加 于 轨道 参量 的 各 种 不 
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同 的 初始 条 件 , 可 以 构成 许多 组 合 , 从 而 可 给 出 引力 场 方程 和 运动 方程 的 很 多 组 解 . 
由 此 可 预言 很 多 (广义 相对 论 的 ) 引力 将 应. 其 中 有 一 些 属 于 同一 类 效应 , 如 各 种 情 
况 下 的 引力 红 移 效应 等 . 但 是 这 些 效 应 对 上 述 不 同 参量 的 依赖 性 义 使 它们 各 其 特 
Fa, 因此 义 表现 为 各 目 独 立 的 效应 . 

为 了 描述 多 体系 统 , 运动 物体 的 辐射 和 宇宙 解 等 方面 的 效应 , 际 了 上 述 各 参量 
以 外 还 要 引入 一 些 为 外 的 参量 . 


第 1 章 引力 场 中 的 频 移 效应 


1.1 均匀 引力 场 的 情况 


光 详 线 的 引力 红 移 效应 是 广义 相对 论著 名 的 经 典 实验 验证 之 一 , 它 实 际 上 只 验 
证 了 广义 相对 论 的 基本 原理 一 一 等 效 原理 , 与 引力 场 方程 无 关 . 为 了 说 明 这 一 扩 ， 
我 们 首先 讨论 均匀 引力 场 的 情况 . 


设想 在 强度 为 g = const 的 均匀 引力 场 中 , ADRA AA A B 
点 B 和 A( 图 10-1). B 在 A 的 上 方 , 4、B 相距 hh, 一 束 频 率 为 | 
vB 的 光 由 B 发 出 , 至 4 RRR. 根据 等 效 原理 , 引力 场 g 等 
效 于 一 个 加 速 系 , 目下 而 上 相对 于 惯性 系 做 匀 加 速 运动 ,A 和 B 
均 静 止 于 加 速 系 中 . 光波 由 B 至 4 历时 h/c, 此 时 系统 已 获得 | 


4 
图 10-1 


即 4 RAMUS CHARS. WOK 4 发 出 ( 逆 引 力 场 方 加 传播 ), 全 B AR 
接收 , 只 要 将 上 式 中 A 换 成 B, g 换 成 -9 即 可 : 


或 
(1.1.1) 


此 式 表 明光 逆 引 力 场 方向 传播 时 要 发 生 光 谱 线 的 红 移 ,上 式 可 表示 为 


-Ar 
v c2 o ` (1.1.2) 


AFP U 为 引力 标 势 . 


12 ”静态 引力 场 中 的 静止 情况 


现在 我 们 将 (1.1.2) 推广 到 一 般 的 静态 引力 场 , 但 仍 设 光源 和 接收 器 都 静止 在 
引力 场 中 . 设 光波 由 4 点 发 出 , 至 B 点 被 接收 , 考虑 波 场 中 相 邻 的 两 个 波 阵 面 . 设 
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第 一 个 波 阵 面 经 过 4 点 和 B 点 的 坐标 时 分 别 为 tá M t, 第 二 个 波 阵 面 经 过 4 和 
B 的 坐标 时 分 别 为 t4 和 t. 由 于 引力 场 是 静态 的 , 故 有 


t? -tt =t? -tå (1.2.1) 


我 们 知道 , 对 于 引力 场 中 一 点 发 生 的 过 程 , EERE PAIRA IEA py PPA IB) 
的 关系 为 
dr = Vgoodt. (1.2.2) 


由 (1.2.1) 可 知 dt4 = dt3, 由 (1.2.2) 可 知 


dr4 = gh dt”, 
dr? = 4/gBdt?. (1.2.3) 
于 是 有 
dr? _ vg (1.2.4) 
dr? Ion 
或 者 以 频率 表示 为 
VB _ V900 Av go 1 (1.2.5) 
VA /g8, 7, Jon 


对 于 1.1 节 中 均匀 引力 场 的 经 典 近 似 情况 , 在 上 式 中 代入 goo = 14 SU _ 


“z(2 轴 沿 4B 方 向 )， 便 退 化 为 式 (1.1.1) 和 (1.1.2). 


1.3 ”光源 和 接收 器 运动 的 情况 


取 c = G =h = 1( 自 然 单位 系 ). 设想 在 r4 处 有 一 原子 ,以 速度 vt, 运动 时 辕 
射 一 能 量 为 <s 的 光子 , 同时 其 静止 质量 由 m BH m, 速度 变 为 vi. Kv ABR 
子 的 四 维 动量 , 根据 爱 因 斯 坦 能 量 - 动量 关系 式 , 辐射 光子 之 前 有 


DAu(Me, v'4)p4(m*, v4) = ma, (1.3.1) 
或 
Juv (24) ph (Ma, v4) pA (M2, v4) = M3. (1.3.2) 
HET aA 
gw (24) p4 (mi, vA pA (m, v4) = m?. (1.3.3) 


由 辐射 过 程 中 能 量 -动量 守恒 可 知 


p'a (mı, vi) 一 p',(ma, v4) — E (1.3.4) 
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AP e 为 光子 的 四 维 动量 (h =c =1). 于 是 (1.3.3) 成 为 
guv (x's) [p44 (ma, v4) — €] [p44 (me, v4) — Ee] = mi. (1.3.5) 


由 (1.3.2)~(1.3.5) 得 到 


2go (T4) ph (M, v4) — guret = mi — mj. (1.3.6) 
由 于 光子 静止 质量 为 零 , 所 以 上 式 左 端 后 一 项 等 于 零 
Quvere” = ug = 0. (1.3.7) 


又 假设 辐射 沿 zl A, 则 et RA  M ct 两 个 分 量 不 为 和 .于 是 由 (1.3.6) 和 
(1.3.7) 得 到 | 


2 2 
0 Mo — mı 


YA = © = Fea) + guile) Palma, oa) (1.3.8) 
设 男 一 原子 在 ct, 处 以 速度 vi, 运动 , 吸收 这 一 光子 之 后 静止 质量 由 m1 变 
为 m2( 这 对 应 于 原子 静止 质量 及 其 变化 相对 引力 场 中 空间 坐标 的 不 变性 ). 与 得 到 


(1.3.8) 的 过 程 类 似 , 得 到 


(1.3.9) 
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= 4 处 原子 (光源 ) 静止 时 , v= 0, 代入 式 


这 正 是 狭义 相对 论 中 多 普 勒 效 应 的 表达 式 . 

在 频 移 的 一 般 表 达 式 (1.3.11) F, 含有 度 规 gw 、 光 源 和 接收 船 的 动量 p”. A 
此 一 般 地 说 频 移 依赖 于 引力 场 源 参量 (质量 , HS) 和 运动 物体 的 参量 (p+*). 等 
效 原理 使 多 普 勒 频 移 和 引力 频 移 有 本 质 上 相同 的 特点 , 由 此 可 以 区 别 于 其 他 种 类 的 
频 移 : 由 电场 引起 的 ( 史 塔 克 效 应 ), 由 磁场 引起 的 ( 塞 曼 效 应 ) 和 康 普 顿 效 应 等 等 
引力 频 移 属于 多 普 勒 频 移 , 它 不 使 谱 线 加 宽 和 分 裂 . 当然 , AF (1.3.11) PREF 
场 参 量 , 而 且 也 包含 运动 源 和 观察 者 参量 , 要 区 分 这 两 者 对 频 移 的 页 献 实 际 上 是 不 
可 能 的 . 通常 可 以 用 实验 验证 的 是 (1.2.5). 此 式 只 由 go 中 含有 的 引力 场 参 量 决定 ， 
而 与 运动 方程 无 关 . 可 以 把 (1.2.5) 看 作 所 含 诸 参 量 (如 源 质量 m, 源 电荷 e 等 ) 共 
同 作用 所 产生 的 总 的 频 移 效 应 . 


(=) ~,/1- = 1. (1.4.1) 


式 中 下 标 m 表示 产生 引力 效应 的 参量 是 源 质量 m 当 此 参量 村 于 零 时 , 相应 的 引 
力也 就 不 存在 . m = 0, 空 -时 平 直 , 对 应 于 牛顿 引力 理论 的 情况 , 那 时 不 存在 坐标 钟 
与 标准 钟 的 差别 , 当然 效应 (1.4.1) FTE. 因此 , AB (1.4.1) 是 广义 相对 论 效应 . 


注意 到 m = GM/c?, 在 c> co 的 极限 情况 下 此 效应 也 消失 . 精确 到 (一 ) 的 一 阶 


项 , (1.4.1) 可 写 为 
效应 1 


V r 


对 于 目 太 阳 表 面 辐射 的 光 , 由 Mo = 1.98 x 10°89, ro = 6.95 x 101cm, 可 得 理 
论 值 


(=) __m (1.4.2) 


z= — (=) = 2.119 x 10-6. (1.4.3) 
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对 于 太阳 的 观测 , 在 除去 非 引 力 效 应 之 后 , 得 到 的 观测 值 如 下 : 
1959, M.G.Adams: z = 2 x 107, 


1961, E.Blamont 和 E.Roddier 以 及 1963, J.Branlt 
z = (2.12 x 107°) x (1.05 + 0.05) (1.4.4) 


比较 (1.4.3) 和 (1.4.4) 可 知 , 理论 值 以 5% 的 精度 和 观测 值 相符 合 . 对 于 恒星 光谱 
的 观测 ，J.L.Greenstein 等 对 天 狠 星 -B M z = (3.0 + 0.5) x 1074, 而 理论 值 为 
(2.8+1) x 1074. 

1960 年 , Pound 和 Rebka 首次 在 实验 室 中 完成 了 验证 引力 红 移 的 实验 , 他 们 利 
用 了 1958 年 发 现 的 Mossbauer 效应 . 

FAS Bee or RAIN, 产生 吸收 的 条 件 是 原子 核 本 映 也 能 辐射 相同 频率 的 射 
线 , BATAAN ERA. 当 原 子 核 由 激发 态 跃 回 基态 时 , 由 于 激发 能 级 本 身 有 
一 定 的 宽度 , 辐射 出 来 的 7 HARA. 用 这 种 射线 束 击 同类 基态 原子 核 
时 , 应 该 发 生 共振 吸收 , 使 基态 核 跃迁 到 激发 态 ( 设 能 级 为 E) 设想 在 茶 种 物理 因 
系 的 影响 下 , 射线 频率 肥 生 徽 小 变化 , 但 仍 未 超过 吸收 范围 , 则 通过 对 吸收 情况 的 
HE, 便 可 以 确定 这 种 物理 因素 的 微小 影响 . 这 是 十 分 理想 的 精密 测量 . 例如 , 37Co 
ALEAT ERMA Fe, 铁 核 处 于 发 态 油 发 态 , 共振 能 级 很 罕 , 因而 只 要 有 频 移 
z = 1071 就 可 能 观察 到 . 用 这 一 实验 可 以 测量 纵 癌 多 普 勒 效应 , 当 “Fe 共振 吸收 


时 , 相对 速度 v = 0.1mm.s-1L 所 产生 的 频 移 z = -~ 10713 就 有 可 能 观测 到 . 利用 


可 见 光 所 作 的 测量 是 无 论 如 何 也 达 不 到 这 样 高 精度 的 . 

但 是 遗憾 的 是 , 在 Mossbauer 效应 出 现 之 前 ,， 上述 共振 吸收 根本 无 法 实现 . 这 
是 由 于 目 由 核 无 论 放 射 还 是 吸收 都 伴随 有 核 的 反 神 . 当 核 放出 7 光子 时 , FRAC ERY 
一 部 分 转变 为 核 反 冲 的 动能 , 因而 实际 放出 y 光子 的 频率 v < E/h, 而 在 吸收 y 光 
FN, 入 射 光 子 能 量 hvs 又 要 供给 核 反 神 的 动能 , 因而 v > E/ h. 由 此 得 v > n, 
即 目 由 核 共 振 吸 收 的 频率 大 于 它 所 能 放出 的 频率 . 在 谱 线 相当 和 窜 的 情况 下 这 是 不 可 
能 实现 的 . 比如 Fe, 反 冲 动能 约 为 10-3eV, 比 激 发 能 级 的 宽度 大 105 fH, 已 无 法 
再 产生 共振 . 其 实 , 即使 没有 核 反 冲 , 只 要 分 子 热 运动 使 两 个 核 的 纵 问 相对 速度 大 
于 1mms-1, 共振 条 件 也 会 被 破坏 . Mossbauer 巧妙 地 利用 了 品格 对 核 的 束缚 , 同时 
降低 温度 , 使 其 不 致 受 激 而 产生 弹性 波 . 这 样 , 基本 上 消除 了 核 的 反 冲 , 使 上 述 y 射 
线 的 共振 吸收 得 到 实现 , 从 而 提供 了 一 种 精度 极 高 的 测量 方案 . 

下 面 简 述 1960 年 Pond 和 Rebka 的 实验 . 在 实验 宇 中 , 重力 加 速度 g 可 以 看 
作 常 量 , 因此 广义 相对 论 预 言 的 频 移 以 (1.1.1) 式 表 示 . 当 h= 10m 时 , PERSA 


A 
2 一 _ ~ 1.1x10~*, 
V 


此 值 在 共振 线 宽度 以 内 , 可 以 实现 共振 吸收 . 用 ”Co 和 Fe RARR H a 
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中 . 将 一 块 板 作 为 吸收 层 放 在 下 方 , 男 一 块 作为 放射 源 放 在 吸收 层 的 上 方 , 并 在 吸 
收 层 下 面 记录 共振 吸收 的 情况 . 如 果 放 射 源 和 吸收 层 的 高 度 差 h = 45.11m, (1.1.1) 


给 出 


z=- v4.92 x 107 (FRB). (1.4.5) 


SE RS, 
z = (5.13 4 0.51) x 10-5( 实 验 值 )， (1.4.6) 


从 而 在 地 球 上 的 实验 室 中 验证 了 广义 相对 论 的 预言 , 精度 为 5%. 
Pound 和 Snider 于 1964 年 又 以 1% 的 精度 验证 上 式 (1.1.1). 


上 面 讨论 的 红 移 (理论 的 和 实验 的 ) 都 是 (=) 的 一 阶 效应 . Schwarzschild 场 
中 的 二 阶 颇 移 效应 为 
效应 2 


y D72 


的 = m (1.4.7) 


MATS, 由 于 量 (=) 很 小 _ 上 式 被 证 实 的 可 能 性 不 大 . 但 是 后 来 有 些 学 


者 借助 于 大 离心 率 轨道 的 宇宙 装置 研究 了 二 级 效应 的 测量 问题 , 研究 结果 认为 不 久 
的 将 来 可 以 验证 效应 2. 实际 上 , 在 太阳 附近 (m/r)210-93 ~ 1072, 用 原子 钟 是 完 
全 可 以 测量 的 . 原子 钟 周期 的 稳定 性 目前 可 达到 10-16 ~ 1074. 

关于 光谱 线 红 移 的 机 制 ， 目 前 有 两 种 解释 . 一 种 是 由 引力 场 产 生 的 引力 红 移 ， 
男 一 种 是 由 于 天 体 之 间 相 互 远离 的 速度 产生 的 多 普 勒 红 移 . 关于 引力 红 移 , 目前 所 
知道 的 最 大 值 是 z x 10 悦 (中子星 ). 但 是 实际 观察 到 的 红 移 数值 目 20 世纪 60 年 
代 类 星体 发 现 以 来 都 远 远 超 过 了 这 一 数值 . 例如 , 类 星体 OQ172, z = 3.53. WRA 
为 引力 红 移 达到 了 这 样 大 的 值 , 则 根本 无 法 想象 它 的 物质 结构 ; 名 认为 是 这 一 类 星 
体 迅速 后 退 所 产生 的 多 普 勒 红 移 , 则 后 退 速 度 达 0.9c 以 上 . 是 否 存 在 第 三 种 红 移 机 
制 , 目前 尚 不 清楚 . 


1.5 R-N 场 中 的 频 移 效 应 


将 Reissner-Nordstrom 度 规 [第 三 篇 式 (1.3.9)| 中 的 goo TRA (1.2.5), 可 以 得 到 
SIET e 对 频 移 的 贡献 : 
(=) _ (1.5.1) 


效应 3 
AP k = Ge?/ cd e 为 场 源 所 含 电 荷 . 这 一 效应 和 电荷 的 正 负 无 天. 上 式 大 于 要, 这 
表明 引力 电 蓓 使 光谱 线 紫 移 而 不 是 红 移 ， 由 上 式 还 可 看 出 , 在 7 = rk = k/2m A, 
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ZT AS (1.4.2) MRE (1.5.1) 互相 抵消 , re 只 和 引力 场 源 参量 有 关 , 仅 当 比值 k/m 很 
大 时 距离 rk 才 有 意义 . 虽然 解 (1.3.9) 中 e 的 值 可 以 一 直 取 到 e = m, 但 是 人 们 研 
完 性 体 附 近 等 离子 区 中 弄 号 电荷 的 平衡 条 件 时 发 现 , 星体 所 含 电荷 e 的 可 能 值 远 
小 于 m. 所 以 只 能 期 望 在 具有 e > mm 的 裸 奇 点 的 场 中 , 频 移 (1.4.2) 和 (1.5.1) 抵消 . 

原则 上 , 在 静电 起 电机 或 静电 加 速 器 的 场 中 可 以 记录 频 移 (1.5.1). FAIL A 
干涉 仪 做 实验 , 来 比较 带 正 电 的 、 带 负电 的 和 中 性 的 场 源 辐 射频 率 的 差别 . 当 电 势 
为 十 5 x 104V 时 , 预期 每 伏 频 移 为 1.1 土 8.8 x 10-14; 提高 测量 精度 之 后 , 将 电势 升 
至 +3 x 105V 时 , 预期 每 伏 频 移 为 0.9 土 1.0 x 10-5. 虽然 电势 的 这 一 数值 对 于 显 
示 效 应 3 是 很 小 的 , 但 实验 明显 地 表明 频 移 与 电 谷 的 正 负 无 天 一 一 对 于 不 同 符号 
KET, 频 移 近似 相等 , 这 说 明 频 移 对 静电 势 的 依赖 关系 是 非 线性 的 . 


1.6 宇宙 项 对 频 移 的 页 献 


将 含 宇 宙 项 的 球 对 称 外 部 度 规 [第 三 篇 (1.2.13)] 代入 (1.2.5), 容易 求 出 宇宙 因 
T 入 对 频 移 的 页 献 : 
效应 4 


(=) _ Ar, (1.6.1) 


Y 


这 一 红 移 效应 只 有 r 很 大 时 才 有 可 能 显示 出 来 , 因为 入 的 但 很 小 . Tolman(1949) 在 
de Sitter 宇宙 模型 中 研究 了 这 一 效应 . 在 这 种 情况 下 , 由 于 网 知 的 引力 频 移 与 多 普 
勒 频 移 的 相似 , 通 利用 等 效 多 普 勤 频 移 代 奉 引 力 和 频率 (1.6.1) 进行 研究 . 


1.7 质量 四 极 窍 场 中 的 频 移 效 应 


在 球 对 称 引 力 场 中 , 频 移 不 依赖 于 坐标 9 和 p, 所 以 是 各 加 同性 的 . 由 球 对 称 
场 的 预言 与 实验 观测 的 符合 程度 可 以 判断 , 如 有 果 和 存在 频 移 的 各 问 开 性 , 它 应 小 于 整 
个 效应 的 0.1% (在 地 面 上 观测 ). 

Hofmann(1957) BW T MEURE o 引起 的 频 移 ， 他 计算 了 彬 球体 的 牛顿 
引力 势 对 一 阶 效 应 (1.4.2) 的 影响 . 

将 质量 四 极 矩 的 度 规 [第 三 篇 (1.8.22)] 代入 频 移 式 (1.2.5), 得 到 
效应 5 


(=) = mo (1 十 — | (3cos“ 0 — 1). (1.7.1) 


当 位 于 辐射 源 的 赤道 平面 (9 = 5) 和 对 称 轴 (9 = 0) 上 时 , 上 式 分 别 简化 为 
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(2) (0-3) =a 42) a 

和 和 3 
(=) o(0 = 0) = s (+2). (1.7.3) 
由 上 两 式 可 知 , 当 角 度 9 改变 时 , 四 极 矩 的 引力 作用 不 但 改变 了 频 移 的 大 小 ， 


而 且 改 变 了 频 移 的 符号 . 当 0 = 0o = arccos(1/V3) 时 ， (= = 0. 此 时 质量 的 


Y 


非 球 对 称 性 对 谱 线 频 移 效应 没有 贡献 . 所 以 , 在 地 球 上 准确 地 验证 效应 (1.4.2) 和 
(1.4.7) 只 能 在 0 = 0o 处 进行 . 实际 上 , 考虑 到 m Alo 的 值 . 我 们 得 到 meo/r? ~ 
5 x 10712 > m?/r? x 4 x 109， 这 就 是 说 , 当 二 阶 效 应 (1.4.7) 出 现时 , 必须 考虑 
(1.7.1) 的 贡献 . 


1.8 Kerr 场 中 的 频 移 效应 


由 Kerr 度 规 [第 三 篇 (1.14.12)] 和 (1.2.5) 可 以 求 得 角 动 量 对 频 移 的 贡献 : 
效应 6 


~ 一 Cos“0. (1.8.1) 


URE o 的 贡献 类 似 , 比 角 动量 a 确定 了 效应 6 对 角度 9 的 依赖 关系 , 但 这 一 
关系 具有 Kerr 场 固有 的 特 所. 与 (1.7.2)~(1.7.3) 不 同 , 我 们 得 到 


党) G 一 = | = 0, (1.8.2) 
(=) @=0)= ma (1.8.3) 


只 是 频 移 的 大 小 随 9 改变 , 频 移 的 符号 不 随 9 变 . 当 观 察 者 位 于 旋转 质量 上 面 时 ， 
角 动 量 的 引力 作用 对 频 移 的 影响 已 由 Das(1957) 研究 过 , 他 用 了 场 方程 的 近似 解 . 
Hafele(1972) 研究 了 克 尔 尔 场 中 用 原子 钟 显 示 的 早 钟 延 缓 , 从 而 讨论 了 频 移 效 应 , 但 
没有 强调 效应 6 的 角 关 联 (对 角度 9 的 依赖 关系 ). 要 揭示 这 种 角 关 联 , 需要 将 原子 
钟 放 在 不 同 9 角 的 地 方 . 实际 上 只 要 简单 记录 (不 要 定量 测量 ) 频 移 是 正 的 还 是 负 
的 , 就 可 以 判断 场 方 程 对 应 解 的 结构 . 这 些 简单 的 实验 可 以 揭示 Kerr REARS 
性 质 , 因为 效应 (1.8.1) 取决 于 度 规 中 所 售 的 角 动 量 . 
对 于 地 球 , ma?/ r3 ~ 10-22, 所 以 效应 (1.8.1) 在 地 球 上 与 (1.4.7) 量 级 相近 
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1.9 平面 引力 波 场 中 的 频率 效应 


频 移 表 达 式 (1.3.11) 对 于 任何 度 规 gu WEH, 就 是 说 对 于 引力 场 方程 的 任何 
一 个 解 都 成立, 当然 也 包括 波动 解 . 将 平面 波 解 代 入 (1.3.11), 在 辐射 产 和 观察 者 在 
引力 波 场 中 相对 议 止 的 情况 下 , 得 到 


Av , 
党) ， 一 (hee) B 一 (h22)alsin 5 ` (1.9.1) 


AF 0 是 光 信 号 与 引力 波 传播 方向 间 的 夹 角 ( 取 坐 标 轴 zl = z). WF RAR, 可 
将 hoo SA PINES: 


h22 = P22COSW € 一 = | . (1.9.2) 

设 辐射 源 位 于 坐标 原点 (ca = 0), 观察 者 B 与 辐射 源 4 ZEBRA L 则 
tp = lcosh, tA=tp—t. (1.9.3) 

由 此 求 得 . 
效应 7 
(=) = 222 | (sinusin?s | 
V Jay C 2 

x sin (wt — w 00s? ) Jans (1.9.4) 


此 式 表明 , 平面 引力 波 场 中 的 频 移 是 时 间 的 周 斯 函数 , 并 依赖 于 光 信 号 在 引力 流 场 
中 的 传播 方向 , 当 光 信号 的 传播 方向 与 z HER, 频 移 具有 最 大 值 


Av wl wl 
一 一 一 in | — | s] —_—]. 1.9. 
( - ) oer Do2Sin (2) sin (itn =. | (1.9.5) 


当 光 信号 沿 r 轴 传 播 时 , 不 出 现 频 移 . 
引力 波 场 产生 的 频 移 有 其 特征 , 即 频 移 起 伏 . 对 于 可 能 存在 的 引力 波源 , 这 一 
效应 的 量 级 估计 为 
(=) ~ 107", (1.9.6) 
GV 


Y 


比 Mossbauer 效应 测量 的 量 级 还 要 小 . 因此 , FEAR T TRR SE 
置 来 增加 频 移 起 伏 (1.9.6) 感 兴趣 . 用 迈克 耳 孙 实 验 可 以 获得 较 大 的 ! 值 . 无 需 使 区 
源 和 观察 者 相距 很 远 , 只 要 使 光线 多 次 通过 回路 以 后 再 发 生 干 涉 . 以 特殊 方式 选择 
位 相关 系 、 频 率 和 干涉 仪 两 臂 的 长 度 , 可 以 获得 频 移 的 共振 累积 

在 一 般 情 况 下 , 引力 波 场 中 的 上 述 实验 所 显示 的 频 移 , 可 能 是 红 移 也 可 能 是 紧 
移 , 这 取决 于 干涉 仪 中 光线 回路 的 绕 行 方向 和 两 璧 相对 于 引力 波 传 播 方 丫 的 取 奖 ， 
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平面 引力 波 场 中 频 移 有 一 个 有 趣 的 特点 . BRA- IIIA ct =z FE 
播 , 地 面 上 的 观察 者 位 于 坐标 原点 , 而 作为 反射 体 的 宇宙 装置 静止 于 坐标 为 


1 
Z 一 5 Aw’ sindcosy, 


1 
y = 5 AT sindsing, 


1 
z= 5 AT cosh (1.9.7) 


的 点 . AP Ar? 是 信号 往 和 返 的 传播 时 间 . 此 时 可 以 求 得 相应 的 频 移 . 
效应 8 


A 1 0 
(=) 一 os2p {ho (x° — Az?) t cos 
GV 


V 2 


0 ] 一 cos@ 
一 hoo a° — AT a + cos@) cos? 一 hoo (z?) — | (1.9.8) 


此 式 表 明 , 当 引 力 辐射 为 一 个 短 脉 冲 poo ~ 6(z0 — z) IN, 观察 者 将 收 到 三 个 脉冲 信 
号 , 它们 的 振幅 各 不 相同 , 对 9 角 和 传播 时 间 Ac? 的 依赖 关系 也 各 不 相同 . 所 以 ， 
引力 辐射 的 每 一 个 波 将 产生 三 个 被 接收 到 的 波 . 这 是 引力 波 场 独 具 的 特点 . 这 一 效 
应 与 钟 的 速率 、 等 离子 体 的 振动 以 及 源 和 反射 体 的 无 规则 运动 都 无 关 . 因此 , 可 将 
这 一 效应 用 于 引力 波 的 检测 . 人 们 甚至 认为 , 使 用 空间 站 , 用 所 激光 钟 作 为 频率 标 
HE (在 大 于 10 秒 的 期 间 内 稳定 性 ~ 10-15), 可 以 把 引力 波 记 录 下 来 . 


1.10 关于 地 球 引 力 场 中 的 频 移 效应 


由 于 测量 太阳 和 恒星 光谱 线 移 动 的 精度 不 够 高 , 自然 要 寻求 为 外 的 方法 来 测 
量 . 利用 Mossbauer 效应 的 测量 就 是 一 个 成 功 的 例子 , 能 够 在 (m/r) 全 不 太 大 的 情 
况 下 测量 地 球 引 力 场 中 的 频 移 . 此 外 , 早 在 成 功 地 发 射 人 造 空 间 装 置 之 前 , 人 们 就 
讨论 了 利用 人 造 地 球 卫 星 验 证 广义 相对 论 预言 的 问题 . 由 于 长 时 间 的 测量 要 受到 卫 
星 轨 道 参量 的 影响 , 所 以 比较 好 的 方案 是 采用 短 时 间 测 量 (< 30s), 用 特殊 方法 实 
现 频 移 的 同时 累积 . 可 以 将 卫星 和 地 球 上 观察 者 接收 的 信号 与 某 一 另外 的 辐射 相 混 
合 , 这 后 一 辐射 的 频率 为 原来 信号 的 两 倍 . 这 样 , 地 球 上 观察 者 接收 到 的 由 卫星 一 
次 反射 的 信号 便 有 两 倍 的 频 移 . 经 过 多 次 反射 , 把 效应 累积 起 来 . 这 一 方案 对 于 显 
示 效 应 2 ~ 6 都 很 有 效 . 另外 还 有 一 些 不 同 的 方案 . 例如 用 人 造 卫 星 显示 在 近地点 
和 远地点 , 黑夜 和 白天 等 情况 下 频 移 的 差异 . 这 些 设想 虽然 在 20 世纪 60 年 代 初 就 
讨论 过 , 但 实际 上 是 在 高 稳定 性 (目前 已 达 10-4 ~ 10-4) 的 振荡 器 出 现 之 后 才 实 
现 的 . 1976 F, 人 们 用 氧 激光 钟 验证 效应 (1.4.2) 精度 达到 1075. 
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用 上 述 方案 进行 的 测量 , 其 精度 已 经 足以 显示 地 球 引力 场 中 的 频 移 效应 . 于 是 
人 们 开始 用 飞机 来 验证 广义 相对 论 的 预言 . 1977 F, 人 们 从 飞机 上 用 激光 和 地 球 上 
的 标准 钟 联 系 , 飞机 飞行 15 小 时 . 测 得 由 地 球 引力 势 的 差异 造成 的 频 移 是 53H, 而 
狭义 相对 论 效应 是 5H. 测量 精度 为 1.005 + 0.016. 

频 移 效应 来 目 广 义 相 对 论 中 本 征 时 和 坐标 时 的 区 别 . 这 一 效应 不 仅 和 物体 运动 
AX, 而 且 直 接 依 赖 于 引力 源 参 量 . BA, 观察 到 的 效应 应 该 是 引力 源 的 各 个 参量 
的 总 贡献 . 原则 上 , 源 的 各 参量 (如 质量 和 电荷 ) 之 间 数 量 关 系 是 任意 的 , 所 以 在 总 
的 频 移 效应 中 , 各 参量 的 贡献 之 间 的 数量 关系 也 是 任意 的 . Einstein 引力 场 方 程 右 
端的 能 量 - 动量 张 量 或 其 分 量 中 , 不 同 的 部 分 对 频 移 的 页 献 可 能 不 同 . 原则 上 可 以 
根据 它们 贡献 的 程度 将 一 些 参量 与 另 一 些 参量 区 分 开 . 在 这 种 情况 下 , 每 个 参量 的 
贡献 都 具有 独立 的 意义 . 

我 们 看 到 , 研究 频 移 效应 的 引力 实验 已 进入 了 相当 活跃 的 阶段 . 人 们 采用 了 地 
球 上 的 新 方法 , 新 的 引力 体 , 人 造 地 球 卫星 , 飞机 等 等 . 至 今 , 已 经 以 足够 高 的 精度 
验证 了 广义 相对 论 对 频 移 效 应 [主要 效应 (1.4.2)] 的 预言 . 虽然 频 移 效 应 和 整个 引 
力 场 方程 无 关 , 但 正如 上 面 指出 的 , 它 和 场 方程 的 右边 部 分 有 天, 应 该 进一步 验证 
那些 由 场 源 的 其 他 参量 (能 量 - 动量 张 量 的 其 他 部 分 ) 引起 的 频 移 , 用 这 些 实验 来 
检验 场 方程 右边 部 分 的 正确 性 , 即 检验 广义 相对 论 关 于 场 源 概念 的 正确 性 . 
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本 章 前 三 世 分 别 研究 试验 粒子 的 短程 线 运动 , 试验 粒子 的 非 短程 线 运 动 和 重 质 
量 物体 的 运动 方程 . 从 第 四 节 开 始 研究 各 有 关 的 引力 效应 . 


2.1 试验 粒子 的 短程 线 运 动 


首先 , 我 们 局 限于 准 圆 锥 曲线 类 型 的 轨道 运动 , 短程 线 方 程 的 第 一 次 积分 给 出 
恒定 能 量 。 和 恒定 面积 速度 h, 第 二 次 积分 给 出 轨道 方程 . 假设 在 球 坐标 系 中 , 试 


验 粒子 在 平面 9 = > 内 运动 , 轨道 可 写成 圆锥 曲线 的 形式 


b= yt+aly) = p + Ay. (2.1.1) 


AP p 和 e 分 别 为 焦点 (RR) 参量 和 离心 率 , y ERXLNRBAMS, 其 中 包括 
(FEE ee CE) 附加 的 角 位 移 a(y)( 附 加 反常 ). Se < 工时, aly) 就 是 近日 点 的 
附加 反常 角 位 移 , 用 来 描述 “近日 点 的 移动 ”效应 . 在 圆 运动 的 情况 下 , 虽然 周期 的 
概念 退化 了 , 但 更 一 般 的 概念 “附加 反常 ”仍然 有 效 : 


lim a Æ 0. 


e— (0 


下 面 我 们 从 短程 线 方程 出 发 进行 积分 . 短程 线 方程 即 


d dz? \ _ 1090 da* dx? 
dA (HAA |] 2 ðr dA dÀ’ 


—1. (2.1.2) 


在 球 坐 标 系 (x? r, 0. p) 中 对 于 稳定 的 轴 对 称 场 ， QMo IN r? 和 P, (0, 3) 分 量 分 
别 为 


积分 得 


2.2 试验 粒子 的 非 短 程 线 运动 . 625 - 


式 中 e Mh 为 积分 常数 . 将 此 式 代 入 gutti” = 1, 得 到 轨道 的 微分 方程 


(sx) = F(u). (2.1.4) 


式 中 F(u) Æ u =r! 的 多 项 式 . 可 以 用 不 同方 法 获得 方程 (2.1.4) 的 形 如 (2.1.1) 
的 解 . 


p? dy 
+ C(e, h, p,e) Sin’ (2.1.5) 
比较 等 式 两 端 各 项 “系数 ”, 可 将 此 方程 分 解 为 两 个 代数 方程 和 一 个 一 阶 微分 方程 : 
A(e,h,p,e) = 0, 
B(e,h,p, e) = 0, (2.1.6) 
y? = Cle,h,p,e), (2.1.7) 
或 由 (2.1.1) 有 
a? +2a' — C(e,h,p,e) +1=0, (2.1.7a) 


式 中 心 = Te 由 此 得 到 周期 附加 反常 的 表达 式 


2T 
一 = | C7 1/2 dap 一 1, fao — —Aa. (2.1.8) 
0 


代数 方程 (2.1.6) 确定 了 (p,e) 和 (c,h) 以 及 场 源 参 量 之 间 的 联系 , 上 面 的 方程 组 是 
很 有 用 的 , 将 gu 的 具体 形式 代入 以 后 , 便 可 获得 具体 的 表达 式 . 它们 也 可 以 用 于 加 
轨道 的 情况 . 即使 e = 0 时 由 (2.1.4) 求 不 出 附加 反常 , 仍 可 以 依 助 于 (2.1.6)~(2.1.8) 


求 出 来 , 因为 lim (和 # 0. 


2.2 试验 粒子 的 非 短程 线 运 动 


1. 无 自 旋 试 验 粒 子 的 情况 


运动 方程 和 短程 线 方程 的 偏离 可 能 由 不 同 的 原因 引起 : 非 引力 的 作用 (如 机 械 
力 和 电磁 力 等 )、“ 试 验 参量 ”的 作用 、 多 体 问 题 中 的 引力 相互 作用 等 . 
假设 有 一 质量 系统 , 我 们 可 以 把 系统 的 作用 量 与 为 


[= - [ds + Ie, (2.2.1) 
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AP Le 是 作用 量 中 的 非 引力 部 分 . 与 虚 功 原理 的 处 理 类 似 , 我 们 令 


ol. = - | Buderds 


此 式 表 明 F 是 四 维 力 . 对 (2.2.1) RAS 67 = 0, 与 导出 短程 线 方程 的 过 程 相 
似 , 得 到 
+ TÉ — = F". (2.2.2) 


p 1 
ò (=) _ OU = pe (2.2.3) 


AF s 取 为 沿 时 迹 的 仿 射 参量 , 当然 也 可 取 为 7. 
考虑 引力 场 中 两 个 邻近 的 下 落 粒 子 , 分 别 沿 轨 道 zw(r) 和 c4 (7) 4+ òr” (T) 运动 
运动 方程 分 别 为 


一 7 7Z 十 97)， 


或 者 与 成 


式 中 m+ = bc" EMARE. 

当 Fr = 0 时 ,方程 (2.2.4) 仍然 偏离 短程 线 方 程 . 虽然 一 个 目 由 下 落 粒子 在 与 
该 粒子 固 连 的 参考 系 看 来 是 静止 的 , 但 是 一 对 邻近 的 目 由 下 落 粒 子 会 有 相对 运动 ， 
和 它们 一 起 下 落 的 观察 者 看 来 则 显示 出 引力 场 的 存在 . 这 并 不 违背 等 效 原理 , 因为 
当 两 个 粒子 之 间 的 距离 远 小 于 场 的 特征 尺度 时 , 偏离 方程 与 短程 线 方程 的 产 列 可 忽 
略 不 计 . 


2. 试验 自 旋 的 情况 


由 协 变 守恒 定律 
Tuy = (2.2.5) 
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出 肥 , 可 以 寻 出 试验 目 旋 的 运动 方程 . 式 中 9 必 是 能 量 - 动 量 张 量 密度 . 目 旋 张 量 
定义 为 


guy = | (2% — X”) I”? d?r — | (zz — X”*) Far, (2.2.6) 
AP Xr SVU I PY ALT RL L 的 坐标 . 工 的 方程 为 
X" = X"(s), 


s ÆW L 的 固有 时 ，ds? = 9,,dX4dX"; 积分 沿 x? = X? = const 的 三 维 体积 进行 . 
引进 量 


MY = ~u G — X`) I” dea, (2.2.7) 
MP = ul | FP, (2.2.8) 
dX° 
~ 三 . 2.2. 
u, 7, (2.2.9) 
由 x? = X°, 故 Mor = 0. 利用 式 (2.2.5), Papapetrou 导出 了 下 面 的 运动 方程 : 
dSF wedS uf dso The 
— — 。 6 一 万 0 Mee 
ds "ud ds wu ds .| (ns ut PY ) 
u” QUU 
- (1, - 5) Me = 0, (2.2.10) 
d M™ Q Y Q O uY 
ss ( ul )+ram" -Lw M" = 9, (2.2.11) 
其 中 满足 关系 式 
IMAP" = —(S%Pu" + S% uf) + g (Sur + Sru’), (2.2.12) 
MË? d /M°® 
aß _ a B QUV 
M = u „0 -5 ( 7,0 ) -rg me. (2.2.13) 
对 于 8 = 0, 由 (2.2.12) 得 到 
a0 us 00 dso _ jo QUV 
M™ = -0M + EP Pao MIF. (2.2.14) 


这 些 方程 中 的 未 知 函 数 共 有 10 个 : MYV ue 的 三 个 独立 分 量 (因为 uau! = 1), 
反对 称 张 量 SHY 的 六 个 分 量 . 运动 方程 (2.2.10)~(2.2.11) 有 七 个 是 独立 的 . 这 是 因 
为 当 a = 1,2,3, 和 6 = 0 时 , 对 应 的 方程 (2.2.10) 成 为 恒等式 , 所 以 (2.2.10) 只 有 
三 个 关于 S 的 独立 方程 . 下 面 改 写 这 七 个 独立 的 方程 . 引入 标量 


p= Top (M® +T, Su’) + — (2.2.15) 
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式 中 按 通 常 的 定义 有 5 
= = u” fi (2.2.16) 
将 方程 (2.2.10)~(2.2.11) 化 为 协 变 形式 
DS DS? DS? 
“uP — uP = 2.1 
5; + u*u p, Ue, 0, (2.2.17) 
D Q: DS? V ad ox Q 
Ds (pu + ug De + Shu? (Tio u + Tlf.) = 0 (2.2.18) 
令 cap 
Q Q D > 
P“ = pu” + ug De? (2.2.19) 
方程 (2.2.17)~(2.2.18) 可 写 为 
py 
— = Pw — Pru”, (2.2.20) 
h 
i — | Rij uP S". (2.2.21) 


假设 一 系统 由 多 个 物体 组 成 , 每 个 物体 的 质量 对 引力 场 的 影响 都 不 能 忽略 (此 
时 它 的 体积 通常 也 不 能 忽略 ), 这 时 物体 的 运动 要 复杂 得 多 . 这 类 物体 称 为 “ 重 质 量 
物体 ”, 以 与 试验 粒子 相 区 别 . 

获得 这 类 物体 运动 方程 的 一 个 方法 是 , 假设 每 个 物体 沿 空 -时 中 的 短程 线 运 动 ， 
但 空 -时 度 规 由 系统 中 其 他 物体 和 该 物体 本 身 共同 产生 .因此 , 必须 把 每 个 物体 作 
为 有 质量 中 心 的 , 具有 有 限 自 引力 的 物质 块 , RIE TH = 0. 对 于 太阳 系 , 可 以 认 
为 每 个 天 体 都 由 理想 流体 构成 (Will,1981). 

我 们 先 回忆 一 下 牛顿 引力 理论 中 的 类 似 处 理 , 然后 将 其 推 全 后 牛顿 极限 情况 . 

在 牛顿 理论 中 , 对 于 系统 中 的 第 a 个 物体 定义 惯性 质量 和 引力 中 心 : 

Ma =| pdz, X 一 元 | 0Xd 7z. (2.3.1) 


Ma 


由 连续 性 方程 容易 证 明 
dma 
dt 


= 0, 
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(2.3.2) 
(2.3.3) 
QU FES b 个 物体 的 四 极 矩 , 定义 为 
$= | oB — 2})(0* ~ oh) — ja — a )*6%}aPa 
在 后 牛顿 极限 中 , 定义 第 a 个 物体 的 惯性 质量 为 
fT. 1, 1- 
Ma = | 2 € + 50 一 zU + n) d°x, (2.3.4) 
式 中 5 为 守恒 密度 [ 见 第 一 篇 (5.3.16)], 6 =v — vao), 而 vac) 为 
Va(0) =| pud’ a, (2.3.5) 
(2.3.4) 中 的 U X 
U = | p(r’,t)|r — r'| dy. (2.3.6) 


可 以 认为 m 是 在 随 动 的 局 部 静止 惯性 中 测 得 的 总 能 量 (包括 粒子 的 静止 质量 、 动 
能 、 引 力 能 和 内 能 ). 根据 PPN 形式 守恒 定律 的 讨论 , 由 (2.3.4)~(2.3.6) 可 严格 证 


(2.3.7) 
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r- r)r- r) 3 
PEE d?°z. (2.3.10) 
从 而 得 到 加 速度 
l = dv 3 
Pov 一 Zap] d°x 
p 
1 
和 -+ (2.3.11) 


式 中 


AN 


~>~1f ，  ，/ 
J, = PPT — 7 ) 30g3y. (2.3.12) 
a r E r'|? 


现在 利用 PPN 理想 流体 运动 方程 , 计算 (2.3.11) 右 端 括号 中 的 第 一 项 积分 . 把 
Twz 的 后 牛顿 表达 式 和 Te 的 后 牛顿 表达 式 代入 运动 方程 Tix = 0, 并 重新 用 守恒 


密度 与 出 , BRE 
duv 1 p 
= 5U ; — [p(1 ;十 pi [二 v 十 五 十 二 
par = pu pU + 3yU)] i+ pP, & + ff + 4 
_d ; 1 ; 
— p— | (2y 4+ 2)Uu' — =- (4y + 4 + &aı)V 
dt 2 
l 1 t(~ 
一 zaU w +v’ (pU o — po) 


23 重 质 量 物体 的 运动 . 631 . 


it 1 
+ pu i yu" 一 gW ` v + 5 (22 + a3 一 a Jw? 
— (28 — 2)U + sl . (2.3.13) 


将 (2.3.13) TRA (2.3.11) 求 积 分 . 为 了 简化 , 我 们 对 每 个 物体 的 几 个 加 有 时 间 
取 平 均 . 这 样 , 所 有 固有 量 的 时 间 导 数 都 可 取 为 零 . 对 于 太阳 系 , 这 一 近似 是 合理 
的 , 因为 太阳 和 行星 结构 的 变化 是 相当 缓慢 的 . 这 样 , 可 以 用 一 些 牛 顿 关 系 式 来 简 
化 后 牛顿 表达 式 . 对 于 每 个 物体 应 用 下 面 形 式 的 牛顿 运动 方程 : 


Fi Fp Ë+ =t | Vid3z) = 0. (2.3.14) 


„1 1 
Fs — 5 | Boas T, — ;| pod’ x, 
Qs = -3| pp (x — z')*(x@ —2') d3zd3z/ 
2 a r- r'|’ 
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eo "| 


I“ = | p(x — La Y (£ — za) d°z, 
I, = | pir —r,|*d°z, P, = | pd°x, 


7 ~ ~f 一 2 > at] 
AY =| ppv (x x’) d°rde x’, E.=| plld° x, 

a Ir o r'|’ a 

7 ~ ata al > mti mAN7 
CI =| ppv (r r \(x L ) (z L ) d3 rd? r’. 

a Ir B r'|’ 

由 (2.3.14) 得 到 PPN 运动 方程 的 最 后 形式 为 
Qa = (Qq)1 十 (aa)2 十 (aa)3. (2.3.15) 


式 中 (aa) 为 “ 目 加 速度 ”, (aa) 为 准 牛 顿 加 速度 , (ao)s 为 n 体 项 , 表达 式 如 下 : 


1 |1 | 3 
(a, )1 = 一 — 5 (as + €1)t + (FH 一 5 a 
| | | 1 | 
+ (29, + (367 + ZA — —— a3 (w + va) HĀ, (2.3.16) 
其 中 
~I TT (an 
a=] pp I(r r’) 43 dS x’. 
a Ir-r]? 
i l ik 

(a; )2 一 一 (mp)a X,k; (2.3.17) 


ai =D {em +28) + (2y+284+14 501 - O) 
bza a 
Co — 


r 
cab c cf#ab oc 


1 3 Tab’ T > The’ T 
2 The rac 
cf#ab c#ab 


l l 

+ (47 +4+a)va: vo — (27+ 2+ a2 + a3) U5 
1 2,1 

+ 5 (a1 — a2 — 03) + FAW -Va 
1 3 、 

十 5 (ad — 2a2 — 2a3)w- vy 十 5 (I + Q2) (v6: Tab)” 


3 、 、 a 
+ 302(w : fab)” + 3a2(w- (os) 
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cZ#ab "be ba "ab 
Tac Lhe me ony 4.9 
x DM on The + Dia tas (2 + 2)va 
cab b4a 4 
1 m 
— (2y 十 1 )volv, 一 一 rab 
2 T>, 
b4a 4 
(4y 十 4 十 al)voa 一 (47 十 2 十 al 一 2a2) 
. J m 
+ 2æazw|v; -3 Tab 
ba rab 
X [alVa 一 (al 一 2012) Up + 2ao2?a0] . (2.3.18) 


式 (2.3.16) 中 的 前 六 项 表示 质量 中 心 的 “ 自 加 速度 ”, 因为 tt, Fi 等 项 取决 于 第 a 
个 物体 的 内 部 结构 ， 自 加 速度 的 存在 与 总 动量 不 守恒 相 联 系 , 它们 决定 于 PPN F 
ESE as, G, Co, G 和 Cy. 在 半 守 恒 引 力 理 论 中 , 由 于 


= =@=G3=%=0, (2.3.19) 

所 以 目 加 速度 等 于 零 , 为 外 , 球 对 称 物质 的 项 
a = Ta = FS = Na = Ea =0, (2.3.20) 
所 以 目 加 速度 也 为 零 . 如 果 两 个 物体 党 近似 圆 轨 道 运动 , 作为 这 两 个 物体 构成 的 系 
统 取 轨道 周期 平均 值 时 , 目 加 速度 也 等 于 零 . 正 因为 这 个 原因 , 在 太阳 系 中 无 法 检 
验 这 个 效应 的 存在 . 但 是 对 于 脉冲 双星 系统 , 当 轨 道 离心 率 很 大 时 , 是 可 以 验证 这 


一 效应 的 
R (2.3.16) 中 的 最 后 一 项 一 as(w + va) HH 也 是 自 加 速度 , 其 中 含有 物体 


相对 于 宇宙 静止 标 架 的 运动 . 这 一 效应 取决 于 PPN 参量 as. 在 任意 半 和 守恒 引力 理 
论 中 as = 0, 所 以 无 此 效应 . 静止 的 物体 五 = 0, 所 以 HKi = 0, 此 效应 也 不 存在 . 但 
对 于 匀 角 速 转动 的 物体 HKi A 0. 设 角 速度 为 w, WA 


v =w X (T—Ta), 


op 加 加 
H** — mst | aE TEA aaa r’ 
a 


= Tw (Ra). (2.3.21) 


对 于 接近 球形 物体 , 2'™" 的 各 站 同性 部 分 是 对 式 (2.3.21) 的 主要 页 献 , 即 
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VAKEN 5" Na, 厅 x Seko Qa, (2.3.22) 
这 时 式 (2.3.16) 中 的 最 后 一 项 可 改写 为 
-ia (w + va) Xw. (2.3.23) 


式 (2.3.15) 中 (aa) 是 重 质量 物体 的 准 牛 顿 加 速度 , 它 的 表达 式 (2.3.17) 中 的 
(mp)* 是 “被 动 引力 质量 线 量 ”, 具有 形式 


al am 2” _ — — La 2 3.24 
3Gw 人 -人 m + (26 Q2 C1 C2) m ) ( ) 


(2.3.17) 中 的 x(ra) 是 准 牛 顿 引力 势 , 具有 形式 


o [mA (A)]o 
X(Ta) — 32 rok , (2.3.25) 
式 中 (maT) able EER b 个 物体 的 “主动 引力 质量 ”， 它 的 表达 式 为 
Ima(N)ablo = mo{ 1 十 (49 一 人 一 上 一 3Cw 一 ;0 — T — 262) x 
+6 = _ (Gan +6 - 3¢4) 2 
Mp 2 Mp 
ik 

+ zG 加 2Cw Mania, ai } (2.3.26) 


应 注意 , 主动 引力 质 时 和 被 动 引力 质 量 与 相对 于 其 他 物体 的 方向 ho AR. 为 了 应 
用 的 方便 , 我 们 改写 准 牛 顿 加 速度 的 表达 式 , 使 其 含有 与 位 置 无 关 的 惯性 质量 、 主 
动 引 力 质量 和 被 动 引力 质量 张 量 , 及 引力 势 xm, 结果 表示 为 


(M )a(ag)2 = (Mp) ox, 


x = N ma) Akera (2.3.27) 
bza 
式 中 
_ , Qn qik 
(部门 = Ma fo . f + (a1 一 Q2 ro + (a2 — C1 + 2) 一 | 


(fip)! = ma sm f + (48 -y-3- Bu) E _ 6, 22" | (2.3.28a) 
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` 1 1 
(mae 一 madari 1 + (48 —y-r-— 3u 一 723 — z6! 
® E~ /3 P, 1 \ Qr” 
- 2) + - (= ~3¢,) | - (w -= (2.3.2 
G2) 十 63 m, (Zast 3a) m, k 56] m, l (2.3.28b) 


Q, 是 惯性 引力 能 张 量 . 2% 是 引力 能 张 量 . 

在 牛顿 理论 中 , 主动 引力 质量 , 被 动 引 力 质 量 和 惯性 质量 都 是 相同 的 , 所 以 每 
个 物体 的 加 速度 与 其 质量 和 结构 无 关 , 此 即 等 效 原理 . 但 是 由 (2.3.28) 可 知 , 在 给 
定 的 引力 度 规 理 论 中 , 并 不 要 求 被 动 引 力 质量 等 于 惯性 质量 , 二 者 的 差别 取决 于 几 
个 PPN 参量 和 物体 的 自 引 力 能 (2 和 RE). 这 一 效应 称 为 Nordtvedt 效应 , FESS 
等 效 原理 中 不 存在 . Nordtvedt 效应 的 存在 并 不 违背 Egtvgs 实验 , 因为 在 考虑 实验 


室 尺度 的 物体 时 忽略 了 自 引力 于 (实验 室内 ) < 10-9], 


对 于 大 多 数 实际 情况 , 可 以 设 物体 是 球 对 称 的 , 于 是 可 用 Oi = 26*02。 简化 
质量 张 量 , 这 时 我 们 有 


式 中 


二 《43 一 一 (ia 一 41 一 3 (2.3.29) 


RJC (mE)! M m WA m, LP. 

式 (2.3.15) 中 的 (ao)s BRA n 体 项 , CER RAME” PPN 短程 线 运 动 方程 的 
后 牛顿 修正 , 也 含有 物体 本 身 引 力 场 产生 的 一 些 后 牛顿 项 . 这 一 n 体 加 速度 可 以 产 
生 “ 经 典 的 ”近日 点 进 动 和 一 些 其 他 的 引力 效应 . 


2.4 Schwarzschild 场 中 的 近日 点 移动 
( 爱 因 斯 坦 经 典 效应 ) 


我 们 首先 讨论 试验 粒子 的 情况 , 即 “ 经 典 ” 近 日 点 进 动 . 将 Schwarzschild FE 
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e*_] 2m 


解 方程 (2.1.6), 给 出 常数 = A 的 准确 表达 式 : 


~1 
h? = mp f — mt 2 (2.4.2) 

由 (2.1.7) 得 
C=1- a + ecosy)). (2.4.3) 


W 6 = = 将 (2.4.3) 代入 (2.1.8) 积分 , 得 到 近日 点 附加 移动 的 近似 表达 式 : 
效应 9 


2 
D 2p? + Ap? ~ ) (2.4.4) 


程 的 近似 解 得 到 的 而 严格 解 是 Schwarzschild 于 1916 年 才 给 出 的 . 此 效应 随 焦 参 
Bp 的 减 小 而 增 大 . 对 于 水 星 ， 


Dp( 水 星 ) = 5.53 x 10!!cm, 


Aa( 水 星 , 理论 值 ) = 0.1038” - 周 -: = 43.03" . HAE, (2.4.5) 
Aa( 水 星 , 观测 值 ) = (42.56 + 0.94)". HE. (2.4.6) 
爱 因 斯 坦 首先 将 理论 预言 的 结果 与 以 前 的 观测 所 确定 的 数值 进行 了 比较 , 符合 


得 很 好 . 

为 了 清楚 地 显示 出 四 极 矩 和 其 他 参量 对 轨道 近日 点 移 动 的 影响 , 我 们 用 PPN 
形式 系统 再 仔细 讨论 这 一 效应 (关于 四 极 矩 效应 的 一 个 简单 讨论 见 2.16 H). 考虑 
惯性 质量 为 m 和 m, 自 引 力 能 为 2, 和 h 的 两 体系 统 . 第 一 个 物体 具有 很 小 的 
四 极 矩 QI. 分 w = 0 和 w 40 两 种 情况 讨论 , w 是 参考 系 相对 于 宇宙 静止 标 染 的 
速度 . 

(1) w = 0 的 情况 , 即 整 个 系统 相对 于 宇宙 静止 标 染 是 静止 的 . 假设 系统 附近 
再 没有 其 他 引力 休 . 取 系 统 质量 中 心 为 PPN MARR. 认为 每 个 物体 都 近似 为 


球体 , 我 位 有 Qi = E a. 根据 (2.3.15), 得 到 每 个 物体 的 加 速度 
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1 m 
+ (27+28+1+ 701-6) — yw? 


2 T 
1 1 > 
+ 5 (47 + 4+ a1)v1 - v2 — 5 (27 + 2 十 a2 + a3)v9 
3 T 
+ 5 (1 + a2)(v2 a 一 > (2y + 2)v1 
l 
— (2y + 1)v2|vı + 2 [4y 十 4 十 al)vl 
一 (4y 十 2 十 Qi] 一 2a2 )v21v2, 
a2 = {上 式 中 将 + 换 为 一 7, 脚 标 1 与 2 对 换 }. (2.4.7) 


AP r= ra, ñ = r/r. 在 物体 1 产生 的 准 牛顿 势 中 含有 四 极 窍 的 咎 顿 页 献 , 我 们 


r3 
ot 1 kl kalai ko 
(X,i)2 = —(ma)i 3 一 LS antaii — 26°* nr"), (2.4.8) 


AP (ma), 和 (ma) 是 由 方程 (2.3.29) 给 出 的 主动 引力 质量 . 可 以 证 明 , 一 个 关 
于 e 方 问 轴 对 称 的 物体 , O* 的 形式 为 


Qi" = mı Ri Jaa) (6 一 366"). (2.4.9) 
式 中 Jo 是 四 极 矩 的 大 小 , 由 下 去 给 出 : 


且 一 一 (2.4.10) 


C 是 关于 对 称 轴 的 惯性 矩 , A 是 关于 赤道 轴 的 惯性 和 矩 , R 是 半径 
由 于 系统 的 质量 中 心 是 静止 的 , 保证 (2.4.7) 中 后 牛顿 项 的 足够 精度 , 我 们 可 以 
把 V1 和 V2 用 下 式 代 换 : 


vı = —— U, V= —v. (2.4.11) 
m m 
式 中 
Vv V1, Mm=E=mi tm. (2.4.12) 
定义 折合 质量 为 
po (2.4.13) 
m 


这 样 , 相对 加 速度 a = a: -a 可 与 为 
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- 6(8- A)e — 3A] + | (27 + 28)— — yo? 
1 
+ (2+ a1 — 2¢)— — =(6 十 al 十 aa +03)—v? 
r 2 m 
+3 4 ay)A(w-vy?| + ZL ay +2) - E(2- a + o)l. (2.4.14) 
2 “im r3 m 


式 中 


Alh) 和 fo(Q2) 分 别 代 表 两 个 物体 的 引力 自 能 项 , 对 于 太阳 , 它们 不 超过 ~ 1075, 
并 且 是 一 个 常量 . 所 以 有 Mam, MUERE. 

在 太阳 系 中 , 取 地 球 轨道 平面 为 参考 平面 , 春分 点 的 地 -日 方 问 为 参考 方向 . 对 
于 所 有 的 行星 , 其 轨道 与 参考 平面 的 夹 角 i 都 很 小 , 可 以 认为 sini < 1. 从 参考 方 
向 到 上 交点 的 角 为 2. 在 轨道 平面 中 测 得 的 近日 点 角度 为 w, 离心 率 为 e, 半 长 轴 . 
为 a. 用 标准 方法 计算 轨道 参量 的 扰动 . 把 (2.4.14) 中 的 加 速度 a 分 解 为 径 问 分 量 
a). 垂直 于 轨道 平面 的 分 量 a 和 垂直 于 前 两 个 方 问 的 分 量 a), 利用 下 列 公 式 
计算 各 轨 媚 参量 的 变化 率 : 


) ) (2) 
-= Ë 0 coso 十 (p tra sing — ra coti - sin(w + ¢), (2.4.16) 
= _ 1 -e jaa sing 十 一 (= 一 r) (2.4.17) 
da = 2a? pal’) (1) oa: 
TE 一 p ( 7 +a 1 esing) , (2.4.18) 
(2) 
= = ra cos(w + ¢), (2.4.19) 
dQ  a®rsinWw 十 内 (2.4.20) 
dt Ah sing | 加 
AP h 是 单位 质量 的 轨道 角 动 量 , % 是 从 近日 点 到 行星 的 角 , p 的 定义 仍 为 
D 二 a(1 一 e*), (2.4.21) 
r, b, p,e 的 关系 仍 为 
r = p(l + ecos) +, 
do 2 
r-— =h= (mp)*/ (2.4.22) 


dt 
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由 于 在 地 心 坐标 系 中 观测 , 所 以 测 得 的 近日 反 为 


& = a + Ncosi. (2.4.23) 
这 时 可 算出 & 的 变化 率 
5 
< = -Za cos@ 十 a es r) sing (2.4.24) 
式 (2.43.24) 中 的 扰动 加 速度 为 
2 
a0 = 3 ee a- 1) + Say +28)" 
— yv’ + (2y +2) (v - À) 十 (2 十 al 一 2¢2) = 
一 -(6 十 CQ1 + & + as) — v7 
一 (1 一 201 — az) E (v n)? 
a(3) = ae (@-#)(@-A)+ Z(w-A)(w-A[(27+2)- 2-a +a). (24.24a) 


式 中 入 沿 轨道 运动 方向 , 与 A EX, 入 和 A 都 是 单位 矢 . 在 太阳 系 中 , 对 称 轴 与 轨 
道 平面 正 交 PRUA ê- ñ = 0. 把 (2.4.24) 代入 (2.4.24), 并 注意 (2.4.22), 沿 轨道 求 积 


体质 量 的 比 , 这 一 项 在 完全 和 守 ren (al = a2 = Q3 = G= = 0) 为 零 由 于 水 星 质 
量 与 太阳 质量 之 比 约 为 2 x 10-7, 所 以 u/m ~ 2 x 10-7, 故 对 于 水 星 和 太阳 可 忽略 
这 一 项 . 第 三 项 取决 于 太阳 四 极 矩 J。. 太阳 四 极 矩 是 由 它 的 局 平 结构 产生 的 , 估计 
Jo ~ 10-7, 用 这 一 值 及 水 星 -太阳 的 标准 轨道 参数 代入 , BSA RHA 


& = 42" .95 和 , : 百年， 


= =(2 + 2y— 8) +3 x 1074(J2/1077). (2.4.26) 
FA AW 7k Be, 得 到 对 PPN 参数 的 限制 


1.005 + 0.020(Shapiro, 1972) 


1 
一 (9 十 Jy 一 一 
z+ 2 | 1.003 + 0.005(Shapiro, 1976) 
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曾经 有 一 段 时 间 ,， 人 们 对 水 星 近 日 点 进 动 的 解释 有 争议 . 主要 是 由 于 Dicke 等 
(1966) 测量 太阳 的 局 率 , 得 到 极 半 径 与 赤道 半径 之 差 为 和 R= (43.”3 土 3.”3) x 107%. 
由 此 得 到 

Jo = (2.47 + 0.23) x 107° (Dicke, 1974) (2.4.28) 


这 样 大 的 Jo 值 对 水 星 近日 点 进 动 的 贡献 约 为 4". 这 使 广义 相对 论 的 预言 与 观 
测 结果 不 一 致 . 另 一 方面 , 这 一 值 可 由 Brans-Dicke 的 标量 引力 理论 得 到 解释 , 只 要 
取 其 中 参量 w ~ 5. 

这 一 争议 直至 Hill 小 组 公布 了 他 们 的 观测 结果 之 后 才 平 县 下 来 . 他 们 观测 的 
结果 是 


AR = (9.”2 + 6”2) x 107°, 
Jo =0.10+0.43 x 107° (Hill et al., 1974). (2.4.29) 


此 结果 比 Dicke 值 小 5 倍 . 但 是 这 两 个 观测 结果 的 不 一 致 性 仍 未 解决 

要 区 分 相对 论 引 力 效 应 和 J 效应 是 很 困难 的 . 一 种 方法 是 比较 不 同行 星 的 进 
动 . 但 是 目前 对 金星 、 地 球 和 火星 进 动 值 的 测量 精度 都 不 够 高 . Shapiro(1972) Bis 
出 , 用 雷达 对 内 行星 进行 几 年 观测 , 有 可 能 作出 上 述 比 较 . 最 有 和 希望 的 是 用 所 谓 太 
阳 探 索 , 发 射 一 飞船 , 其 近日 点 与 太阳 中 心 距离 为 太阳 半径 的 4 倍 . 借助 于 这 样 高 
偏心 率 的 飞船 , 能 给 出 精度 为 10-8 的 Jo 值 (Nordtvedt,1977). 

(2) w AO 的 情况 . 设 两 体系 统 的 质心 以 速度 w 相对 于 宇宙 静止 标 架 运 动 . 由 
(2.3.16), (2.3.17) 和 (2.3.23) 得 到 附加 加 速度 


1 fà MoT MG 
0a, 一 一 3037, Y + vı) X W 一 3 (48 + 2 — ] — (2 一 Bow) 
1 > 1 1 3 > 
+ 5 (01 一 Q2 一 a3)w* + FAW V1 + 5 (01 — 2Q2 — 203)1WwW .02 + 502(w Te) 
mom 、 
+ 3Q2(W - A)(V2 A) 一 Cu 73 7 2(Re r)tig — 3r(ng: n)*) 
1 
+ aa- (r “Ww )02 + st . [æv 一 (a1 — 2a2)¥2 + 2agwiw, 
bay = {在 上 式 中 将 7 换 为 r, 脚 标 1 © 2}, (2.4.30) 


ÅP r = ra, ñ = r/r, ra = |ricl,tc 三 riG/rG, 下 脚 标 G 代表 银河 系 . 在 导出 
上 式 的 过 程 中 忽略 了 mer/ r2,mer2/r2 等 高 阶 项 . (2.4.30) 的 第 一 个 中 括号 里 前 
两 项 为 常数 , 可 以 放 到 牛顿 加 速度 中 去 . 由 太阳 和 行星 组 成 的 系统 , 可 忽略 行星 的 
Q/m. 取 太 阳 为 物体 1, 则 相对 加 速度 ða = ða 一 6a, FAN 


mr |1 óm 3 ~、、9 
= -Qı — Ww : V + -ao(w-n) 


Sa = —— 
a r3 2 m 2 
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MMG., 、 ~ 
+ Cw- — [2(NG :rT)NG — 37 (NG n)*) 
r= TQ 


1 ò l {2 
-一 |ia v+ aw] w+ a| =) wxw. (2.4.31) 


式 中 用 到 了 (2.4.11) 和 (2.4.12), 6m = mg — mi. - 
设 m & m,e <1, w 与 轨道 平面 正 交 , 用 计算 (2.4.25) 的 方法 , 取 到 e HS 
阶 , 得 到 轨道 上 a 的 变化 量 


Aa = — 27 Fe (=) — + zaz(w, — wg) 


4 p e 8 
l, MG ,2 42 l |2 wip? 
m= n ee — —— -e oe 2A. 2 
ge” rG (Mp — Q) 2 3 (= 6 * \ me Q (2.4.32) 


式 中 Wy, WQ 和 Ny, NQ 分 别 是 矢量 w A n 沿 近 日 点 方 问 (Wp, Np) AiG SC 
(与 轨道 面 上 ) 的 方向 (we, ñg) 的 分 量 . 可 以 证 明 , R (2.4.31) 中 的 扰 劝 引起 e, i 和 
Q 的 变化 . 将 水 星 、 地 球 和 太阳 的 各 有 关 参 量 代 入 . 有 


(2 
(=) ~4x10°°, wo x3 x 107°s7}, 
m/o 


w 的 方向 指 癌 银河 系 中 心 . 太阳 系 相 对 于 优越 标 染 的 速度 


w = 350km:s~’, (2.4.33) 


这 一 数值 是 根据 (1977) 测量 数据 算得 的 . 考虑 到 “经 典 ” 页 献 , 最 后 得 到 


las) < 2 x 107%. (2.4.36) 


效应 11 和 效应 12 是 由 于 w 40 引起 的 , (al, az, as RAF), 属于 优越 标 染 效应 . 
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2.5 Nordtvedt 效应 


在 2.3 节 中 已 指出 , 对 于 重 质量 的 具有 目 引 力 的 物体 , DFIN REAR IZ. 
每 个 物体 的 被 动 引 力 质 量 和 惯性 引力 质量 不 必须 相等 , 它们 的 差异 可 用 PPN 参量 
表示 出 来 . 物体 加 速度 的 准 牛 辆 部 分 表示 为 (2.3.27) 和 (2.3.28). 太阳 系 中 大 多 数 
天 体 接近 球形 , 所 以 有 


REF x 5 245% (2.5.1) 
将 此 式 代 入 (2.3.27), 可 把 准 牛 顿 加 速度 写 为 
(ai)o = (=) Xi (2.5.2) 
式 中 
(=) = 1+ (49-3 Ge — an + a- EG - 56 ʻa 
Y= 3 me , (2.5.3) 
Da a 


由 于 月 球 的 自 引 力 能 比 地 球 的 小 , 按 (2.5.2)~(2.5.3), 月 球 和 地 球 以 不 同 的 加 
速度 落 回 太阳 . 考虑 到 它们 的 相互 吸引 , 由 (2.5.2) 和 (2.5.3 (8R REN) 得 到 


aw = — eon (ma) Z- mahat 


m © R3 r3 
; m Xi (majar 
ap 二 一 (F). (majo + r3 | , (2.5.4) 


AF X 和 Xo 分 别 表示 太阳 到 地 球 和 月 完 的 矢量 , z 是 由 地 球 到 月 球 的 天 量 . H 
球 相 对 于 地 球 的 加 速度 为 


(2.5.5) 


2.5 Nordtvedt 效应 - 643 . 


Th (2.5.5) 中 第 二 项 是 地 球 和 月 球 落 问 太阳 的 加 速度 之 差 . 
效应 13 


on 的] em 


此 即 Nordtvedt 效应 . 第 三 项 是 非 相 对 论 扰动 , 第 一 项 是 地 球 和 月 球 的 牛顿 加 速度 . 
这 样 , 由 (2.5.5) 略 去 非 相对 论 扰 动 , 得 到 月 球 相 对 于 地 球 的 运动 方程 为 


(2.5.8) 


取 PPN MEE RIL AR, 设 未 受 扰动 时 月 球 在 z 一 y 面 内 做 角速度 为 wo 的 
圆 运动 , 地 球 在 此 平面 内 做 角速度 为 we 的 圆 运动 , 于 是 有 


a= —, h=r x —, (2.5.9) 


dt? r t r3’ 
这 样 , 由 (2.5.7) 和 (2.5.8) 得 
d’r_ om gy coswt 
dt? r2 73 ý 
dh = —r(a)osinwt. (2.5.11) 
dt 
式 中 
NT (Axr) 
wW =Æ wo— We, Coswt 三 一 7 sinwt = 一 7 ) 


(ojom = = (5). — (=) | | (2.5.12) 


角度 wt 是 地 -日 方向 和 地 -月 方 同 的 夹 角 . > 


r=ro+6r, hho+toh, (2.5.13) 
并 利用 Mm/r3 = h2/r4 = w2, 代入 (2.5.11), 积分 得 
效应 14 a 
(Òr) 2n = ( =u) (a) gcoswt, (2.5.14) 
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效应 15 
(6h) on = — (a) acoswt. (2.5.15) 
式 (2.5.14) 表示 由 目 引 起 的 地 -月 轨道 的 极 化 . n> 0 时 , 这 极 化 总 是 指 回 太阳 ( 即 
轨道 长 轴 指 向 太阳 ). 
利用 已 知 参 量 值 


Mo/R? ~ 5.9 x 107°km - s7?, 


wo Z 13.4we Z 2.7 x 10-°s“?, 
(QR/m) ~ —4.6 x 10779, (Q/m), ~ —0.2 x 10719, 可 以 将 (2.5.14) BA 
(Sr) a7, © 8.0ncos(w — we)tm. (2.5.16) 


1969 年 8 月 测 得 由 月 球 上 的 Apolloll 号 反射 器 反射 回来 的 激光 信和 号 到 达 得 
克 萨 斯 的 观测 器 所 经 历 的 时 间 , 精度 为 1 ns(30cm), 对 于 测量 数据 的 分 析 , 没 能 把 
Nordtvedt 效应 和 其 他 的 因素 分 离开 , 它 有 可 能 被 其 他 的 地 -月 轨道 扰动 万 掩 兰 . 


2.6 Schwarzschild 场 中 近日 点 的 移动 ( 非 经典 效应 ) 


1. & 4472 Schwarzschild 场 中 运动 时 轨道 近日 点 的 移动 


设 有 两 个 重 质量 物体 , 它们 都 带 有 电荷 , 而 电荷 又 足够 大 , 会 影响 引力 场 . 这 时 
解 两 个 重 质量 物体 组 成 的 系统 的 运动 方程 , 才能 显示 出 引力 效应 . 设 其 中 一 个 物体 
的 质量 远 小 于 另 一 物体 的 质量 , 而 令 大 质量 物体 的 电荷 为 零 , 则 附加 反常 的 表达 式 
为 


效应 16 


Mig? 


Aa k 
D | = -—. 2.6.1 
(F) 2 Mp (2.6.1) 


AY k 表示 小 质量 物体 电荷 的 平方 , m 表示 其 质量 . 

效应 (2.6.1) 只 和 运动 物体 的 参量 有 关 . 可 以 在 很 大 范围 内 改变 这 些 参 量 的 值 ， 
从 而 改变 效应 (2.6.1) 的 值 . 因此 , 可 以 按 最 合适 (对 于 观测 ) 的 参量 发 射 卫 性 来 测 
量 此 效应 . 这 比 通 常 测量 具有 固定 参量 的 巨大 天 体 要 简单 得 多 . 


2. 引力 磁 算 对 近日 点 移动 的 贡献 


与 2.3 节 中 的 方法 相似 , 设 两 个 重 质 量 物 体 都 带 有 磁 矩 , 这 些 磁 矩 对 引力 场 都 
AH, 解 二 体 运 动 方程 , 来 显示 引力 效应 . 设 大 质量 物体 的 磁 窍 等 于 零 , 则 可 得 到 
小 质量 物体 的 磁 和 矩 对 附加 反常 的 贡献 . 假设 小 物体 的 引力 磁 矩 à SUE SER, 
机 氨 近日 点 附加 移动 为 
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效应 17 


3 S (2.6.2) 


由 上 式 可 见 , 运动 物体 参量 的 引力 作用 减 小 了 总 的 附加 反常 . 因此 , 如 果 发 射 
一 个 具有 大 电量 或 大 磁 矩 的 物体 到 中 性 试验 物体 的 轨道 上 去 , 则 这 荷 电 ( 磁 ) 的 物 
体会 比 中 性 物体 落后 . 如 果 强 磁体 的 |ch| 10° ~ 10°cm?-s~1, 则 效应 为 ( 绕 地 球 
— fj) 


(52) — 1.6 x (1071! ~ 107°). (2.6.3) 
在 焦点 参量 p ~ 10cm 的 轨道 上 , 卫星 每 年 绕 地 球 运 行 约 3000 JA, 所 以 卫星 上 磁 
体 的 近日 点 每 年 移动 0.5 ~ 200cm. 用 运行 着 的 卫星 可 以 做 这 一 检验 . 

3. Schwarzschild 场 中 试验 振子 近日 点 移动 


假设 试验 粒子 在 Schwarzschild 场 中 沿 半径 为 ro HAP. 如 果 粒 子 受 到 
附加 的 非 引力 的 作用 , 则 其 运动 方程 为 (2.2.4) 
对 于 周期 性 外 力 的 情况 


FH =—f2n, n= Erite), (2.6.4) 


式 中 2 是 频率 , w= f(2). 假设 只 有 径 向 分 量 F! 和 n, 我 们 对 运动 方程 (2.2.4) 做 
一 次 积分 后 , 得 到 力 Fw 作用 下 试验 振子 一 个 周期 内 附加 反常 的 表达 式 
效应 18 


A > 1/2 Q\? 
2), $68)" OS) (og) ae 
DIU Q Wy ro ro WO 


RP wo = , /已 是 开 普 勒 频率 . 这 一 效应 的 特点 是 它 的 大 小 与 频率 9 和 wo 之 比 
ro 


(=) _ 3m co (2.6.6) 
§22>>wo 


由 上 式 可 见 , 频率 为 2, 和 2. 的 两 个 振子 的 极 化 角 不 同 , 因此 它们 之 间 的 距 
离 应 随时 间 变 化 . 观察 这 种 变化 可 以 验证 效应 (2.6.5). 
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4. 试验 自 旋 法 向 分 量 的 贡献 


考虑 一 个 试验 物体 的 非 短程 线 运动 , 它 的 所 有 参量 都 是 试验 参量 . 设 所 研究 物 
体 具有 试验 目 旋 , 方向 垂直 于 轨道 平面 , S = S.. 可 以 证 明 , 当 沿 赤道 面 运动 时 , 轨 
道 是 稳定 的 . 

Papapetrou 方程 (2.2.17) 和 (2.2.18) 的 第 一 次 积分 可 与 为 


,DSxo0 1 ; 
DS3, 1 
pug + ur — + 593,05"? = uh (2.6.7) 


另外, 由 于 方程 组 (2.2.17)~(2.2.18) SA 7 个 独立 的 方程 和 10 个 未 知 量 (SH 和 
u`), 还 可 对 粒子 的 自 旋 加 上 具体 的 附加 条 件 . 此 条 件 可 选 为 
1 


SPI Ug 一 0, rata = Nop S U”, (2.6.8) 


并 且 只 限于 目 旋 的 线性 项 , 因为 这 时 才 可 以 将 粒子 看 成 试验 目 旋 , 也 才 可 以 忽略 形 


如 u’ sae 的 项 . 由 (2.6.7) 和 gutti” = 1, FRA Schwarzschild BER, RRB A 


旋 的 一 次 项 , 我 们 得 到 轨道 微分 方程 


h? h hz h 
— u? ++ 2m ( + =) u’. (2.6.9) 
由 (2.1.5) 得 
C=1- m € F =) (3 + ecosy). (2.6.10) 
按 前 面相 同 的 程序 , 对 自 旋 作 近 似 积 分 , 得 到 自 旋 对 轨道 近日 点 移动 的 页 献 . 
效应 19 A a 
(35) = 于 六 (2.6.11) 


当 自 旋 与 轨道 角 动 量 平 行 时 , A (2.6.9)~(2.6.11) 取 上 面 的 符号 , 反 平 行 时 取 下 面 的 
FES. 对 于 地 球 , S = a, 所 以 在 地 面 附近 效应 (2.6.11)~ 10…. 

如 果 有 两 个 试验 自 旋 同 在 一 个 Schwarzschild 场 中 的 一 个 轨道 上 运行 , 当 它 们 
的 自 旋 反 平行 时 , 二 者 会 离开 . 这 一 实验 可 以 用 来 检验 效应 (2.6.11). 第 一 周 , 同 问 
绕 行 的 两 个 反问 目 旋 粒子 分 离开 的 角度 为 


ag = P (2.6.12) 


Py mPp 
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2.7 Schwarzschild 场 对 试验 物体 轨道 参量 的 限制 


多 种 原因 都 会 导致 对 轨道 参量 的 限制 , 比如 轨道 参量 p, e 和 和 守恒 能 量 c, 守恒 
面积 h 之 间 的 依赖 关系 就 可 使 p 和 e 受到 限制 . 经 常 讨论 的 是 圆 轨 道 的 稳定 性 问 
题 , 因为 这 一 情况 在 天 体 物 理 方面 是 有 用 的 , 同步 引力 辐射 就 属于 这 种 情况 . 

试验 粒子 的 轨道 必须 满足 下 面 的 条 件 , 这 些 条 件 也 可 称 为 准则 : 
(a) 真实 的 运动 要 求 


E20, AZO; (2.7.1) 
(b) 径 同 稳定 性 要 求 
a 、0 5 、0 (2.7.2) 


对 轨道 还 可 能 有 一 系列 其 他 限制 , 在 具体 物理 问题 中 再 讨论 .下面 研究 Schwarzschild 
场 中 的 情况 . 


h = Vmr (1 — = a (2.7.3) 


(2.7.1) 要 求 
r > 3m. (2.7.4) 
上 式 取 等 号 对 应 于 光速 (光子 轨道 ). 由 (2.7.2) 可 知 r = 6m PU D 
点 ” 条件. 满足 条 件 
效应 20 
r>6m (2.7.5) 
的 轨道 对 于 径 向 扰动 是 稳定 的 . 这 就 是 说 , 当 轨 道 半 径 介 于 3m 和 6m 之 间 时 , 只 要 
使 径 向 坐标 有 一 点 变化 , 试验 物体 就 会 飞 向 无 限 远 或 者 落 入 引力 中 心 . 对 引力 场 中 
圆 轨道 的 上 述 限 制 在 牛顿 引力 理论 中 是 没有 的 . 显然 , 上 述 效应 只 对 半径 小 于 6m 
的 引力 源 才 成 立 . 


2. 图 轨道 的 分 离 


将 (2.4.1) 再 对 u 微分 一 次 , 把 所 得 方程 用 于 圆 轨道 情况 , MERE ES 


轨道 半径 的 方程 
六 ”一 2r + 3h* = 0. (2.7.6) 
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(2.7.7) 


这 一 效应 表明 , h 确定 以 后 , 在 Schwarzschild 场 中 存在 两 个 圆 轨 道 ， 其 半径 为 


rs M r,r} > re. 当 h 充分 大 ， m/h > 0 f, 得 到 7r_ = 0,74 = 5 h m | Newton: 


此 效应 表示 在 图 10-2 P. r < 6m 时 轨道 不 稳定 , 只 有 当 = r4 nA I 


2/3 m 
图 10-2 
3. Schwarzschild 场 中 两 个 自 旅 的 圆 轨 道 


效应 22 
设 目 旋 方 癌 与 轨道 平面 垂直 . 这 一 试验 目 旋 的 轨道 运动 由 Papapetronu 方程 代 


入 Schwarzschild 度 度 规 G — = | 作 第 一 次 积分 便 可 得 到 . e(r) 满足 一 个 二 次 方程 ， 


其 中 各 项 系数 含有 m,r M S 由 于 这 个 方程 含有 目 旋 的 线性 组 合 , 所 以 可 以 认为 
elr) 和 hr) 是 目 旋 5 的 线性 函数 . 这 就 是 说 , 圆 轨道 半径 依赖 于 目 旋 S HRI (图 
10-3). 这 一 取 回 通常 以 轨道 角 动 量 矢 量 为 标准 方向 . 轨道 角 动 量 天 量 在 轨道 面 法 线 
上 的 投影 即 为 守恒 面积 h. 图 中 表明 All 间 的 关系 , 是 由 方程 的 数值 解 男 出 的 . 
由 图 10-3 可 见 , 当 试 验 粒 子 自 旋 沿 轨道 角 动 量 正 方向 取 回 ( 即 正 癌 绕 行 ) 时 的 轨道 
比 反 方向 取 癌 (道行 ) 时 更 靠近 场 源 . 两 个 反方 向 取向 的 试验 目 旋 在 作 同 癌 统 行 时 
稳定 轨道 半径 的 差异 效应 是 目 旋 -轨道 相互 作用 的 结果 . 这 一 效应 的 实验 观测 要 求 
仪 絮 上 共有 很 高 的 精度 . 例如 , 用 卫星 做 实验 , 需要 记录 卫星 中 回转 仪 的 位 移 . 


4. 场 源 质量 对 轨道 的 影响 
当 Schwarzschild 场 源 的 质量 改变 时 ， 试验 物体 将 会 离开 稳定 轨道 . 由 于 微粒 辐 


2.8 Schwarzschild 场 中 的 进 动 效应 . 649 . 


SN AB, 太阳 和 其 他 恒星 的 质量 会 减 小 , 它们 的 引力 场 也 会 随时 间 减 弱 , 中 心 
质量 的 变化 必 导 致 试验 物体 轨道 参量 的 变化 . 知 源 的 质量 突然 改变 (ON PRE), 
则 本 身 位 于 稳定 轨道 上 的 试验 物体 就 可 能 飞 到 无 限 远 . 在 牛顿 引力 理论 中 , 飞 出 的 
条 件 是 


(Am)w > (m +p). (2.7.8) 


式 中 u 为 试验 物体 的 质量 . Æ Schwarzschild 场 中 , 如 打假 设 > Ah ANE, m> p, 
则 试验 物体 飞 出 的 条 件 是 


(Am)GR 之 eae N 5 € 一 m) . (2.7.9) 
可 见 爱 因 斯 坦 理论 与 牛顿 理论 预言 是 不 同 的 , HEA 
效应 23 
(Am)GR 一 (Am)Nn N -一 (2. f. 10) 


比较 (2.7.9) 和 (2.7.8) 可 以 发 现 , 广 义 相对 论 效应 偏离 牛顿 效应 是 由 于 在 牛顿 
理论 中 (2.7.8) MAE r ER. 

当 r 很 小 时 , 即使 (An)or 不 很 大 , 粒子 也 可 能 脱离 稳定 轨道 . SMERE 
吸 积 过 程 (质量 增 大 ) 时 , 也 会 出 现 对 应 的 效应 . 


2.8 Schwarzschild 场 中 的 进 动 效应 


受 引力 场 的 影响 , 试验 物体 的 参量 可 能 发 生变 化 . 例如 试验 目 旋 引力 场 中 轨道 
运动 时 , 受 引 力 场 的 影响 , 它 的 自 旋 会 改变 . 这 类 效应 属于 广义 相对 论 效应 . 当然 上 
述 进 动 应 遵守 和 天 量 进 动 HT 


— = NXA. (2.8.1) 


式 中 2 是 进 动 角速度 . 在 某 些 情况 下 , 自 旋 的 方向 可 能 改变 , 但 不 发 生 进 动 . 
引力 场 中 的 轨道 角 动 量 也 会 有 上 述 进 动 效应 . 
1. Schwarzschild 场 中 的 进 动 效应 


de Sitter(1916) 证 明了 : 试验 自 旋 在 有 心力 场 中 作 轨 道 运 动 时 , 应 以 角速度 
效应 24 


(R)ms = zr XV (2.8.2) 


进 动 , 式 中 r 是 试验 物体 惯性 中 心 的 矢 径 , v 是 它 的 轨道 运动 速度 . de Sitter 进 动 
的 特点 是 只 和 引力 源 的 质量 有 关 , 与 试验 物体 的 目 旋 无 关 . Schif(1 960) 根据 Papa- 
petrou 运动 方程 (2.2.17)~(2.2.18) 研究 了 这 一 效应 , 并 讨论 了 用 人 造 卫 星 上 的 实验 
来 检验 地 球 引 力 场 中 这 一 效应 的 可 能 性 . 理论 预言 7”. a-! 左右 的 效应 . 
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下 面 我 们 较 详 细 地 研究 一 试验 目 旋 沿 一 半径 为 ro 的 闭合 轨道 目 由 运动 时 的 短 
程 线 运动 . RE v 沿 曲 线 的 平移 由 下 式 给 出 (Aia rR 1, 2, 3, 4, ): 
一 一 十 [4 ——y* =0. (2.8.3) 
我 们 把 “起 始点 ”Po(w = uo) 处 的 矢量 记 作 v, 把 上 式 的 解 v 写成 
yt = gh yh. (2.8.4) 


式 中 脚 标 O 不 表示 坐标 分 量 , 而 表示 Po 处 的 值 ; 95, 为 平移 传播 函数 . 注意 天 量 
v40 在 Py 点 可 以 任意 选择 , 将 (2.8.4) 代入 (2.8.3), 得 到 和 满足 的 方程 


8950 dG 50 H dz’ ~ 
oO _ o — 0 n — 0. 2.8. 
şu du + Lor dy Joo ( 5) 
按照 此 所 取 的 与 差 , Schwarzschild 度 规 具有 形式 
2 2m\ 2 2/1092 .2 2 2m 2 


位 于 赤道 平面 内 具有 一 个 仿 射 参量 入 的 财 合 轨 追 方程 可 以 与 为 


r=1, 0=2 = 一 
2 Pare’ 
Bu 2 2 1 2m\ 
t = = — | l- — |， 2.8.7 
1 — 2m /ro’ ap Mro 70 | | 


其 中 a 和 6 是 初始 状态 参量 , 4 ro > 3m 时 轨道 是 类 时 的 . 由 (2.8.6) 和 (2.8.7), 
可 将 平移 传播 国 数 的 方程 (2.8.5) 改 与 为 


oo + sl + Fee Thio = (2.8.8) 
Ges _0 (2.8.9) 
dco | 1 p331 =o, (2.8.10) 
du —s are ~ 

d0c0 4 p r4 gi, = 0, (2.8.11) 


式 中 r =r, r? =0, = yp,z4 =t. 为 了 解 方程 (2.8.8)~(2.8.11), 微分 (2.8.8), 并 代 
入 (2.8.10) 和 (2.8.11), 得 到 


2~1 
C 9o0 | 251 9, (2.8.12) 


2.8 Schwarzschild 场 中 的 进 动 效应 . 651 . 


方程 (2.8.12) 的 通 解 为 


lim Jlo = ô}, (2.8.14) 
d5co 1 1 ~3 p l ~4 

] 一 一 一 | —T r 2.8.15 

U0 du (= $3900 + T 2m/ro 497) o ee) 


将 求 得 的 950 代入 (2.8.10) 和 (2.8.11), 便 可 求 出 G20 和 goo- 这 样 ， 我 们 得 到 


沿 类 时 闭合 轨 诞 的 平移 传播 函数 的 表达 式 
ro(1 — 2a) (1 — 2a)./a 
cosyu 0 (1 9a sinyu 一 (1 —3a)i?2 sinyu 
0 0 0 0 
Ico = — — 

0 = sinyu 0 1 2(1 — 2a) eine VY 2(1 2a)Va ，2 Yu 
ro(1 — 3a)}/2 1 — 3a 2 ro(1 — 3a) 2 

/asinyu 270VQ . syu 2a . yu 

— _ J” 1 |’ 

(1 — 2a)(1 — 3a)!/2 i -3a 2 7-305" 3 

(2.8.16) 


式 中 a = m/ro. 上 式 也 可 以 应 用 到 类 空 轨道 和 类 和 零 轨道 , 只 要 分 别 取 ro WEA 
2m < ro < 3m 和 >7o 一 3 即 可 . 

现在 我 们 应 用 上 述 传播 函数 研究 Schwarzschild 场 中 一 个 试验 目 旋 的 行为 . 设 
自 旋 S 沿 闭合 轨道 做 自由 运动 . 在 (2.8.6) 和 (2.8.7) 中 , 取 仿 射 参量 u = r( 固 有 
时 ), 则 可 求 得 a 和 G 


= 1 AroNL? 3m \"/? — 1—2m/ro 
a= > (=) € — m) EEY (2.8.17) 
我 们 引入 随 动 系 {e:} 和 对 应 的 基 {w} 
e; = hiex, w = thw”. (2.8.18) 
式 中 {e,} BE | a 上 {wk} 即 对 应 的 基 矢 量 系 {dat}. KERREN 
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(1—2a)/2 0 0 0 
0 ro? 0 0 
1 — 2a)'/? 
(hi) = 0 o = 2a) va — |, (2.8.19) 
ro(1 — 3a)!/2 [(1 — 2a)(1 — 3a)]!/ 
Ja 1 
0 0 
ro(1 — 3a)}/2 (1 — 3a)!/2 
1 
Toa l 0 0 
0 ro 0 0 
(ti) = 1 0 To(l—2a)"? _ vall- 2a)? (2.8.20) 
(1 — 3a)!/? (1 — 3a)!/2 
0 0 7 roya l — 2a 


由 基 矢 量 系 {e;} 变换 到 {e;}, 我 们 可 以 计算 平移 传播 函数 2 在 随 动 标 染 中 有 
930 = tehgodio, PR 
cosyu 0 sinyu 0 
0 ] 0 0 


(550) = —sinyu 0 cosyu 0 (2.8.21) 
0 0 0 1 
由 于 试验 自 旋 S 保持 与 速度 矢量 E EH, 即 s, = 0, 故 有 
gt = rom/ro) ga (2.8.22) 


自 旋 SP( 在 随 动 系 中 ) 可 类 似 地 由 Sa = te 9° 得 到 , 这 时 由 (2.8.22) 可 得 S$ = 0. 
令 Si0(i = 1,2,3) 表示 Py 处 的 自 旋 , 平移 至 闭合 轨道 上 的 任 一 点 P 时 表示 为 S. 
当 u = up = 2nr0(ro/m)/7(1 — 3m/ro)!/2 时 , S 沿 这 轨道 回 到 开始 的 空间 后 Po, 我 
们 可 以 将 S 沿 时 间 轴 rt 平行 移动 一 周 , 确定 Ss 和 SO 的 标量 积 , 从 而 确定 它们 
之 间 的 夹 角 . 
由 (2.8.21) TAH, 自 旋 矢量 S 环绕 着 基 矢 量 e 旋转 . 因此 , 为 了 寻求 自 旋 
的 渐 近 进 动 频率 2, 可 以 令 520 = 0. 这 时 我 们 得 到 S 和 S* 间 的 夹 角 : 
Gi0 qi 
38501187? 
式 中 S = gi S”, gao = nao. 在 随 动 系 中 , 由 于 yup = 2r(1 一 3m/ro)/?, 故 可 得 到 


cosô = = COSYUp. (2.8.23) 


2.8 Schwarzschild 场 中 的 进 动 效应 . 653 . 


由 此 , 我 们 得 到 渐 近 进 动 频 率 
效应 25 


(2)m = IN| = ot (my x (: — m) aan l (2.8.26) 


如 果 采 用 坐标 时 + = u//T—Si]ro, 上 式 的 最 低 阶 近似 为 12| = 0/87, 这 
结果 与 Schiff(1960) 的 结果 一 致 . 
2. Schwarzschild 场 中 试验 目 旋 的 下 落 


当 试 验 目 旋 沿 径 回 运动 时 , Papapetrou 方程 可 以 简化 , 从 而 可 以 获得 运动 方程 
的 准确 解 . 将 Schwarzschild ERRA, 得 到 


效应 26 
—1 
SP = S'S = (8P) + (S25) (1-7) +SS, (827] 
23 
cos(S, dx*) = oe, 


cos(S,dx*) = S? œ /S4/1 — m, (2.8.28) 
cos(S, dg?) = S x /S4/1— =. (2.8.29) 


AP 92.9 是 SY 在 空间 无 限 远 处 的 值 . 可 见 仅 当 EZH (S12 = S13 = 0), 
它 的 大 小 才 不 发 生变 化 . 在 一 般 情 况 下 , 4 r— 2m 时 5 一 o0. 由 (2.8.28) 可 以 看 
出 , 试验 自 旋 S 力图 转向 由 So 和 运动 方向 确定 的 平面 (So MRAM ME 
Hi). 如 果 (83) = 0, (312)8 + (S) 40, 则 沿 径 向 运动 时 和 天 量 S NADA 
不 变 . 


3. 不 均匀 旋转 效应 
如 果 所 研 宛 的 物体 其 有 有 限 六 小 内 在 Schwarzschild 场 中 做 轨道 运动 时 会 发 


(2.8.30) 
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AF v 是 轨道 运动 速度 . 对 于 赤道 运动 w = —2mh/r?. 应 用 (2.1.1), 4 p 由 一 /2 
到 +r/2 变化 时 , 我 们 得 到 由 于 摆动 产生 的 转动 角 
效应 27 
(Ay)m = 一 一 6. (2.8.31) 


对 于 地 球 在 太阳 引力 场 中 的 运动 , 已 观察 到 地 球 转动 角速度 随 季 节 的 变化 . 但 
是 效应 (2.8.31) 是 观测 值 的 一 部 分 . 
下 面 研究 R-N 场 中 的 轨道 效应 . 


2.9 引力 电 向 对 近日 点 移动 的 页 献 


1. 中 性 粒子 在 R-N 场 中 轨道 近日 点 的 移动 
按照 2.1 节 中 的 程序 , 将 R-N 度 规 [第 三 篇 (1.3.9)] RA, 得 到 


2 
Fm klu): e 一 - 十 om y 一 ( 一 a] u? + 2mu? 一 ku*. (2.9.1) 


AF k= e2, e 为 电荷 , 对 应 的 轨道 微分 方程 的 解 已 由 Armenti(1977) 给 出 . 由 方程 
组 (2.1.6) 得 到 常数 c,h AC 的 准确 值 


(2.9.4) 


KERS (2.6.1) 比较 , 可 以 发 现 二 者 一 致 , 即 在 非 短程 线 运 动 的 情况 下 试验 质 
HAE k 的 引力 作用 与 在 短程 线 运 动 的 情况 下 源 电 何 大 对 中 性 试验 粒子 的 引 
力作 用 一 致 . 


2.9 引力 电荷 对 近日 点 移动 的 贡献 . 655 - 


2. 异 号 试验 电荷 在 RN 场 中 的 分 离 
在 R-N 场 中 , 可 以 证 明 试验 电荷 e 的 轨道 微分 方程 也 具有 (2.1.4) 的 形式 (Jaffe, 


2 9 o _ AZ 
Fe(u) = = 1 2(m— Ae) ( EA ) x u? + 2mu? — kut. (2.9.5) 


AP A=+Qé/uc?, SPOS ARH RAR REAA SNARES, 开 号 时 取 负 与. 
由 (2.9.5) 和 (2.1.5) 得 到 


— Ą2 2 
C=1+ 5 一 g + ecosw) + =; (3 + 2ecosw) + (1 二 cos“ 四) (2.9.6) 
由 此 得 到 实验 电 傈 轨道 近日 氮 的 移动 
Ahk 29 A Ge k Qè llk 
Q E E 
car B “JMG Gr t 2pc? =) | 29-0 


Jaffe 将 h 的 表达 式 代 入 (2.1.8), 算得 了 上 式 中 的 前 两 项 (导出 上 式 时 假定 
4 ~ m). 在 较 大 范围 内 改变 试验 物体 的 参量 , 可 以 增 大 (2.9.7) 的 值 . 效应 (2.9.7), 
(2.6.1) 和 (2.9.4) 的 共同 作用 可 导致 轨道 近日 点 -27.26/ 百年 的 附加 移动 . 用 现代 
技术 显示 效应 (2.9.7) 原则 上 是 可 能 的 . 另 一 方面 , 由 斯 塔 殉 效 应 确 的 水 星 和 太阳 
的 电量 代 人 此 式 , 得 到 对 轨道 近日 点 移动 的 贡献 为 ~ 0.1”/ AF (Smith, 1977). 

根据 (2.9.7) 对 异 号 电荷 的 区 别 , 可 以 测量 异 号 电荷 极 化 角 之 差 , 来 验证 这 一 效 


Dy. 
3. 引力 BIA A H HY vey 


设 一 试验 粒子 具有 自 旋 S, E R-N 场 中 运动 . 将 R-N 度 规 代入 Papapetrou 运 
动 方程 , 得 到 


h? h h? h 
k 25E 9 SE\ 3 
-fith (14) bu +2m (135%) 


经 过 近似 积分 之 后 , BANS APU H a AY PY ES 
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效应 30 


(Se). = Loko (2.9.9) 


上 面 诸 式 中 正 负 号 的 取 法 与 效应 19 中 的 相同 . 由 此 可 知 , 两 个 反 回 目 旋 (对 应 于 上 
式 中 不 同 符号 ) 将 发 生 分 离 . 但 是 这 里 和 Schwarzschild 场 中 的 情况 (2.6.11) 不 同 . 
比较 可 以 发 现 , 从 效应 的 正 或 负 考 虑 , 引力 电荷 k 和 引力 质量 m 的 效应 是 相反 的 . 
即 对 于 非 短 程 线 运动 , 参量 k 仍然 力图 抵消 总 有 反常 中 m 的 页 献 . 


2.10 引力 电荷 场 中 的 圆 轨道 


—1/2 
h= Vmr =k (1- = +S) (2.10.1) 
限制 条 件 (2.7.1) 要 求 
r? —2mr+2k z0, mr—k>0, 
从 而 有 , = 
m 


此 式 表 明 , 无 论 引 力 电荷 取 何 值 , 都 使 中 性 试验 粒子 的 圆 轨 道 半径 减 小 . 稳定 
性 条 件 (2.7.2) 要 求 


r3 — 6mr? + 9kr — — >0, (2.10.3) 


r > 6m ( — Ta) (2.10.4) 


下 面 讨论 de Sitter B® ( 含 宇宙 项 的 球 对 称 场 ) 中 的 轨道 效应 . 


2.11 罕 宙 因子 对 轨道 近日 反 移 动 的 影响 


1. 中 性 试验 粒子 的 轨 诞 


由 含 宇宙 项 的 球 对 称 度 规 [第 三 篇 (1.2.13)], 得 到 


h? 3 kf 3h2u2 


Fm (u) = (2.11.1) 


2.12 ”宇宙 因子 对 圆 轨道 半径 的 限制 . 657 . 


解 相 应 的 方程 组 , 得 到 


(2.11.4) 


2. 试验 自 旋 的 轨道 
RARER. 将 含 宇 宙 项 的 度 规 [第 一 篇 (1.2.13)] 代入 Papapetrou 


25E A 2ASe 
u + 2m (15 E) u +3 t ah (2.11.5) 
2 
(F) -ASP (2.11.6) 
2T Jy g 24/MPp 


由 于 此 效应 和 自 旋 的 取向 有 关 , 所 以 不 同 取向 的 两 个 自 旋 的 轨道 也 会 分 离 


2.12 ”宇宙 因子 对 圆 轨道 半径 的 限制 


HEFE de Sitter 度 规 和 轨道 微分 方程 , 对 于 圆 轨 填 可 以 求 出 e 和 的 
准确 表达 式 : 


_1/2 
h= 4/mr- A (i — e) . (2.12.1) 
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代入 条 件 (2.7.1), 得 到 


1/3 
r>3m, rx 的 (2.12.2) 
代入 稳定 性 条 件 , 得 到 
rt 一 D mr? _ Smr + Im = 0. (2.12.3) 


32 
To = L + 4m, /pcos— ; 上 (2.12.4) 


AF 6 是 依赖 于 入 和 mm 的 常量 . 当 m < r < ro, 不 存在 稳定 的 圆 轨道 . 可 以 证 明 ， 
稳定 圆 轨 道 的 半径 还 存在 一 个 上 限 . 这 就 是 说 , 在 含 宇宙 项 的 球 对 称 场 中 , 仅 在 一 
个 确定 的 范围 内 , 圆 轨道 才 是 稳定 的 . 

下 面 讨论 Kerr 场 中 的 轨道 效应 . 


2.13 Kerr BM PRUE A ANB 


1. 中 性 试验 粒子 的 轨道 
由 Kerr 度 规 [第 一 篇 (1.14.12)] 可 算出 (2.1.4) 的 表达 式 


h? h? h h3 
+ 2m f — ma, — ma, x (ef 一 1) u’. (2.13.1) 
由 (2.1.5) 求 出 
2 3 3 
C=1+ s e3 — 2m f — — e — — e(e? — 1) x t se (2.13.2) 
积分 (2.1.70), 得 到 旋转 质量 引起 的 试验 粒子 轨道 近日 上 移动 效应 : 
效应 35 、 后 
Q 4ay nm Im 
(se) 二 一 OB (1 + =| . (2.13.3) 


由 上 式 可 见 , 当 粒 子 绕 行 方 回 与 场 源 旋 转 方向 相反 时 , 修正 量 (2.13.3) 使 爱 因 斯 坦 
效应 (2.4.4) HK, 反问 绕 行 时 使 之 减 小 . 


2.14 Kerr 场 对 轨道 的 限制 . 659 - 


Lense 和 Thirring AH, Ry PSUR H RNB AEC? BR AR (4H 
对 于 赤道 平面 ). 设 轨道 面 对 赤 道 面 的 倾角 为 i, 可 以 用 因子 cosi 来 表示 上 述 依赖 关 
系 : 

效应 36 


3 _ AVM si (2.13.4) 
分 别 以 太阳 和 地 球 为 场 源 , 由 数值 


ao = 1.26Mo, aw = 330cm, 


可 知 效应 (2.13.3) 的 量 级 分 别 为 1078 和 1071, 即 约 为 Schwarzschild PH A 
之 儿 . 

在 人 造 卫 星 的 运动 中 , 目前 测量 的 精度 可 以 显示 出 效应 (2.13.3)( 考 虑 到 非 引 力 
扰动 的 修正 之 后 ). 根据 计算 估计 , 这 一 效应 可 能 相当 明显 . 


2. 试验 目 旋 的 轨道 


Aw BERRA PIN, 考虑 到 中 心 质量 在 旋转 , 试验 日 旋 轨 道 近 日 皮 的 
移动 应 依赖 于 上 自 旋 - 轨 志 厢 合 以 及 S 与 a 的 相互 作用 . 
我 们 讨论 自 旋 垂直 于 赤道 平面 的 情况 . 此 时 由 克 尔 度 规 得 到 


Se as 5 


只 保留 aS 的 一 阶 项 , 对 轨道 微分 方程 作 近 似 积分 , 我 们 得 到 


效应 37 
(52) -+ (2.13.6) 
a,S P 
取 a 的 方向 沿 6 = 0, 当 自 旋 S 与 a 同 向 且 a 与 轨道 角 动 量 同 向 时 ( 顺 行 )， 
上 两 式 均 取 上 面 的 符号 , 当 S 与 a 反 辣 , 或 者 S 与 a 同 回 而 粒子 逆行 时 取 下 面 的 
符号 . 


2.14 Kerr 场 对 轨道 的 限制 


1. 圆 轨 道 和 绕 行 方向 的 关系 
一 个 中 性 无 自 旋 试验 粒子 , 在 克 尔 场 中 赤道 面 上 运动 . 关于 这 一 粒子 的 圆 轨 首 
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的 存在 和 稳定 性 问题 , 首先 由 Ruffini 和 Wiler(1971) 研究 . 轨道 半径 满足 方程 
效应 38 


ir? + a*(r + 2m)le* — 4amhe 
+ [(2m —r)h* — r° (r — 2m) — a*r] = 0. (2.14.1) 


可 以 看 出 , 方程 的 解 和 引力 源 的 旋转 方向 有 关 , Re ORT ea T A Ae 
的 运行 方 同 (5847). 图 10-4 中 描述 了 这 种 依赖 性 . 由 图 可 以 看 出 , 相对 于 源 质 量 的 
旋转 方向 , 正 同 绕 行 的 粒子 比 反 疝 绕 行 的 粒子 共有 更 小 的 轨道 半径 . 按 Ruffini 和 
Wiler 的 估算 , FEMS IE ARH (a = m) P, 正 癌 绕 行 粒子 的 轨道 半径 直 全 "+ =m 都 
是 稳定 的 , 而 反 疝 绕 行 粒子 的 轨道 半径 只 能 到 r= 9m. 因此 , SETH TAR 
个 粒子 的 轨道 会 分 开 . 


2. 不 同 倾角 的 图 轨道 


由 于 旋转 质量 具有 辐射 对 称 性 , 研究 轨道 按 角 9 的 分 布 是 有 意义 的 . 人 们 称 函 
数 c = e(0) 为 9 势 . Johnson 和 Ruffini 证 明 这 个 势 满 正 方程 


B = K - (h — a£}? = cos*6[a?(1 — £?) + hsin 76], (2.14.2) 
AF K 是 表征 角 动 量 的 参数 . 由 此 得 角度 0 对 场 和 轨道 参量 的 依赖 关系 : 


(2.14.3) 


由 此 可 见 , 不 在 赤道 面 上 的 轨道 只 在 (2.14.3) 决定 的 角度 上 才 可 能 倾 同 于 赤道 . 当 
h=OW, 由 上 式 得 到 
效应 40 


1 B 
。 29 — t 加 


如 果 B 是 任意 的 ， 则 有 sin*0。 = sin“0_ = 0; 如 果 B= a*(1 一 ce“), 则 有 sin76, = 
sin*0 = 0. Mize, M4h=0NAFA 0 = 0. 


2.15 Kerr 场 中 的 运动 效应 . 661 - 


Johnson 和 Ruffini 又 将 结果 推广 至 人 荷 电 试验 物体 在 Kerr-Newman 场 中 进行 
运动 的 情况 . 
3. 试验 自 旋 的 圆 轨道 


效应 41 
由 于 自 旋 - 自 旋 相互 作用 , Kerr 场 中 两 个 试验 目 旋 的 运动 有 很 大 闫 别 , 这 一 差 
别 比 效应 38 和 效应 22 都 要 大 些 . 由 图 10-5 可 知 , 此 效应 反映 了 稳定 轨道 半径 和 
S-a 相互 取向 的 关系 , 两 个 试验 自 旋 的 稳定 圆 轨道 在 Kerr 场 中 会 分 离 


4. 试验 物体 的 运动 趋 于 直线 


将 Kerr 度 规 代入 运动 方程 , 由 第 一 次 积分 得 到 
dp _ h(l—2m/r) + 2ame/r 


ds r*+a2(1—m/r) (2.14.5) 
SE = 0 确定 一 转变 点 , Bp 由 增 大 变 为 减 小 或 相反 . 这 一 点 为 
效应 42 
r = 2m 十 ane, (2.14.6) 


当 试 验 物 体 到 达 这 一 点 时 , BF yp 不 变 , 即 趋 于 沿 直 线 yp = const 运动 . 这 一 
效应 只 能 在 黑洞 的 引力 场 中 出 现 , 因为 7 已 接近 引力 半径 rg. 


2.15 Kerr 场 中 的 运动 效应 


1. 试验 自 旋 的 进 动 


Kerr 场 中 Papapetrou 方程 的 自 旋 部 分 已 由 Schiff(1960) WR, 并 获得 了 它 的 
解 , 从 而 得 到 参量 a、S 对 进 动 角速度 的 贡献 : 
效应 43 


(Q)a,s = -z [3r(r -a) — ar’], (2.15.1) 


导出 上 式 时 只 考虑 了 a 的 线性 项 . 这 一 效应 称 为 Schiff Hay. MRAM BERT 
轨道 平面 , 则 de Sitter 效应 为 零 , 只 有 效应 (2.15.1). 在 轨道 上 放置 两 个 目 旋 方 癌 互 
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相 垂直 的 陀螺 , 可 以 区 分 效应 (2.15.1) 和 效应 (2.8.2). 在 人 造 地 球 卫 星 上 测 得 Schiff 
进 动 的 大 小 为 ~0.05”.a-1. 

2. 轨道 角 动量 的 进 动 

Schwarzschild 场 产 生 试 验 目 旋 的 进 动 , Kerr 场 除 产生 试验 目 旋 的 进 动 以 外 还 


产生 轨道 角 动 量 矢 量 的 进 动 . 根据 (2.8.1), 轨道 平面 的 进 动 表示 式 (近似 式 ) 为 
效应 44 


(Q)a = . (2.15.2) 


这 一 效应 的 特点 是 各 问 异 性 . 当 轨 道 平面 通过 源 质 量 的 转动 轴 时 , 这 一 效应 达 
最 大 值 . Ya PEP TH AY A 
上 式 的 导出 采用 了 旋转 质量 外 部 度 规 


4ma 


— r*(d6* + sin7@dy*) 一 sin*Odydz®. (2.15.3) 


r 


此 式 由 Lense 和 Thirring(1918) 给 出 . 如 果 由 克 尔 度 规 出 发 ， 则 可 发 现 Kerr 场 中 
轨道 角 动 量 的 进 动 有 一 奇异 性 : 随 着 试验 粒子 轨道 半径 的 减 小 , 进 动 角速度 无 限 增 
K. 所 以 , 当 轨 道 半 径 较 小 时 , 试验 粒子 绕 行 一 周 , 轨道 平面 绕 源 质量 自转 轴 转 动 很 
多 周 . 

这 一 效应 还 有 一 个 特点 , 即 只 要 求 源 转动 , 与 源 是 否 傈 电 无 关 . 


3. VPE 效应 


Van Patten 和 Everitt(1976) 证 明 , 效应 (2.15.2) 可 导致 试验 粒子 轨道 平面 的 分 
离 . 效应 (2.15.2) 在 极 化 轨道 上 达 最 大 值 , 而 且 和 试验 粒子 的 绕 行 方 同 有 关 . BANS 
虑 两 个 试验 粒子 , 它们 的 轨道 十 分 相近 , 且 都 是 极 化 的 ; 但 它们 有 不 同 的 绕 行 方 问 . 
设 在 初始 时 刻 两 个 粒子 的 轨道 角 动量 反 平行 , 然后 按 (2.15.2) 沿 不 同方 同 绕 中 心 质 
量 的 自转 轴 转 动 . 这 样 , 两 粒子 之 间 的 距离 (严格 说 是 它们 的 轨 违 和 平面 z = const 
AAC FAIA) EBS) 也 随时 间 而 增 大 : 
效应 45 


(Ayp)a = 222°. (2.15.4) 


借助 于 人 造 地 球 卫星 可 以 测量 这 一 效应 . 两 颗 人 造 卫 星 的 轨道 和 赤道 平面 交 
点 间 的 距离 在 飞行 半年 之 后 为 13.9km( 卫 星 距 地 面 高 度 为 800km). 测量 精度 可 达 
1%. 

下 面 研究 质量 四 极 矩 的 引力 场 和 引力 波 场 中 的 轨道 效应 . 


2.16 J BRDU RHP AY PL Ry, - 663 - 


2.16 Jie VU RAAF AY LTE DY. 


1. A ENHE SHAH WAM 
PE AE 的 度 规 代入 短程 线 方程 按 前 面 的 程序 得 到 


(3e? — 1)(1 + e?) (2.16.2) 


mia 


3h2p? 


代入 (2.1.8) 积分 , 得 到 四 极 矩 对 近日 点 移动 的 贡献 : 
效应 46 


(3E” — 1)(6 + 4ecosw + e? + e*cos*7). (2.16.3) 


Aa 14m%a0 4mo 
(se) = Fa pp e°., (2.16.4) 


在 太阳 表面 附近 , 上 式 中 两 项 分 别 为 0.898x10-5 和 2.664 x 1071; 在 地 球 附近 为 
1.45 x 10-3 和 1.412 x 10-1, 因此 , 在 地 球 引力 场 中 运动 的 物体 必须 计 及 此 效应 . 


2. I EVI RFE P K9 HEA) BM 


场 源 的 质量 四 极 矩 对 于 试验 自 旋 的 进 动 应 有 附加 的 贡献 . 对 于 极 化 轨道 求 平 
均 之 后 , 我 们 得 到 
效应 47 


om? 


一 一 2.16.5 
(2), ] 572 Sdn, Ss ( ) 


式 中 参量 o 和 质量 四 极 矩 Q 的 关系 为 Q = 2m3o/15. 当 轨 道 角 动量 任意 取 风 时 ， 
进 动 角 速度 和 角 OO AR. 因此 , 效应 (2.16.5) 的 六 个 和 进 动 访问 各 与 倾角 有 大. 当 
fa 0 很 小 时 , 此 效应 减 小 了 de Sitter 效应 ; 当 0 = = > 时 则 增 大 了 de Sitter 效应 . PR 
前 边 讨 论 的 情况 相似 , EARMA eM RAK, “Ae 的 大 小 无 关 . Connell 的 
估计 , 效应 (2.16.5) 应 应 该 是 可 以 测量 的 使 陀螺 仪 在 靠近 地 球 的 轨道 上 运行 , 此 效 
WAA 0.001” -a-?. 
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2.17 引 为 波 场 中 的 轨 媚 效应 


1. 平面 引力 波 中 轨道 近日 点 的 移动 
由 于 引力 波 影 啊 试 验 粒 子 的 轨道 运动 , 因此 引力 波 对 轨道 近日 后 的 移动 应 有 页 


献 


假设 在 质量 m 的 引力 场 中 , 有 一 平面 引力 波 , 其 传播 方 同 与 试验 粒子 的 轨道 
SER. 此 时 引力 流产 生 的 附加 力 为 


1 .. 1 .. 
F, = 5 heos(2p +a), Kp = 5rhsin(2y + a1), 
1. 
h = —hosin(wgt + a2). (2.17.1) 


2 


AP as 是 位 相 , w 是 引力 波 频 率 , al 表示 极 化 . 我 们 应 用 运动 方程 (2.2.4). Sx 
应 随时 间 累 积 时 , 对 实验 验证 有 利 , 因此 最 好 在 共振 情况 下 解 (2.17.1). 同步 条 件 为 
wo = wo .wo 是 开 普 勒 频率 , CWE wo = vm/r3. 此 时 得 到 的 轨道 近日 乓 移动 为 


(2.17.2) 


式 中 ¿l = (r 一 ro0)/sinwT 是 近日 点 移动 的 径 向 分 量 . 在 这 种 情况 下 , 引力 波 引 起 的 
近日 点 共振 移动 为 
效应 48 


3 — 3roho (2.17.3) 
GV 


由 上 式 可 见 , 当 e 很 小 时 , 此 效应 会 很 大 , 甚至 比 爱 因 斯 坦 效 应 还 大 . 但 是 很 难 准 
确 知道 El, 所 以 测量 (2.17.3) 给 出 的 效应 仍 是 困难 的 . 


2. 引力 波 对 轨道 参量 的 影响 


如 果 平 面 引力 波 落 到 引力 源 和 试验 物体 的 系统 上 , 可 以 期 望 试验 物体 的 轨道 会 
发 生 随 时 间 变 化 的 微弱 变化 .我们 感 兴趣 的 是 引力 波 和 轨道 运动 发 生 共振 的 情况 
对 于 轨道 的 摄 动 , 可 以 得 到 (Rudenko,1975) 


如 果 粒 子 在 原 轨道 r。 上 的 绕 行 频率 等 于 引力 波 的 频率 (wy = wo) 或 者 we = 3wo， 
则 出 现 共 振 跃迁 , 粒子 由 圆 轨 道 跃迁 到 椭圆 轨道 , 轨道 的 离心 率 随时 间 线 性 增 大 . 椭 
圆 轨道 的 取 回 取决 于 引力 波 的 极 化 和 位 相 . 如 果 wg = 2wo, 2 = 0, WIERA RE 
线 


2.17 引力 波 场 中 的 轨道 效应 . 665 . 


Schwarzschild 场 中 , 试验 粒子 轨道 的 离心 率 在 引力 波 作 用 下 要 发 生变 化 : 


效应 49 
_ 3 3 
e xe 一 g wos . sin(a? 一 œ) + z hocos(a2 一 œ) 
9 
一 zg rocos(ay + a2)sinwgs. (2.17.4) 


3. 试验 自 旋 在 引力 波 场 中 的 共振 进 动 


设 自 旋 的 初始 位 置 为 (525)o, 在 随 动 坐标 系 中 解 Papapetrou 方程 的 目 旋 部 分 ， 
得 到 自 旋 SY 的 近似 式 


由 上 式 可 见 , 原来 静止 的 目 旋 绕 着 波 的 传播 方向 (zl 轴 ) 进 动 . 假设 试验 目 旋 沿 一 
圆 轨 道 运动 , SPH SRN eA EB ( 设 zl = 0), 则 对 于 单 色 波 共振 的 情况 
(w。= wo), 我 们 得 到 


Si m (S)0 + = (S )1. (2.17.5) 
ho 12) ©: 31 
= wotl(S “osing 一 (9 )ocosy], 
(S*")1 = wot(S28)ocosp 
(S) = ~ “Oy ,t(S?8)osing (2.17.6) 


由 此 可 知 , 试验 自 旋 发 生 共 振 进 动 , 其 大 小 与 hw/4 成 正比 且 随 时 间 增 大 . 
4. 引力 波 场 中 轨道 平面 的 转动 


假设 试验 粒子 在 平面 (z,y) 内 绕 源 质量 运动 , 一 平面 引力 波 沿 xz 轴 正 方 同 传 
播 . 可 以 证 明 , 轨道 平面 绕 着 引力 流传 播 方 同 转 动 , 角速度 为 
效应 51 
B Oho 1 


= — = . 2.17.7 
Wav Aw, Ot? 4wgcoswgt | 


式 中 wo 为 粒子 绕 行 频率 . 推导 中 已 设 wo = wy, 所 以 此 效应 具有 共振 性 质 . 
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本 章 研 究 极 问 相对 论 粒 子 在 引力 场 中 的 轨道 效应 , 认为 这 些 粒 子 以 极端 相对 论 
速度 沿 准 双 曲线 运动 . 其 极限 情况 (v 一 c) 即 光 子 的 轨道 效应 , 包括 光线 的 引力 偏 
转 类 效应 . 对 于 光线 (电磁 信号 ) 的 传播 , 一 般 来 说 , 要 同时 研究 爱 因 斯 坦 引力 场 方 
程 和 广义 相对 论 麦 克 斯 韦 方 程 . 在 光线 附近 , MAAS RN TP, 可 以 认为 
电磁 信号 沿 零 短程 线 传播 . 这 里 , 光子 的 (各 同 同 性 的 ) 零 短 程 线 方 程 的 解 和 通常 粒 
子 的 短程 线 方程 的 解 , 只 是 积分 常数 的 极限 值 不 同 . 所 以 , 为 了 求 出 附加 反常 , 可 以 
由 (包含 极限 情况 的 ) 一 般 短程 线 方 程 出 发 (Eddington, 1922). 


3.1 极 贿 相对 论 粒 子 的 轨道 


为 了 得 到 极端 相对 论 粒子 的 轨道 方程 , 只 需 将 (2.1.4) 用 有 瞄准 参量 b 和 无 限 远 
处 的 初始 速度 vo 表示 出 来 . 结果 为 


一 7 一 — 一 . 3.1.1 


由 粒子 的 准 双 曲线 运动 可 以 计算 其 轨道 与 直线 的 偏离 ， 由 (2.1.1) 可 知 , 在 坐 
标 系 (r, y = 2 十 a) F, 此 方程 为 双 曲 线 方程 . 所 以 , 轨道 的 两 条 渐 近 线 之 间 的 夹 角 
0 可 与 为 


6 = f + Qmax: (3.1.2) 


AP f 为 坐标 系 (ry) 中 双 曲 线 两 条 渐 近 线 之 间 的 夹 角 ，amax 是 由 坐标 系 (r, y) 
变 到 坐标 系 (r,p) 时 转 过 的 角 . 由 双 曲 线 方程 得 到 


f = arctan > ， (3.1.3) 


所 以 有 
(3.1.4) 


E Fs Deora FT OAL m 的 引力 场 时 , WERF 


3.1 极端 相对 论 粒 子 的 轨道 . 667 - 


m*/b? <1, 1/2 <1. (3.1.5) 


b 1 一 [4 
me\-1 b- g8? 
h? = mbe (1- —— = 一 2 
2 m 
P= = +1 - 8), (3.1.6) 
式 中 
B = 6?(m =0,r=0) =1-5 =F 
在 极限 情况 下 ( 即 对 于 光子 轨道 ), 由 (3.1.1) 有 
E( Bo 一 1) = OO, 
h( Bo = 1) — OO, 
- — (bo = 1) =b. (3.1.7) 
应 用 (2.1.7) 和 (3.1.6), 得 到 元 附加 反常 
da x -5 — cosp ) dy. (3.1.8) 
积分 上 式 给 出 Omax 
y2 3m m 
Qmax — |. -3 — T cosp) dy, (3.1.9) 


AP y 和 wo 是 在 (2.1.1) PS r = oo 时 vw 的 两 个 绝对 值 较 小 的 根 . 将 此 式 代 入 
(3.1.2), 考虑 到 (3.1.6), 得 到 引力 场 中 极端 相对 论 粒 子 轨道 的 仿 转 效应 : 


b 0 R 206 RG 
1\ 7} m 
ro=r(y=0)=0(14<) ， baro (1+). 
6 = 20max — 1. (3.1.10) 


AP 6 = 1- p, ro 是 轨道 与 引力 中 心 的 最 小 距离 
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3.2 Schwarzschild 场 中 的 光子 轨道 效应 


1. 光线 的 发 因 斯 坦 偏转 


在 (3.1.10) F, 取 极 限 bo 一 1, 得 到 光线 的 爱 因 斯 坦 偏转 效应 : 
效应 53 


(0)m(Bo = 1) % —. (3.2.1) 


这 一 效应 是 广义 相对 论 的 经 典 检验 之 一 , 也 称 为 光线 弯曲 效应 . 
按照 前 面 的 程序 , (3.2.1) 可 以 这 样 得 到 : 
由 Schwarzschild 场 中 的 运动 微分 方程 (2.4.1) 取 极 限 bo 一 1. 将 (3.1.6) RA, 


我 们 得 到 | 
Fin (u, h > œ) = = — u’ + 2m’. (3.2.2) 


按 (2.1.6) 和 (2.1.7) 把 上 式 分 解 为 代数 方程 和 常 微分 方程 之 后 , 保持 前 面 的 精确 度 ， 
得 到 


p = —, e = — > 1, (3.2.3) 


C(e, h + œ) = 1 — fM cost). (3.2.4) 


Pp 


作 近 似 积分 , 保留 m 的 一 阶 项 , 便 得 到 总 仿 转 角 的 表达 式 (3.2.1). 

下 面 采用 PPN 形式 , 详细 讨论 偏转 效应 , 并 给 出 相应 的 表达 式 . 所 给 出 的 表达 
式 的 意义 比 (3.2.1) 更 广泛 , 除了 在 特殊 情况 (7 = 1) 下 成 为 (3.2.1) 以 外 , 还 可 以 用 
来 比较 不 同 引 力 理 论 对 此 效应 的 预言 


re — 0 395 
ae eT Gn GA (3.2.5) 
dx’ dz’ 
T Z = 3.2.6 
Mya av = (3.2.6) 


运动 , 式 中 入 是 沿 轨道 的 某 一 ee. 我 们 可 以 用 PPN 坐标 时 上 = 2° 作为 上 式 
中 的 仿 射 参量 入 此 时 由 于 do = 0, (3.2.5) 的 空间 分 量 可 改写 为 


dt? 
dri o dz? dz” 
i _ poy = n. 3.2.7 
式 (3.2.6) 改写 为 
u V 
dr dr o (3.2.8) 
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2 


Lp 


x’ = A(t — to) + Th, (3.2.11) 
代入 (3.2.9), 得 到 偏离 匀速 直线 运动 的 后 牛顿 方程 
2 
r= (1+-+)[VU — 2n(n-VU)}, (3.2.12) 
dr 
ne = —(1+ VU. (3.2.13) 


知道 PPN 度 规 的 具体 形式 , 便 可 由 上 式 确定 光子 轨道 的 具体 形状 . 
设 坐 标 时 间 为 te 时 在 re 处 发 射 一 光 信 号 , PST nh. 考虑 到 后 牛顿 修正 
Ty, 光子 轨道 为 


r(t) = Te + A(t — te) + Tp(t). (3.2.14) 


式 中 用 了 边界 条 件 rp(te) = 0. Æ rp PRABBARAD PEN 7 BAS TR 
轨 韦 的 分 量 : 


(3.2.16) 


(3.2.17) 
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对 于 Schwarzschild. 场 源 m, FMAX 


U=—. (3.2.18) 


Ya ASOT Kt Fue A 


(3.2.19) 


(3.2.20) 


(3.2.21) 


是 从 引力 源 中 心 到 未 受 扰动 光线 的 距离 (图 10-6). 式 (3.2.20) 表明 , ATIE H 
的 变化 指向 太阳 ( 沿 -a 方向 ). 由 (3.2.16) 和 (3.2.20), 得 到 


C(t) =-(1+y)Un—-(1 tya x (£ h _ fe *) . (3.2.22) 


图 10-6 


假设 地 球 上 一 观察 者 , 接收 到 由 源 4 和 参考 源 4' 发 出 的 光子. 两 个 论 子 入 射 
线 之 间 的 夹 角 为 0. 用 投影 算 符 


P; =o, 十 Wu (3.2.23) 


将 两 个 入 射 光子 轨道 的 切 矢量 e = Sa ae = SPE 投影 到 与 wx TE 
面 上 (w 是 观察 者 的 四 维 速度 ) 得 到 


PYkA PL ky . 
pT pp ar (3.2.24) 


06=—A Vr 
= = TPT KATP, Re | (u-K)(U- Kr) 


地 球速 度 只 产生 光 程 产 , 可 略 去 . 此 时 上 式 简 化 为 


cosh = 1 — gog Jurk” ky. (3.2.25) 
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把 (3.2.14) 和 (3.2.22) RA ER, 精确 到 后 牛顿 项 , 得 到 


cond = fe fir —(L-4-9)|™ (=2) 人 
a a T h Te 


人 (ea 
式 中 
a, = Ty X (Tr X far). (3.2.27) 
B Oo 是 未 受 扰 动 时 两 入 射 光 线 的 夹 角 , BD 
cosg0 = Ô - far. (3.2.28) 


观测 到 的 严 角 9 0o 的 偏差 为 60 = 0 — bo. 
如 果 取 太阳 本 喘 为 参考 光源 (图 10-6), M) a, = 0, a :N/a = sinbo, 我 们 得 到 


效应 54 
s= (H) Se (Tah en (3.2.29) 
7 2 a T 地 Te a 
对 于 远 处 恒星 发 出 的 光 , 我 们 有 
(3.2.30) 
(3.2.31) 
(3.2.32) 


对 于 广义 相对 论 ; y= 1, 再 取 bo = 0, 上 式 即 为 (3.2.1). 
由 (3.2.32) 可 以 看 出 , 掠 过 太阳 (bo = 0) KEER MEA 最 大 . 代入 各 量 的 但 : a = 


(3.2.33) 


广义 相对 论 (7 = 1) 对 于 掠 过 太阳 的 光线 预言 的 最 大 偏转 角 为 1”.75; 对 于 木星 , 要 
小 100 È. 这 些 估算 早已 由 爱 因 斯 坦 给 出 . 早 在 1913 Æ, Freundlich 研究 了 1901 
HARRAH, 考查 实验 观测 的 结果 . 1914 E, 为 了 观测 爱 因 斯 坦 的 这 一 引力 效 
应 , 他 率 探险 队 到 克 雷 姆 去 观测 . 第 一 次 世界 大 战 后 的 第 一 次 日 全 食 期 间 (1919), 
Eddington 等 观测 了 星光 的 弯曲 效应 , 观测 值 为 1”.61 +0. 40. 他 们 的 实验 精确 度 只 

有 30%, REIL KREAMER ERA REEE, BRE = > 和 2 倍 爱 因 斯 坦 值 之 间 
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摆动 . 后 来 , Biesbroek(1947,1952), Texas 大 学 (1973) 观测 值 在 误 兰 范围 内 都 与 爱 因 
斯 坦 理 论 值 符 合 得 很 好 . 虽然 由 于 各 种 因素 影 啊 观测 的 精确 度 , 但 人 们 还 是 公认 这 
些 观 测 都 准确 地 验证 了 广义 相对 论 . 实际 上 , 日 食 专家 早已 能 够 断言 , 除了 引力 效 
应 以 外 , 任何 别 的 效应 (或 效应 组 合 ) 都 不 可 能 解释 观测 到 的 光线 偶 转 现象 . 

1973 年 Texas 大 学 的 观测 结果 是 


66 = 1°58 + 0.16, 


或 者 
1 


5(1 +7) = 0.95 + 0.11. (3.2.34) 


此 式 给 出 了 不 同 引 力 理论 中 参量 y 应 受到 的 限制 . 

为 了 提高 测量 精度 ，Lillestrand(1961) 建议 把 测量 装置 放 在 宇宙 飞船 里 . 这 样 ， 
即使 不 发 生日 食 也 有 可 能 观测 到 光线 偏转 效应 , 并 且 测 量 精度 可 达 1%. 但 是 此 后 
验证 此 效应 的 研究 却 沿 另 一 途径 发 展 了 . 20 世纪 50 年 代 末 以 来 , 长 基线 和 超 长 基 
线 无 线 电 干 涉 技术 发 展 迅 速 , 用 这 一 技术 可 以 测 出 角度 变化 (或 分 开 角 度 )3 x 10-4 
弧 秒 . 与 此 同时 , 每 年 有 多 颗 类 星体 强 射 电源 在 太阳 附近 出 现 . 由 于 关 星 体 辐 射 角 
范围 小 , 可 以 在 较 大 范围 内 改变 射电 干涉 的 基线 , 于 是 人 们 可 以 通过 测量 干涉 仪 发 
出 的 信号 的 相位 差 , 精确 地 确定 一 对 类 星体 分 开 的 角度 . 


2. 恒星 的 视差 


由 于 光线 的 引力 偏转 效应 改变 了 恒星 在 天 写 上 的 视 位 置 , 必然 出 现 恒 性 视 状 的 
相对 论 修 正 , 对 Schwarzschild 场 中 的 零 短 程 线 方程 作 第 二 次 积分 , 可 以 得 到 恒星 局 
年 视差 的 减 小 效应 . 保留 源 质量 m 的 一 阶 项 , 得 到 

效应 56 


Ap = p(tr) — p(real) = ———sin “Yo. (3.2.35) 


AH p(tr) 是 总 视差 , 由 三 角 测量 得 到 ; (real) = ~ 是 牛顿 视差 , ro 和 wo 是 恒星 


的 日 心 坐标 (距离 和 纬度 ), r 是 观察 者 和 引力 源 中 心 的 距离 .效应 (3.2.35) 预言 的 
A, > 0.004”. 


3. 试验 自 旋 对 轨道 偏转 的 影响 


根据 广义 相对 论 , 试验 物体 自 旋 的 取 癌 在 很 大 程度 上 是 任意 的 . 这 可 以 由 多 体 
问题 的 解 得 到 , 也 可 以 由 一 个 物体 的 Papapetrou 方程 得 到 . 设 试验 自 旋 沿 轨道 平 
面 的 法 线 分 量 为 Sn, 我 们 得 到 


(Admax)s(S° = 0) = —2mS* /eb?, (3.2.36) 
实际 上 S* =eS,. 由 (3.1.4) 和 (3.2.36) 得 到 附加 偏转 


3.3 Schwarzschild 场 中 对 光子 轨道 的 限制 . 673 - 


效应 57 
(50)ms(S™ = 0) = —2m—. (3.2.37) 


这 一 效应 和 对 粒子 自 旋 加 上 的 附加 条 件 (S% = 0) AK. 由 上 式 可 见 , 自 旋 为 零 的 
光子 的 轨道 没有 这 一 偏转 . 它 是 自 旋 Sn 的 贡献 


4. 光子 偏离 平面 运动 
如 果 粒 子 开始 运动 时 其 自 旋 在 平面 9 = > 内 , 运动 中 它 的 自 旋 的 法 向 分 量 保 


持 不 变 ( 即 S, = 0, Sz, Sy 40), 则 试验 自 旋 的 运动 方程 . (巴巴 别 特 鲁 方程 ) BAR 
程 线 方程 . 可 以 证 明 , 这 样 的 运动 不 是 平面 运动 . 

下 面 讨 论 光 子 偏离 平面 运动 的 效应 . 为 了 给 出 这 一 效应 , 解 短 程 线 偏离 方程 
(2.2.4), 并 把 (2.2.22) 右 端 后 一 项 (q = 0) 作为 扰动 力 F>, 将 Schwarzschild 度 规 代 
A. 最 后 得 到 由 于 光子 自 旋 的 存在 , 使 轨道 沿 垂直 于 赤道 平面 的 方 问 侦 转 : 

效应 58 


sin2y. (3.2.38) 


3.3 Schwarzschild 场 中 对 光子 轨道 的 限制 


1. 对 光线 掠 射 角 的 限制 


假设 Schwarzschild 场 中 一 点 处 有 一 光源 , 发 出 的 光子 沿 Schwarzschild HHS 
短程 线 运 动 , 由 第 一 次 积分 得 到 速度 的 空间 分 量 : 


AF b 为 瞄准 参量 . v! 和 v3 间 有 关系 式 


—1/2 
tany = — = (5 — 1+ m) (3.3.2) 


式 中 y 是 光线 与 光源 一 观察 者 连 线 间 的 夹 角 . 由 于 速度 的 物理 分 量 v, vp MER 


中 的 U1, U3 之 间 有 关系 式 
,| 933 
—goo 一 900 
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2 只 能 算 一 定 的 值 , 才能 保证 上 式 被 开 方 数 为 正定 的 . 这 意味 着 , 由 引力 源 附近 发 


射 的 光线 , 只 有 限制 在 顶 角 为 2% 的 锥 内 才能 到 达 无 限 远 处 的 观察 者 . 锥 外 的 光线 
将 落 在 引力 中 心 或 被 引力 质量 俘获 [见效 应 (3.3.6)]. 在 这 个 意义 上 , 引力 源 质 量 的 
引力 作用 限制 了 光线 相对 于 矢 径 (光源 一 观察 者 ) RA. 


2. 光线 的 引力 停 获 


根据 广义 相对 论 , 在 Schwarzschild 场 中 , 粒子 轨道 可 能 终止 于 引力 中 心 . FEF 
顿 引 力 理论 中 , 这 种 轨道 只 能 沿 径 癌 , 粒子 撞 在 引力 体 上 . 在 广义 相对 论 中 , 守恒 面 
Bh < 4m 的 所 有 试验 粒子 都 可 能 被 俘获 . 当 h = 4m 时 轨 志 成 为 一 个 圆 . 引力 场 
俘获 光子 的 情况 是 很 有 趣 的 . 由 Schwarzschild BPS ARES 


dr 2m. b? 2m\ 11? 
go = (1-57) aa a) “ee 


4 ST _ 9 得 到 瞄准 参量 b 和 光线 到 引力 中 心 最 小 距离 ruin 之 间 的 关系 


0 


以 , 只 有 es b > bo 的 那些 光线 才能 到 达 无 限 远 
处 的 观察 者 , MAES HEWWE 
效应 60 


b < by = 3V3m (3.3.6) 


的 光线 均 被 引力 源 俘获 (图 10-7). 当 b= 时 光线 闭 
合 为 圆 . 这 是 广义 相对 论 特 有 的 效应 . 由 (3.3.3) 可 知 , 当 b < bo 时 限制 光线 的 圆锥 
MAAF n, 光线 不 会 到 达 无 限 远 (被 引力 中 心 俘获 ). 


3.4 R-N 场 中 光子 的 轨道 效应 
在 讨论 光子 轨道 效应 之 前 , 我 们 先 讨论 极端 相对 论 粒 子 的 轨道 偏转 效应 


3.4 R-N 场 中 光子 的 轨道 效应 . 675 - 


1. 极端 相对 论 粒 子 在 R-N 场 中 的 轨道 偏转 效应 


Bk < m?,(1— 6?) K 1. 由 (2.1.7) 出 发 ,和 得 到 (3.1.2) RW, 我 们 得 到 最 大 
IRIRE amax 和 f. BAIR AA 


Qmax 二 一 一 十 一 一 一 一 一 一 一 ~ (3.4.1) 


ANEZKA 
Omk = Om 一 二 一 (3.4.2) 


式 中 Om A Schwarzschild 场 中 的 偏转 角 (3.1.10). 因此 , 源 电 何 参量 k 使 极端 相对 
论 粒 子 轨 道 产生 的 偏转 效应 为 
效应 61 


0, = 一 一 一. (3.4.3) 


由 上 式 可 见 , 根据 广义 相对 论 , 电荷 的 引力 作用 使 引力 质量 产生 的 轨 违 偏转 角 
减 小 . 在 所 取 的 近似 条 件 下 , 效应 (3.4.3) PE Bo, 这 表明 此 式 也 适用 于 光子 的 轨 
E. 下 面 我 们 单独 研究 光子 的 轨道 俩 转 效 应 . 


2. R-N 场 中 光子 轨道 的 偏转 
由 (2.9.1) 得 到 轨道 微分 方程 , 当 e, h 一 oo 时 为 


(3.4.7) 


3. 对 光线 掠 射 角 的 限制 
天 体 物理 中 对 于 外 部 观察 者 和 黑洞 附近 观察 者 如 何 测 得 电磁 信号 的 问题 很 感 


兴趣 . 光线 在 引力 场 中 掠 射 受到 限制 , 有 些 方向 的 电磁 信和 号 不 可 能 被 远 处 观察 者 观 
察 到 .Schwarzschild 场 中 的 这 一 效应 已 在 83.3 中 讨论 过 . 关于 致密 天 体 (中 子 星 、 
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BARA. mil) 中 可 能 含有 电 俩 和 磁 单 极 的 问题 已 有 许多 学 者 研究 过 . R-N 场 源 是 
含有 电 蓓 的 球 对 称 质量 , 用 获得 双 蓓 度 规 的 方法 很 容易 将 这 一 度 规 推广 到 含 大 量 磁 
单 极 的 情况 . 实际 上 , 结果 只 是 将 度 规 中 的 上 = e? RA k= etg, AH e Mg 
别 为 电荷 和 磁 币 . 

与 83.3(1) 的 过 程 相 似 , 以 R-N 度 规 代替 Schwarzschild 度 规 , 与 (3.3.3) 对 应 
地 , 得 到 光线 拔 射 角 受 到 的 限制 : 


(3.4.9) 


这 里 , 函数 Mr iu) 不 但 和 m 有 关 , WAS = 有 关 . 这 一 关系 表述 于 图 中 . 可 以 


发 现 , 中 性 试验 粒子 在 R-N 场 中 不 可 能 被 引力 俘获 . 但 是 当 > m 时 , 试验 物体 
逐渐 转 到 更 深 的 轨道 (k HAKU b 减 小 ). 当 b < 4m 时 , 光线 可 以 罕 过 面 7 = m. 


令 © =0, 得到》 取 极 值 的 条 件 : 


drmin 


效应 64 


/min 一 om € 士 ] 一 | (3.4.10) 


将 此 式 代 入 (3.4.9) 便 得 到 b 的 极限 值 . (3.4.10) 对 应 于 R-N 场 中 光子 的 两 上 圆 轨 
道 . 


3.5 Kerr 场 中 极 问 相对 论 粒 子 和 光子 的 
轨道 效应 


1. 轨道 偏转 效应 


在 通常 情况 下 ,a? K m b, 1- 62 «1, 我们 在 这 些 近 似 条 件 下 , 首先 研究 
准 双 曲线 轨道 附加 反常 的 一 般 情 况 . 由 克 尔 度 规 出 发 , 按照 Schwarzschild 场 中 的 
计算 序 , 我 们 得 到 


Qmin = 一 一 十 一 一 一 一 一 (3.5.1) 


3.5 Kerr 场 中 极端 相对 论 粒 子 和 光子 的 轨道 效应 . 677 . 


Om a N Om — p2 ` (3.5.2) 


由 此 得 到 , Kerr WEE a ERRIN OT Ue Fe OA 


效应 65 
0, S 一 一 -一 (3.5.3) 


与 上 一 节 中 的 情况 相似 , 在 (3.5.3) PAE bo. 所 以 , 在 同样 近似 条 件 下 , 此 式 也 可 
用 于 光子 轨道 的 情况 . 我 们 也 可 单独 研究 光子 轨道 . 设 光 子 轨道 在 赤 起 面 内 ， 只 保 
留 a 的 一 次 项 , 由 (2.13.1) 得 到 


(3.5.4) 


(3.5.7) 


这 一 效应 的 特点 是 依赖 于 源 质量 的 旋转 方向 及 其 与 光子 运动 方向 的 相互 取向 ; 
如 果 光子 轨道 不 在 赤道 面 内 , 还 依赖 于 轨道 面 与 赤道 面 的 夹 角 . 特别 是 当 光 线 平行 
于 转轴 传播 时 , 偏转 角 不 依赖 于 a 的 一 次 项 . 所 有 这 些 特点 都 包含 在 下 面 的 表达 式 
cH 


0a = a: À. (3.5.8) 


式 中 à 是 轨道 平面 法 线 单位 矢 . 要 用 实验 验证 这 一 效应 , 必须 测 出 具有 不 同 瞄准 
参量 的 光线 的 偏转 角 . 利用 太阳 迹 住 类 星体 的 机 会 是 最 方便 的 , 因为 人 们 已 经 作 过 
这 类 观测 一 一 测量 类 星体 被 太阳 谈 住 前 后 所 发 出 射线 的 偏转 角 . 


2. 引力 停 获 效应 


光子 的 引力 俘获 效应 在 Kerr 场 中 有 新 的 特点 . 设 光子 轨道 在 赤道 面 内 , 可 于 
出 脑 准 距离 b= b(rmin) 的 严格 表达 式 


(3.5.9) 


绕 着 源 转 动 方向 顺 行 的 光子 轨道 取 上 式 中 上 边 的 符号 , 逆行 的 取 下 边 的 符号 . 令 
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db 


drmin 


= 0, 保留 a 的 一 次 项 , 得 到 


(3.5.10) 


HERRA, 顺 行 光子 在 r = (rmin)+ 处 被 Kerr 场 引力 俘获 ， 逆行 光子 在 > = 
(Tmin)— 处 被 Kerr 场 引力 俘获 . 将 (3.5.10) 代入 (3.5.9) 可 以 得 到 光子 被 俘获 的 条 


件 : 
b< t=2m|1+ fe | (3.5.11) 


效应 67 
由 于 顺 行 光子 和 逆行 光子 的 俘获 情况 不 同 : (bo)+ Æ (bo)_, 所 以 Kerr 场 中 的 
引力 俘获 效应 是 各 问 弄 性 的 . 


3. 光子 轨道 的 扭转 


效应 (3.5.7) 和 (3.5.8) 已 指出 , Kerr 场 中 在 赤道 面 内 的 光子 轨道 会 产生 各 问 弄 
Emt. 光子 在 平面 p = const 运动 时 , 轨道 的 偏转 外 与 在 Schwarzschild HP HAA 
同 . 可 以 证 明 , 如 果 光 子 开 始 沿 着 a WAED, 则 在 Kerr 场 中 其 轨道 会 扭转 一 个 
角度 : 

效应 68 


(Ay)a = (3.5.12) 


AP yp 是 在 赤道 面 内 的 极 化 角 . 仅 在 光子 沿 赤 道 运 动 时 此 效应 才 不 存在 . 这 一 将 
应 与 效应 (2.14.6) 类 似 . 


3.6 ”其 他 引力 场 中 的 光子 轨道 效应 


1. A EO RSE EY) is Fe A 
采用 前 面 的 推导 程序 , 由 第 三 篇 的 度 规 (1.8.22) 得 到 


~ 1 2m*a mia 
Fa(u) = jp — w+ 2m (14 rape ) w+ (3.6.1) 
由 此 求 得 
b? 2m*o b 2m*o 
—~ {1 _— 一 一 (1 一 3.0.2 
p ~ ( ar) Í ~ (1 ar) (3.6.2) 
~ 2m 2mo mia >, 2 9 
C=1- 5 1+ TH (3 + ecost) — F772 (6 + 4decosy + e* + ecos y). (3.6.3) 
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代入 (2.1.7), 应 用 (3.1.6) 得 到 附加 反常 wmax, 进而 得 到 (4 0 = 2/2) 偏转 角 
效应 69 


077 o 
om 一 3.0.4 


我 们 注意 到 , 由 于 度 规 (1.8.22) 具有 辐射 对 称 性 , 而 不 具有 球 对 称 性 , 所 以 偏转 
角 很 强 地 依赖 于 轨道 平面 和 赤道 面 的 夹 角 , 这 就 是 说 , 光子 轨道 的 偏转 是 各 同 弄 性 
的 . SRF 9 等 于 某 一 值 Oo 时 , 四 极 矩 的 贡献 会 消除 . 


2. 宇宙 项 产生 的 偏转 效应 
由 度 规 (1.2.13) 得 到 光子 轨道 微分 方程 


Fy(u) = = +> -—u?+2mu’. (3.6.5) 


GC =1— -7 l3 + ecosy) (3.6.6) 
最 后 积分 , 得 到 宇宙 因子 入 对 偏转 角 的 页 献 : 
效应 70 
0 = “ mb». (3.6.7) 


3 
由 此 可 见 , FH BY Re ES TK. 


3. 引力 波 场 中 的 偏转 效应 


可 以 证 明 , 在 引力 波 场 [第 一 篇 (4.1.13)] 中 等 效 的 “折射 系数 ”可 写 为 


] 
n= 1+ FPije È. (3.6.8) 


AP ê 是 沿 光 线 传 播 方向 的 单位 矢 . 分 量 pij 是 时 间 的 周期 函数 , 把 引力 场 作 为 光 
的 特殊 “媒质 ”, 光线 的 两 条 渐 近 线 间 来 角 可 写 为 


0 = | C(Inn)dr. (3.6.9) 


弱 引 力 的 上 述 效应 是 极 微小 的 , 所 以 人 们 设法 将 引力 波 场 中 的 上 述 效 应 累积 起 来 . 
可 在 r? = 0 和 xz? = 1 处 各 处 一 面 镜子 , 设 引 力 波 治 z2 轴 方 向 传 播 , 则 光线 由 坐标 
原点 发 出 后 将 沿 z! 和 r 轴 偏 转 
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x? = —Bl1 — (—1)%]po3(cos$ — nasin $). (3.6.10) 


式 中 一 Nam _ (N 是 整数 )， 比 较 偶数 (N) 次 反射 , 发 现 沿 za 的 移动 抵消 了 , 沿 


zr! 的 移动 相 加 . 因此 , 选择 适当 的 相位 和 频率 (使 发 生 共 振 ), 在 两 个 镜子 组 成 的 系 
统 中 , 可 以 获得 光线 的 累积 偏 移 . 它 的 表达 式 为 
效应 71 


Az’ = —IBpeosin®. (3.6.11) 


第 4 章 试验 粒子 和 电磁 信号 的 延迟 效应 


在 一 个 大 质量 物体 的 引力 场 中 , 电磁 信和 号 ( 光 ) 通过 一 给 定 的 距离 所 需要 的 时 
Hj, 广义 相对 论 预 言 的 值 比 牛顿 理论 预言 的 值 要 大 , 这 一 效应 称 为 时 间 延 迟 效应 . 


4.1 ”延迟 时 间 表 达 式 


1. 由 不 同步 引起 的 粒子 和 电磁 信号 的 延迟 
人 在 一 般 情况 下 , 任意 间隔 
ds? = dx” — qi? = guvdZ dz 


中 , dr® Al dl 表示 某 一 局 部 惯性 系 中 的 本 征 (物理 的 ) 时 间 元 和 距离 元 . 由 同步 条 
件 dx = 0, BN 
guvrdzkdz + dl* = 0, (4.1.1) 


解 出 dz", 得 到 不 同步 坐标 时 


AP u” = zr 是 质点 运动 方程 的 解 . 对 于 电磁 信号 , dl = dl = 0, (4.1.2) 是 信号 传 
播 时 间 , 其 中 包括 广义 相对 论 预 言 的 延迟 时 间 项 . 当 dl AON, 对 应 于 试验 粒子 的 
WEIR AY |B). 

假设 信号 在 0 = > 平面 内 传播 , 取 类 Schwarzschild 坐标 (2°, r, 6, p). 这 时 有 


go0dZ 一 glldr” 一 ga3dp” 一 2go3dz°dy = 0, (4.1.4) 
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(92054 + gos ) r? =h. (4.1.6) 
式 中 2° = SF) 为 沿 着 零 短 程 线 的 某 个 参量 (和 s). 由 此 得 到 信号 的 传播 时 间 
Z (ds = 0) 


ie {go3(ro) + [g3(ro) + goo(ro)g33(ro)]"/*}G03 + 933900 diy (4.1.7) 
p2 903 + (953 + goog33)*/ “900 一 903900 


式 中 ro 是 光 信 号 和 引力 中 心 的 最 小 距离 
设 辐 射 源 位 于 (r1, Y1) 


HER BAF BY HP | 77 PEAS ATE TB] 


Y2 2 1/2 d 
Az? = | 03 + (gos + doogss) ，]903 + g32900 x dy — (Ax) m=0- (4.1.8) 
v1 903 + (993 + go0g33)L2goo 一 go3goo VC 


AH (Ar) m=0 是 无 引力 场 时 信号 沿 直线 传播 的 时 间 . C BY (2.1.5)~(2.1.7) 中 的 C 
对 于 光子 的 极限 情况 (3.1.7). 


4.1 延迟 时 间 表 达 式 . 683 - 


ae 1\fa%e? 1 #2177” 
一 | (<= 一 =) | rz 2 a adr. (4.1.11) 


由 上 式 可 见 ，Az。。 可 能 大 于 零 , a Re) TS. ME, AYA EIR ABS P BERN. 
要 在 具体 问题 中 确定 了 e M h 的 值 , 才能 具体 确定 此 效应 的 大 小 . 
假设 一 试验 粒子 沿 半 人 径 为 7 的 圆周 运动 , 则 有 


h(e = 0) = Vmr \ + =) e(e= 0) 2 1- ae (4.1.12) 
(4.1.13) 
ney Vi mg aus 


此 式 表 明 Schwarzschild 场 中 的 上 述 效应 是 极其 微小 的 . 
下 面 计 算 试验 粒子 沿 准 双 曲 线 轨 道 运动 时 的 不 同步 时 间 , 采用 近似 条 件 


— 1l, f=, «1. (4.1.15) 


式 中 


$ = arth, (e — 1)/(e + 1)tany. 


SAE (4.1.15) 要 求 轨道 离心 率 很 小 ， 当 极端 相对 论 粒 子 沿 着 离心 率 大 的 轨道 运动 
时 , 代替 条 件 (4.1.15) 有 


—<1l, ptr1l-—. (4.1.17) 
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Am MI = yr =r + (Attend (4.1.18) 
(Aries )m = Mm4/r? — r2 { + 2|P(r) 一 P(ro)]} . (4.1.19) 
式 中 | 
P(r) = In E 十 (1 一 Ac)} 


由 上 面 三 个 效应 可 见 , 在 相对 论 速度 不 太 大 的 情况 下 [效应 (4.1.13) 和 (4.1.16)], 
全 部 不 同步 时 间 都 由 广义 相对 论 确 定 . 在 极端 相对 论 速 度 的 情况 下 [效应 (4.1.18)], 
不 同步 时 间 由 两 项 组 成 . (4.1.18) 的 第 一 项 是 狭义 相对 论 的 , 第 二 项 是 广义 相对 论 
预言 的 超前 时 间 . 


4.2 Schwarzschild 场 中 电磁 信号 的 延迟 效应 
本 节 中 我 们 先 从 一 般 延 迟 式 (4.1.8) 出 发 , 给 出 电磁 信号 延 运 时 间 的 表达 式 , A 
后 再 按 PPN 形式 给 出 这 一 效应 的 表达 式 . 
1. 电磁 信号 的 不 同步 时 间 
设 电磁 信号 目 Schwarzschild PHA (ri pi) 传播 到 点 (re, ve). 信号 的 轨迹 


2 
由 轨道 微分 方程 (Z) _ 23.3F (u) 描述 , 这 里 Flu) 与 (2.1.4) 对 应 , 只 是 代入 极 


限 情况 6 = 1. 按 前 面 的 程序 解 关 于 p 和 e 的 方程 组 , 用 ro VE b, 得 到 


4.2 Schwarzschild 场 中 电磁 依 号 的 延迟 效应 :08o5 - 


将 C 的 表达 式 代 入 并 积分 , 保留 m 的 一 次 项 , 得 到 


2 
Ax? 一 (rı 十 72) 一 -0 (= 十 =) 
2 ri 7 2 
mo (二 二 Arita | _ (Arz0 
+ 2m} 5 (= 十 =) + In 72 | (Arz )m=0 (4.2.2) 
式 中 前 两 项 和 最 后 一 项 都 和 m ER, 所 以 有 
效应 76 
(Az )m = 2M — mro (= + =) + 2mln2172 (4.2.3) 
Tr) To TO 


这 样 , 广义 相对 论 预言 , 光线 和 电磁 信号 在 Schwarzschild 场 中 传播 部 将 发 生 延 
迟 效应 . 如 果 用 水 星 作为 雷达 信号 的 反射 体 , FE ro s Ro, 忽略 第 二 项 , 得 到 


4 
(Az )m = 4m f + In ace | ~~ 240us(72km). (4.2.4) 
"0 


第 一 批 实验 观 测 以 20% 的 精度 证 实 了 理论 预言 . RARER ERE, EW 
除 系统 测量 误差 之 后 , 理论 值 和 观测 值 符合 的 精确 上 度 达 到 0.1%. 


2. 时 间 延 迟 的 后 牛顿 表示 式 
由 (3.2.16) 


rp, (t) = —(1 + y)mln Ir A (4.2.5) 
由 (3.2.14), 从 发 射 点 到 观察 点 + 光 信 和 号 传播 所 经 历 坐 标 时 间 为 
t-t-=|r—r,.|+(1+ yjmln trU) -A (4.2.6) 


re 十 Te: 
假设 一 信号 由 地 球 发 射 , 2 r, 处 的 行星 (或 飞船 ) 反射 后 回 到 地 球 , 整个 过 程 所 经 
历 坐 标 时 间 为 

效应 77 


At = 2|rw — rp| + 2(1 + min Era PT = Trp: Ô) 


d2 
AH ù 是 返回 时 光子 的 方向 . 严格 说 , 所 经 历时 间 应 该 用 本 征 时 间 表 示 , 即 由 地 球 
上 的 标准 钟 测定 , 但 这 样 并 不 改变 上 述 结 果 . (4.2.7) 中 右 闪 后 一 项 即 为 附加 的 时 间 
延迟 (At)m, 当 行 星 和 地 球 位 于 太阳 的 两 侧 时 , (Ah 达 最 大 值 , 即 当 


(4.2.7) 


Te MYT, Tp'ÀXZTp, Az Ro, (4.2.8) 
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240us — 20usln (2) (=) . (4.2.9) 
式 中 a 是 天 文 单位 . 


自 1964 年 以 来 , 人 们 已 经 采用 过 多 种 反射 体 . 第 一 种 是 行星 (如 水 星 、 金 星 ) 
用 这 一 方法 的 主要 困难 之 一 是 不 了 解 行星 的 地 形 , 这 一 因素 会 引起 ys 的 误差 

第 二 种 反射 体 是 人 造 卫 星 . 这 里 不 存在 地 形 问题 , 而 且 飞船 上 的 脉冲 转发 器 可 
以 让 人 们 准确 地 知道 飞船 的 位 置 

由 光线 偏转 实验 和 时 间 延 迟 实验 , 得 到 的 参量 (1 +y) 的 误差 都 小 于 0.2%. 


各 种 非 爱 因 斯 坦 引力 理论 , 利用 各 上 自 的 自由 度 调整 其 参量 值 或 宇宙 边 寞 条 件 , 来 满 
足 这 种 限制 . 为 了 使 理论 值 与 观测 值 的 误差 小 于 0.1%, 标量 引力 理论 中 的 参量 w 
要 满足 w > 500. 


4.3 其 他 场 中 的 延迟 效应 
随 着 测量 雷达 信和 号 传播 时 间 的 精度 的 不 断 提高 , 人 们 期 望 能 够 测 出 其 他 引力 参 
量 对 延迟 效应 的 贡献 . 其 中 包括 引力 电荷 、 字 宙 因 子 项 、 源 的 角 动 量 等 
1. R-N 场 中 的 超前 效应 
由 R-N 度 规 代 入 轨道 微分 方程 , 得 到 轨道 参量 
2 


T 2m 2k 


与 (4.2.2) 比较 可 知 , 引力 电 何 产生 的 时 间 延 迟 是 


4.3 其 他 场 中 的 延迟 效应 . 687 - 


效应 78 
(Ar’), = _ Sak + 3 (< + =) , (4.3.4) 


此 式 表明 , 场 源 电 荷 的 引力 作用 减 小 了 引力 质量 产生 的 效应 . 甚至 当 比 值 k/m Æ 
够 大 时 , 上 式 中 的 第 一 项 可 能 引起 信号 的 超前 效应 . 

2. 宇宙 项 的 贡献 

将 含 和 项 的 球 对 称 外 部 度 规 代 入 轨道 运动 微分 方程 , 经 过 类 似 的 推 寻 , 可 以 得 


(4.3.6) 


可 见 此 效应 随 ro 的 增 大 而 增 大 . 
3. 旋转 质量 源 对 延迟 效应 的 贡献 


旋转 质量 外 部 场 的 各 癌 弄 性 , 要 影响 电磁 信号 的 延迟 . 由 Kerr 度 规 出 发 , 经 过 
类 似 前 面 几 节 的 推导 过 程 , 保留 a 的 一 阶 项 , 得 到 执着 参量 


Dp 二 70(1 十 e)， C= 二 一 一 一 一 一 . (4.3.7) 
m ( + 3 
ro 
& 9 = =, 可 以 得 到 信号 在 赤道 面 内 的 传播 时 间 
re /1 1 2m. 4rirog 8am 
其 中 比 角 动量 a 的 贡献 为 
效应 80 
(Azo) = F. (4.3.9) 


式 中 的 正 负 号 取决 于 信号 相对 于 a 的 绕 行 方 问 , 顺 行 时 取 负 号 , 先行 时 取 正 号 . 这 
就 是 说 , 对 于 顺 行 信 号 , 源 的 角 动 量 使 源 质量 产生 的 延迟 减 小 ; 对 于 逆行 信号 ， 则 
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使 其 增 大 . 比 角 动量 a 对 信和 号 延迟 产生 的 这 一 效应 的 效 特殊 性 在 于 , AOS HR 
上 发 出 的 信号 , 经 太阳 两 侧 到 达 地 球 时 , 地 球 上 观察 者 将 发 现 这 两 个 信号 有 不 同 的 
延迟 时 间 . 因此 , 无 需 测量 每 个 信号 的 延迟 时 间 , 只 要 测量 两 个 信号 到 达 的 时 间 关 ， 
这 一 测量 已 由 两 个 空间 站 完成 , 其 中 一 个 作为 发 射 体 , FMEA Bas, 测量 时 
它们 位 于 太阳 的 两 侧 . 测量 结果 和 理论 预 吾 相符 合 . 


第 5 章 引力 加 速效 应 
5.1 试验 粒子 的 加 速度 


在 牛顿 力学 中 , 引力 场 中 试验 物体 的 加 速度 和 引力 之 间 的 联系 由 运动 方程 确 
定 . 场 对 物体 的 作用 总 表现 为 引力 , RAR. 在 广义 相对 论 中 , 不 仅 运动 方程 复 
FRAGT, 而 且 它 们 的 解释 也 复杂 化 了 . 比如 试验 物体 在 四 维 空 - 时 中 沿 短程 线 运动 ， 
有 时 看 做 是 上 自由 物体 按 惯性 运动 , 不 涉及 引力 和 加 速度 的 概念 . 但 是 当 采 用 洛 伦 北 
局 部 空间 截面 来 研究 物体 运动 时 , 就 又 回 到 了 加 速度 和 力 的 概念 . 这 时 三 维 加 速度 
WEA 


y? 


cds Vi 
空间 度 规 给 出 


(5.1.1) 


(5.1.2) 


(5.1.3) 


三 维 加 速度 的 大 小 也 由 纯 空 间 度 规 yi 给 出 


g 一 /Tijg297. (5.1.5) 


如 果 试 验 粒 子 在 给 定 的 时 刻 相对 于 所 选 定 的 参考 系 静 止 ( 随 动 参考 系 ), WA 
vu’ = 0, 加 速度 简化 为 


g’(v' = 0) = — Too 

Joo 
由 (5.14) 可 以 看 出 , 引力 参量 和 试验 物体 参量 对 加 速度 都 有 贡献 有 的 参量 使 斌 
验 物体 受到 吸引 , 有 的 参量 则 可 能 使 物体 受到 排斥 , 这 与 牛顿 吸力 理论 中 的 情况 不 
Ei 


(5.1.6) 


在 非 短 程 线 运动 的 情况 下 , (5.1.4) Aan YA SE S| PAEKO DE E. 
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在 随 动 系 中 (v = 0), 将 Schwarzschild 度 规 代入 , 得 到 试验 粒子 的 加 速效 应 : 


效应 81 
im=- 7 /f1- = (5.2.1) 


由 于 场 的 对 称 性 , 加 速度 只 有 人 径 同 分 量 . 与 牛顿 加 速度 不 同 , 4 7 一 2m 时 , 加 速度 
迅速 增 大 . 在 Schwarzschild 半径 附近 , 这 一 效应 会 很 明显 . 

将 灵敏 的 重力 差 计 安装 在 空间 装置 上 , 原则 上 可 记录 效应 (5.2.1). 目前 这 种 记 
录 仪 器 可 精确 到 10-8m-s—7, 比 地 球 引 力 场 中 的 牛顿 加 速度 小 10° 倍 . 


2. 40 的 情况 
设 中 性 试验 粒子 沿 径 回 运动 , 即 v1 4 0,0? = v? = 0. 这 时 将 Schwarzschild FE 


规 代 入 (5.1.4), 得 到 加 速效 应 
-3 4 n ( — =| ~ (=) | , (5.2.2) 


效应 82 
式 中 出 现 了 与 牛顿 加 速度 符号 相反 的 项 . 当 v 一 c 时, 这 一 项 会 大 于 牛顿 加 速度 . 
如 果 在 (5.1.4) F, 把 对 本 征 时 的 微 商 变 为 对 坐标 时 的 微 商 , 则 (5.2.2) 代 之 以 


dêr 1 m 2m 3m 2m -i / dr 2 
一 一 — — 一 — 一 一 -一 一 一 一 2. 
dz% 1 - | r? ( r ) Tya (1 r ) (=| | (5.2.3) 


d?r 1 m 3m(dr\* 
ww m Tm 一 一 一 Tm * 2.4 
dx ~ I- | 7 2 全 | (5.2.4) 


由 此 可 知 , 当 dr/dt > c/V3 时 , 试验 粒子 不 再 受 引 力 而 受 斥 力 . 所 以 , 远 处 观察 者 
发 现 , 具有 vl > c/V3 的 试验 粒子 (包括 光子 ), 总 是 受到 Schwarzschild 场 的 斥 力 ， 
阻止 其 下 落 . 


5.4 Kerr 场 中 的 加 速效 应 . 691 . 


5.3 引力 电 答 产生 的 加 速效 应 


1. 中 性 试验 粒子 受到 引力 推 斥 
将 R-N 度 规 [第 一 篇 (1.3.9)] 代入 (5.1.6), 得 到 随 动 系 中 测 得 的 加 速度 


效应 84 rer 
gm,k = & 一 a) (1 一 — + =) (5.3.1) 


将 此 式 与 (5.2.1) 比较 可 以 发 现 , 源 电荷 的 引力 作用 减 小 了 引力 质量 m 产生 的 加 速 
度 , 即 引 力 电 荷 & 的 引力 作用 是 使 中 性 试验 粒子 受到 一 种 引力 推 斥 作用 . Sr < 
k/m 时 , 推 斥 大 于 吸引 ; 5 r= k/m 时 有 9 = 0. 因此 , 试验 粒子 不 到 达 场 源 , 而 停 
NE r= k/m Ab. 可 以 证 明 , 在 带电 荷 的 场 (第 一 篇 1.5 节 ) 中 , 试验 物体 将 停 沛 在 
较 大 的 距离 上 . 


2. 试验 电荷 的 加 速度 


在 强 引 力 场 中 , 由 于 引力 和 非 引力 的 共同 作用 , 一 些 效应 可 能 具有 某 些 新 的 特 
点 . 我 们 考查 一 个 试验 电荷 在 R-N 场 中 的 加 速度 . 此 时 在 (5.1.4) 右 问 应 附加 一 项 
由 库仑 力 产 生 的 加 速度 . 取 随 动 系 , 得 到 试验 电荷 加 速度 的 近似 式 : 
效应 85 


m k GQ (5.3.2) 


在 上 式 中 , 当 9 和 Q@ 同 号 时 取 上 边 的 符号 , 异 号 时 取 下 边 的 符号 . 由 上 式 可 见 , 当 
k/r? 的 值 足 够 大 时 (> 很 小 时 可 满足 ), 引力 推 斥 作用 可 能 大 于 引力 吸引 加 上 葬 电 吸 
引 作用 . 


5.4 Kerr 场 中 的 加 速效 应 


1. Kerr 场 中 加 速度 随 位 置 的 变化 


我 们 选取 随 动 坐 标 系 , 将 Kerr 度 规 [第 三 篇 (1.14.12)] 代入 (5.1.6), 得 到 试验 
粒子 的 加 速度 : 
效应 86 


式 中 A =r? — 2mr +a?, D = r? + aPcos’9. gt 中 除了 g' 以 外 , 还 有 横向 分 量 
g? £0.9!, 92 和 g BH r, 0 AK, 即 依赖 于 试验 物体 的 位 置 . 4 0=0 M 0= 时 
有 
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g G 一 =) ~ ( 十 5) (5.4.2) 

此 式 表明 , 4A 9 很 小 时 , 引力 源 的 角 动 量 会 使 牛顿 加 速度 减 小 . 令 (4.1.1) SF 
(5.2.1), 可 求 出 a 的 页 献 为 零 的 把 (7,0). 

2. 类 科 里 奥 利 加 速度 


设 试验 粒子 在 赤道 面 内 做 圆 运 动 , FEDER EAP RRS a 的 一 次 项 , 在 (5.1.4) 
中 略 去 的 二 次 项 , 我 们 得 到 


粒子 相对 于 a 顺 行 时 , APRES, 逆行 时 取 负 号 . 粒子 顺 行 时 , a 的 页 献 是 附加 的 
吸引 ; 粒子 逆行 时 , a 的 贡献 是 附加 的 推 斥 . 

粒子 不 在 赤道 面 内 运动 时 , 附加 的 加 速度 和 轨道 面 的 取向 有 关 . 当 轨 志平 面 通 
过 源 目 转轴 时 , 附加 的 加 速度 等 于 零 . 

将 (5.1.4) 变 到 三 维 矢量 时 , g 具有 柯 里 奥 利 加 速度 的 形式 . 因此 将 (5.4.3) 称 
为 类 科 里 奥 利 加 速度 . 


3. 试验 自 旋 的 加 速效 应 


由 Papapetrou 方程 出 发 , 与 导出 (5.1.4) 的 过 程 类 似 , 可 以 得 到 含 试验 目 旋 的 
加 速度 表达 式 . 当 vi = 0 时 , 表达 式 简 化 为 


效应 88 | 
gas 王 一 V 入 mrs -a—3m/(s-a)(a- rif (5.4.4) 
由 此 可 以 看 出 , Be Ae FS A) Se A Bee RR RAS. 二 者 平行 时 则 
吸引 , 反 平 行 时 则 推 斥 . 所 以 , 在 旋转 场 源 的 引力 场 中 , 两 个 反 平 行 的 试验 目 旋 的 加 
速度 应 是 不 同 的 . 为 了 显示 出 引力 产生 的 目 旋 - 目 旋 效应 , 可 以 计算 两 个 试验 物体 


在 实验 室 条 件 下 的 相互 作用 力 . 


5.5 其 他 引力 场 中 的 加 速效 应 


1. 宇宙 因子 项 的 贡献 


将 含 宇 宙 项 的 度 规 [第 一 篇 (1.2.13)] RA (5.1.6), RAPIER F, 则 加 速 
度 只 有 径 向 分 量 . 加 速度 的 大 小 为 


5.5 ”其 他 引力 场 中 的 加 速效 应 . 693 - 


效应 89 


1/3 
此 式 表 明 , 字 宙 因子 和 的 作用 是 使 试验 粒子 受 一 个 附加 的 斥 力 . 当 = 的 
时 , gma = 0. 即 在 离 引力 源 足 够 远 处 , 试验 物体 可 能 停滞 

2. 引力 波 场 中 的 加 速效 应 


由 方程 (2.2.4) 可 以 证 明 , 在 引力 波 场 中 两 个 试验 物体 的 相对 加 速度 为 
效应 90 


Ag! = -RÉ d. (5.5.2) 


0O20 


式 中 d 为 两 物体 间距 离 , di 远 小 于 引力 波 的 波长 ; BEEE E ARA. 
此 , 两 个 试验 物体 间 的 距离 在 引力 该 场 中 将 随时 间 周 期 变化 . 


3. 引力 波 对 上 自转 的 影响 


假设 一 质点 组 位 于 坐标 系 的 空间 原点 附近 , 以 rr 表示 其 中 一 个 质 后 的 位 置 矢 
Æ. 以 se,aerrp FE (2.2.3) 式 , 得 到 


这 里 用 到 了 恒等式 cpaprvtv® = 0,w 为 世界 线 的 切 矢 量 . KRERANEARE 
Th =0, 则 (5.5.3) 可 写 为 
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由 上 式 可 填 算 地 球 上 自转 在 引力 波 场 中 的 无 规则 起 伏 . 设 入 射 引 力 波 具有 连续 


(ALPE = aes. (5.5.8) 
AF ((AL)?) 是 地 球 角 动 量 的 均 方 起 伏 , L 是 自转 角 动 量 , S 是 总 引力 波 能 流 (erg - 


s~*.cm~*). 
4. 引力 波 场 中 的 谐振 子 


考虑 引力 波 场 中 的 两 个 单位 质量 的 物体 组 成 的 振动 系统 . 引进 参量 和 使 每 个 
物体 的 短程 线 对 应 一 个 和 的 确定 值 . 取 (2.2.3) 对 和 的 协 变 导数 , 得 到 


§2 y+ 7 roy als 


Bros ON (5.5.9) 
为 一 方面 , 由 直接 计算 得 
ue 820/ ~ gOx? 
535\ d\08 Rapo” are (5.5.10) 
应 用 协 变 微分 的 对 易 关 系 (5.5.10), 可 将 (5.5.9) BA 
0 0Bzo ÒF" 
OA 和 OS E SsSA Rapo? v” DM NA” (5.5.11) 
式 中 ÔT 是 与 世界 线 正 交 的 单位 矢 , 而 四 维 速度 v 是 与 世界 线 相 切 的 单位 矢 . 将 
Oo 对 s 求 协 变 导数 ,得 
Ò (Ox? Ò Or? uT 
és ( On ~ 8X (Ss) ~ Or (5.5.12) 
FE MFA PRE n” ， 
n= dd (5.5.13) 


Bueno? = — dà. 5.5.14 
Se + Rago V N U =) dà ( ) 

今 
nh = rh + EP. (5.5.15) 


式 中 rw 的 定义 为 = 0( 对 于 所 有 的 s); 当 Rég = 0 和 振动 的 内 阻尼 很 大 时 
Ar’ 一 nb. 这 样 , (5.5.14) 可 改写 为 
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+ RE, vev (r? + El) = f". (5.5.16) 


式 中 f+ 表示 作用 在 两 物体 上 的 力 ( 非 引 力 ) ZH. 设 f+ 由 恢复 力 -ktt* 和 阻尼 
力 —A#(5€*/ òs) 组 成 , AF kt 和 AY 是 与 弹性 有 关 的 张 量 . 我 们 可 以 把 (5.5.16) 
写成 


+ AH +4 kE = — RY, vv (r? + EP). (5.5.17) 


取 系 统 质心 的 世界 线 为 时 间 轴 , 则 振子 自由 下 落 . 选 一 坐标 系 , 使 元 里 斯 托 费 尔 得 
号 为 零 , 则 (5.5.17) 的 近似 式 为 


+ 44 一 -十 NutEa = — RE rc (5.5.18) 


此 式 表 明 , 谐振 子 的 策动 力 是 由 引力 场 决 定 的 黎 曼 张 量 . 设 引 力 波 为 平面 波 , 并 且 
kh 和 At 都 只 有 一 个 分 量 ki = k, At = A; 取 随 动 坐标 (第 卡 儿 系 ), RTH r 
方 问 . 取 (5.5.18) 的 傅 里 叶 变 换 式 , 得 到 


E(w) = RE (w)r%(w? — iwAdt 一 有 6 全 一， (5.5.19) 


OOO 


在 共振 条 件 下 , 即 当 -w +k = 0 时 , 上 式 有 一 个 极 大 值 . 总 耗 散 4 = Ai + Ae, 其 
中 外 耗 散 Ae 对 应 的 功率 P 可 由 辅助 仪器 接收 . P 的 表示 式 为 


— 1 2 2 Ae( Re or)? 
P= g” AcE 一 2(A; 十 Ae)? 。 (5.5.20) 
= A; = Ae NT P = Prax. 
效应 92 , 
u Q 
Pmax — oao" (5.5.21) 


5. CM 场 中 的 加 速效 应 
由 电荷 (或 磁 荷 ) 和 磁 矩 的 引力 场 度 规 [第 一 篇 (1.6.42)] 出 发 , 在 一 级 近似 下 得 


到 
1 2m? ke? 3m 2a p* 
1 _ 2 
f= a - e - (1-2 )- r5 cos“ 0 
2,2 
m 2m? ke? 3m a? p* 
ri = 一 十 一 -一 一 |1+ 一 - 0S“0. 5.5.22 
I1 p2 t+ r3 re + T ) + 75 
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代入 (5.1.4), 设 试验 粒子 沿 径 向 下 落 (v=, 设 指向 中 心 的 方向 为 正 ), 得 到 


1- 8B |r? r’ r3 r r° 
2m ke? op |` Įm 2m? 
x |1 一 一 十 一 -十 一 一 cos20| 十 | 二 二 一 
r r T T T 
ke? 3m QDp* vl 
-3 € — m) + -5 0520| h (5.5.23) 
1 a*p*sin26 2m 4m \ v? 
2 _ a 
=i a 长 - = — ( 二 m) 5 (5.5.24) 


大 质量 天 体 含 电荷 的 量 远 小 于 m, 但 含 磁 荷 的 量 可 能 很 大 (Rubakov and Callan, 
1982). 4 ke? = m? 时 , a x 0, 此 时 有 


效应 93 1/2 
| — 
= (3 — =| € _ 2m “| (5.5.25) 


此 式 表 明 , 磁 荷 的 引力 作用 是 使 源 质 量 产 生 的 加 速度 减 小 , ME hF Schwa 


zschild 场 中 的 加 速度 . ZE r = re = -和 处 , 试验 粒子 的 加 速度 等 于 零 .越过 此 界面 


后 , 试验 粒子 所 受 的 力 由 引力 变 为 斥 力 . 这 样 , 试验 粒子 停 沛 在 r = re 处 , AS 
中 心 = 0. 
对 于 缓慢 落 问 天 体 的 磁 单 极 , 当 m = kela = 0) 时 , 加 速度 的 近似 式 可 与 为 
效应 94 


(5.5.26) 


AF 6 为 磁 单 极 磁 荷 . 4 eA 9 同 号 时 上 式 最 后 一 项 取 负 号 , 反之 取 正 号 . 在 通常 
情况 下 , 第 一 项 大 于 后 两 项 , 磁 单 极 受 引力 , 即使 后 一 项 取 负 号 也 如 此 . HRS 
二 项 的 值 大 于 第 一 项 与 第 三 项 之 和 时 (这 一 条 件 在 e 足够 大 和 7 很 小 时 可 能 满足 )， 
磁 单 极 仍 可 能 不 落 问 引力 中 心 . 

效应 95 

WEF p 的 作用 . 由 (5.5.23) 可 见 , RIE p 的 引力 作用 是 使 径 问 加 速度 减 小 . 由 
(5.5.24) 可 知 , 下 落 速 度 远 小 于 光速 的 粒子 (v! < c), 横 问 加 速度 g? 的 方 问 恒 指 问 
赤道 面 ; 下 落 速 度 接近 光速 的 粒子 (ul = c), 92 IRA. 这 就 是 说 , 落 问 这 类 
天 体 的 低速 粒子 将 聚集 于 赤道 面 附近 , 高 速 粒子 将 聚集 于 两 极 附近 区 域 . 这 样 , 这 
类 具有 磁 矩 的 天 体 的 亮度 将 不 均匀 , 或 者 两 极 出 现 完 斑 , KAARE A S. 


5.6 ”时 钟 件 请 的 严格 讨论 . 697 - 


5.6 ”时 钟 件 请 的 严格 讨论 


我 们 把 非 惯性 系 中 的 时 钟 看 作 在 引力 场 [第 三 篇 (1.1.7)] 中 目 由 下 落 的 标准 钟 ， 
计算 其 运转 速率 , 从 而 严格 地 解决 时 钟 伴 座 问 题 . 

如 图 10-8 Pras, EEC, 位 于 惯性 系 (XYZT) 的 原点 0, 钟 C。 于 T=0 自 
O, 沿 X 轴 以 恒定 加 速度 g 运动 到 4 点 , 再 以 恒定 速度 v 运动 到 BR, 然后 以 加 
速度 -9 运动 到 C A; 改变 速度 的 方 问 之 后 , 按 相反 的 过 程 返 回 O1. BC, 和 C 
的 本 征 时 间 分 别 用 7, 和 ro 表示 . 上 述 往返 过 程 两 钟 记录 的 时 间 间 阳 分 别 为 


n=T=2T +T" +T") =2(2T' +T"), (5.6.1) 
Ta = 2(To 十 To + Ta ) = 2(275 + Ta ). (5.6.2) 


AP OT’, T” AT" 分 别 表 不 惯性 系 Si 中 C1 所 指示 的 钟 Cs 经 过 014, AB 和 BC 
各 段 所 经 历时 间 ; 7, 7! 和 Tr 分 别 表示 钟 C 所 指示 的 对 应 各 段 时 间 间 隅 ， 


图 10-8 


1. 在 惯性 系 S1 中 研究 C2 的 运动 
对 于 O14 BR, 由 狭义 相对 论 有 


d u dX 
dT (— a3) T9 u= dT ` (5-6.3) 
W T =0 时 w= 0, 积分 得 
V T’ 
u 
V1 —u*/c? 0 a 0 (58.4) 
由 此 得 到 
J U 


为 了 计算 r, 只 要 根据 延缓 效应 dr = y1- u?/2dT, 将 (5.6.4) 中 的 u 解 出 并 代 
入 此 式 积 分 
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T / 
, _ gT 
y=) (+ 9909/e) Mar = E, 
将 (5.6.5) 代入 , 得 
， C._4/U 
r= oth" (=). (5.6.6) 
对 于 AB R, 显然 有 
TL = T" y1 一 v2/c2. (5.6.7) 


将 (5.6.5)~(5.6.7) 代入 (5.6.1) 和 (5.5.2), 得 到 


将 (5.6.5) RA, 得 到 图 中 的 d, 从 而 得 到 1 


1) 2c? g? / 1/2 J 
/一 2d 十 1， = 一 -一 1+ 319 一 上 > 十 v. (5.6.9) 
g C 


当 两 钟 间 距离 最 大 时 它们 相对 静止 , 所 以 S RA So 系 测 得 同一 个 ! 值 . 
2. 在 非 惯性 系 So 中 的 计算 


在 第 一 段 和 第 三 段 时 间 内 , So 相对 于 惯性 系 S 加速 . 根据 等 效 原理 , 在 S2 内 
存在 3 引力 场 , 度 规 由 第 一 篇 (1.1.10) 给 出 


(5.6.10) 


(5.6.12) 


5.6 NEES HART . 699 - 


将 此 式 代 入 (5.6.11) 积分 (: = 0 时 s = 0, = = 0, £ = zo); 得 到 
4 2 1/2 2 
TER (1+ =) -| = (5.6.13) 
将 (5.6.13) 代入 (5.6.12), 开 方 后 将 + 号 放 入 9 A, 得 到 
dt = Co = c? gTo 
ds g(a? — s?)’ "= g + 
积分 得 
t= SIns = Cth-! (=) 
g s—a g a/ 
j t e t 
C T 
s = ath =- (1 + T7) the. (5.6.14) 


要 计算 在 OA R Ci 记录 的 时 间 , 只 要 在 (5.6.14) 中 代入 zo = 0, t = 75, 并 注 
意 到 (5.6.6), 得 


S U 


m= OF (5.6.15) 
在 AB BR, 根据 延缓 效应 , 注意 到 (5.6.7), 有 
T! =H J/1 — w/e = T"(1 — u/c"). (5.6.16) 


FH (5.6.18), (5.6.6) 和 (5.6.7) 最 后 得 到 
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T92 o 2(c/g 
nn — -A(v/g)\(1—v2/c2)-V/24T" ` (5.6.19) 


非 惯 性 系 S2 中 计算 的 结果 (5.6.19) 和 惯性 系 S 中 计算 的 结果 (5.6.8) 完全 相 
同 , 等 式 右 端 总 小 于 1. 这 一 结果 严格 地 解决 了 时 钟 (双生 子 ) FRB Tala 一 一 相对 
于 惯性 系 经 历 了 加 速 过 程 的 时 钟 C2 RETER. 或 者 说 , MATH, R RABAT 
的 一 个 较 留 在 地 球 上 (惯性 系 ) 的 一 个 年 轻 . 
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由 严格 等 式 (5.6.19) 可 知 , 在 一 般 情况 下 不 能 得 到 狭义 相对 论 的 结果 


T= VJ/1—v2/e ry. (5.6.20) 
要 得 到 这 一 结果 必须 取 茶 种 近似 条 件 . 为 了 与 上 式 比 较 , 我 们 把 (5.6.19) 改写 为 


2 = (1-0/2)? 2(1 — v? /P) /2th  (v/e) + gT" /c 
To 2(v/c)(1 — v? /c?) -1 2 +gT"/ c 

有 趣 的 是 右 端 只 含有 两 个 参量 : v/c 和 gT"/ c. Moller(1955) 4 g 一 œ, 当然 (5.6.21) 

就 变 成 了 (5.6.20). 因此 , Moller 的 讨论 属于 (5.6.21) 的 特殊 (近似 ) 情况 . 实际 上 


不 需要 Moller 近似 条 件 这 样 强 , 只 要 有 


(5.6.21) 


gT"/ c> (1 — v? /2) 2th (u/c), (5.6.22) 


(5.6.21) 即 成 为 (5.6.20), 因为 arth(v/c) > v/c, 所 以 此 时 (5.6.21) 右 端 分 子 分 母 中 
的 第 一 项 均 可 略 去 . 

实际 上 狭义 相对 论 中 诸 方 案 都 包含 在 (5.6.21) 之 中 . 狭义 相对 论 方案 忽略 加 速 
和 减速 时 间 意 味 着 9 足够 大 或 者 T" ÆRA, 使 (5.6.22) 成 立 . 

mR T” = 0,g £ œ, 则 上 述 诸 方案 都 不 成 立 , 此 时 仍 可 用 (5.6.21) 解决 问题 . 
为 了 明显 起 见 , 还 可 将 此 式 写 成 级 数 形式 . 注意 到 (1-0/2)? = 1-0/2 十 …， 
(5.6.20) 可 写 为 

一 二 1 一 一 一 十 … (5.6.23) 


此 式 对 两 个 参考 系 是 完全 相同 的 , 而 右 端 总 小 于 1. 
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亏损 的 概念 最 早 是 由 罗 巴 切 夫 斯 基 引 入 的 , 当时 的 定义 是 : 非 欧 几 里 得 几何 中 
的 量 和 欧 几 里 得 几何 中 对 应 量 的 差 叫 做 亏损 . 如 三 角形 内 角 和 的 亏损 、 平行 四 边 形 
的 亏损 等 ， 广 义 相对 论 中 引入 了 许多 量 , 在 一 般 情 况 下 这 些 量 和 牛顿 引力 理论 中 
的 对 应 量 是 不 同 的 . 我 们 把 它们 的 差 称 为 亏损 . 计算 广义 相对 论 中 一 些 最 基本 的 量 
(时 间 、 长 度 、 质 量 等 ) 的 亏损 是 很 有 意义 的 , 因为 它们 不 依赖 于 坐标 系 的 选择 . 在 
广义 相对 论 中 , 根据 引力 场 方程 和 物体 的 运动 方程 计算 的 一 些 基本 的 物理 量 一 般 作 
为 引力 参量 、 试验 参量 和 其 他 量 的 函数 人们 不 仅 要 把 这 些 量 与 它们 的 牛顿 极限 比 
较 , 计算 其 亏损 , 还 要 将 它们 在 不 同情 况 下 的 广义 相对 论 值 进行 比较 , 计算 其 亏损 
比如 两 邻 点 本 征 时 的 差 也 叫 亏损 . 所 有 这 些 亏损 都 属于 引力 场 产 生 的 效应 


6.1 Schwarzschild 场 中 的 亏损 效应 


1. 恒星 坐标 周期 的 亏损 


在 三 义 相对 论 中 摘 述 轨道 运动 , 一 方面 与 在 牛顿 引力 理论 中 一 梓 , 引入 各 种 周 
期 变化 , 有 反常 周期 、 恒 星 周 期 等 ; 另 一 方面 又 和 牛顿 引力 理论 不 同 , 它们 既 可 以 
EEANN TE, 也 可 以 按 本 全 时 确定 对 于 Schwarzschiid 场 中 恒星 坐标 周期 zx0 的 


(6.1.1) 


式 中 6 是 近日 点 的 纬度 , T, 表示 恒星 坐标 周期 . 由 此 式 计 算 牛 顿 的 开 普 勒 周 期 , 从 
而 得 到 周期 亏损 
效应 97 


AT, = T,(p1 = 0, p2 = 2m) — To 


— = TI _ e?) — (1 — e?)?/2)(1 + ecos$)-2]. (6.1.2) 


这 一 效应 与 m/p REE. 按照 现代 技术 对 m/p 的 测量 精度 , 这 一 效应 是 可 以 显示 
出 来 的 . 
由 (6.1.2) TA, 轨道 离心 率 越 大 , 效应 越 明 显 . 
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2. 反常 本 征 周 期 的 亏损 


假设 在 Schwarzschild 场 中 有 一 试验 物体 (卫星 ), 绕 引 力 源 做 圆周 运动 . 男 外 有 
一 个 试验 粒子 沿 邦 一 圆 轨道 运动 , 轨道 中 心 相 对 于 引力 源 的 运动 很 小 (可 以 忽略 ). 
设 两 轨道 在 同一 平面 内 , 粒子 在 不 同位 置 罕 过 卫星 轨道 . 相对 于 卫星 轨道 , 粒子 完 
成 一 振动 . 由 Schwarzschild 场 中 的 短程 线 方程 , 对 于 r- 振动, 得 到 振动 频率 的 表达 
A ( 按 本 征 时 计 ) 


sl) (0-2) va) er 


与 此 式 对 应 的 反常 周期 为 
Ty (W1 = 0, Y2 = 2x) = To € + m) (6.1.4) 


AP ro 是 卫星 轨道 半径 , 下 标 y 指 反 常 的 量 . 因此 , r- H A AIEA HT AN 
为 
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270 270 
周期 亏损 分 别 为 
A(Ty)o=-5-To, A(Ty)y = To, (6.1.6) 
om 
(Ty)o = (Ty) = -77 To: 
(Ty)o — (Ty) = To. (6.1.7) 


AEMT IE Ft PBS ABET (Ty);, (Ty)e 和 (Ty). 设 地 球 引 力 
场 中 卫星 轨道 半径 为 > = 7000km, 当 原 始 位 移 ~ 10cm 时 , 广义 相对 论 预 言 卫 星 上 
试验 粒子 的 附加 位 移 ~ 10-6. 


3. 本 征 时 间 亏 损 
企 三 义 相 对 论 中 , 本 征 时 间 是 受 引 力 场 影响 的 . 因此 , 区 分 开 不 同 物体 的 本 征 


6.1 Schwarzschild 场 中 的 亏损 效应 (03 - 


时 是 有 意义 的 . 除了 要 区 分 广义 相对 论 本 征 时 和 它 的 牛 
WRR Sh, 还 要 区 分 两 个 沿 不 同 轨道 的 对 应 的 两 个 本 征 


时 间 . 在 Schwarzschild +, 假设 一 试验 物体 绕 场 源 做 加 8 A 
周 运动 (如 地 球 的 公转 ), 为 一 试验 物体 沿 郊 心率 e +0 的 
椭圆 轨道 运动 (如 火 租 绕 太 阳 运 动 ), BO MORE 
物体 的 轨道 (图 10-9). 由 Schwarzschild 度 规 可 以 得 到 本 


征 时 间 的 近似 式 
图 10-9 
1/2 
to = 20 = 200 (=) (6.1.8) 
Wo m 
式 中 wo 是 物体 相对 于 引力 中 心 的 角 位 移 
对 于 图 中 AB 间 的 运动 , 沿 两 个 轨道 本 征 时 间 的 亏损 为 
效应 101 
As = (As)e=0 — (AS)ex0 
“(Ag 1 — e? _ 41 — ecosyo " dy | 
= (Asho I+ sq cay oe | peo | C619) 


4 e= 0, po = = 即 两 个 轨道 为 同一 个 圆 , 但 两 个 试验 物体 绕 行 方向 相反 时 , 由 上 
式 得 As = 0. 

设 火箭 由 地 球 上 发 射 , 以 58 km.s-: 速度 沿 一 抛物 线 运 动 , 当 它 返回 地 球 时 已 
经 过 两 周 , 转 过 角度 2wo = 1.04rad. 按 上 式 计算 , 火箭 上 的 钟 落后 0.19s. 本 征 时 间 
亏损 效应 也 为 测量 引力 红 移 的 实验 所 证 实 . 


4. 试验 自 旋 对 时 间 亏 损 的 贡献 


引力 频率 是 和 时 间 亏 损 相 联系 的 . 由 (1.3.11) 可 知 , 引力 频率 和 相应 的 时 间 亏 
损 不 仅 和 场 源 参量 有 关 , 而 且 和 试验 物体 参量 有 关 . 当 试 验 目 旋 做 轨道 运动 时 , 其 
自 旋 起 重要 作用 . 该 物体 的 绕 行 运动 本 身 也 可 以 作为 计时 的 钟 . 设 两 个 试验 目 旋 在 
Schwarzschild 场 中 沿 同一 圆 轨道 运动 , HOTA: 一 个 与 轨道 角 动 量 平 行 , A 
个 反 平 行 . Schwarzschild 度 规 代入 巴巴 别 特 鲁 运 动 方程 , 第 一 次 积分 给 出 
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h=r*ot € 一 m) Sz°. (6.1.10) 
由 此 可 得 绕 行 角速度 的 近似 式 : 
D = wo (1 + m F = (6.1.11) 
代入 gu tte’ = 1, SAUER, 得 到 本 征 时 间 亏 损 : 
效应 102 
s = To 1- = + war? Gii =) (6.1.12) 
此 式 表 明 本 征 时 间 亏 损 和 试验 上 自 旋 有 关 . 


由 (6.1.11) 可 见 , 本 征 时 间 亏 损 的 原因 是 两 个 试验 自 旋 相 遇 点 的 移动 : 


效应 103 


(Ayp)m,s = T (6.1.13) 


在 人 造 地 球 卫星 上 安装 两 个 反 平 行 的 陀螺 , 可 以 测量 这 一 引力 效应 . 
5. 双星 周期 的 亏损 


Will(1976) 证 明了 , 在 非 守恒 引力 理论 中 , 双星 系统 的 质心 要 问 看 近 星 点 日 加 
速 , 加 速度 的 大 小 为 


(as + C2) Mp. (6.1.14) 


AP m = mi + m, ùp 是 质心 到 m 轨道 近 星 点 的 单位 矢量 . 由 于 多 普 勒 频 移 , 这 

种 轨 诞 效应 将 使 脉冲 双星 的 脉冲 周期 和 轨道 周期 发 生 亏 损 (在 地 球 上 观测 )， 代 入 

脉冲 双星 PSR1913+16 的 各 数据 , 得 到 久 期 亏损 : 

效应 104 
) 


T xa-X 2/3 
a ~ —2.5 x 107°? (a3 + C2) n T = (=) Sinpoa (6.1.15) 


AHA X = m1 / M2; Po 为 近 星 扩 进 动 角 , 观测 值 为 po = 4".2a7t. 
6. 圆 轨 道 振子 振动 次 数 的 亏损 


附加 反常 (2.6.5) 产生 的 二 次 效应 是 振动 次 数 的 变化 . 当 /wa > 1 时 , 假设 
远 处 观察 者 测 得 卫星 在 时 间 t ARIT N 圈 , 我 们 得 到 


效应 105 3 4 on 


Ann ® 一 一 一 ， t=NT, To=—. 6.1.16 
TUN 2 To Ty’ ; 0 wo ( ) 


6.2 Kerr 场 中 的 亏损 效应 - 705 - 


S An = 1 得 到 At = za- ,mn = 0. 这 就 是 说 , 在 时 间 At(An = 1) 内 , 即 振动 总 


次 数 为 n(An = 1) 时 , 积累 了 一 次 附加 振动 . 假设 在 太阳 的 引力 场 中 , 2 = 100Hz, 
则 积累 一 次 附加 振动 需 经 历 的 总 振动 次 数 ~ 107. 

7. 轨道 运动 速度 和 位 移 的 亏损 

在 球 对 称 引 力 场 中 , 由 于 广义 相对 论 和 牛顿 引力 理论 具有 完全 不 同 的 场 方程 和 
试验 粒子 运动 方程 , 所 以 Schwarzschild 场 中 运动 物体 的 径 问 坐标 变化 、 横 问 坐 标 
变化 和 各 速度 分 量 都 与 牛顿 理论 不 同 . 相应 的 广义 相对 论 应 效应 称 位 移 (坐标 ) T 
损 和 速度 亏损 (效应 106). 由 于 这 一 效应 的 表达 式 太 复杂 , 这 里 只 给 出 了 径 癌 坐标 
亏损 和 横向 速度 亏损 的 函数 曲线 (图 10-10、 图 10-11). 这 一 效应 表明 , 试验 物体 在 
球 对 称 引 力 场 中 做 轨道 运动 时 , 广义 相对 论 和 和 牛顿 理论 给 出 的 对 应 位 置 的 不 同和 对 
应 速度 的 不 同 . 由 图 可 见 , 当 试 验 物 体 绕 行 2 周 时 有 


rnAy = rn(y~n — Yer) = 11000km. 
Lass 和 Solloway(1969) 指出 , 用 无 线 电 定 位 装置 测 出 这 一 效应 是 完全 可 能 的 . 


A(r¢), KM/c 


yAg. KM oT TT 
oo OAL 
0 0 ` 
-a000 Vil 
—0.004 
—7000 5008 
11000 Oo J | ft 
200 400 600 P 200 400 600 Y 
图 10-10 图 10-11 


6.2 Kerr 场 中 的 亏损 效应 


1. 本 征 反 常 周期 的 亏损 


在 Kerr 场 中 , 存在 与 效应 (6.1.7) 对 应 的 本 征 反 常 周期 的 亏损 . 设 卫星 轨道 在 
赤道 面 上 , 解 Kerr 场 中 的 运动 方程 , 保留 a 的 一 次 项 , 得 到 振动 周期 的 表达 式 


这 时 与 牛顿 极限 比较 , 本 征 反 党 周期 亏损 为 
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将 T, 与 To T, 比较, 得 到 周期 亏损 的 表达 式 
效应 108 


如 果 试 验 物体 轨道 不 在 赤道 面 内 , 在 一 般 情况 下 ,上述 效 应 和 轨 违 角 动 量 与 a 
WSR A. 


2. 两 个 试验 物体 相遇 点 的 移动 


由 克 尔 场 短程 线 方程 的 第 一 次 积分 可 以 得 到 , 沿 圆 轨 道 运行 的 周期 依 顿 于 粒子 
KRITA m. 对 于 本 征 恒星 周期 有 


3 2 
Tot = 2m4] — Imta /人 (6.2.4) 


因此 , 本 征 恒 星 周期 亏损 为 


效应 109 
(AT,)a = Ts — Tp- = -2/ 1 (6.2.5) 


式 中 下 标 y 表示 恒星 的 量 , 与 (6.2.1) 中 的 反常 周期 不 同 . : 

相对 于 a, 顺 行 物体 上 的 钟 所 指示 的 时 刻 要 比 逆行 的 早 一 些 . 在 地 球 的 轨 志 上 ， 
这 一 亏损 为 0.65x10-3s. 顺 行 粒子 和 道行 粒子 的 角速度 是 不 同 的 , 由 上 述 效应 可 以 
得 到 


w+ = +wo(1 awo), wo = Vm/r3. (6.2.6) 


这 就 是 说 , 绕 行 方向 相反 的 试验 物体 在 相同 的 时 间 里 通过 不 同 的 路 程 , 以 角 位 移 表 
7x, BẸ 


Q+ = +x(1 士 awy ). (6.2.7) 
因此 , 在 克 尔 场 中 , 两 个 沿 同一 圆 轨道 反 向 绕 行 的 试验 物体 的 相遇 后 将 移动 
效应 110 
(Ay), = 2nay m/rè. (6.2.8) 


MLE LARATZ AA IE. 
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6.3 引力 波 场 中 的 亏损 效应 


1. 脉冲 周期 的 亏损 


如 果 在 真空 中 , 经 过 相同 的 时 间 At 发 射电 磁 脉 冲 , 沿 z= z AE. 在 
几何 光学 近似 下 , 脉冲 沿 零 短程 线 传 播 , H de? = dr. 在 平面 引力 波 场 中 , WAR 


为 dz? = |1- Spna(t2)| az 在 时 刻 ta 和 ta 发 射 的 两 个 光 脉冲 通过 相同 的 距离 


dz, 用 了 不 同 的 时 间 间 隔 : 
cdé(t) = = [p22(t1. £) — p22(t2, x)\da, 


式 中 6(t) 表示 脉冲 沿 时 间 轴 的 移动 . 如 果 假 设 引 力 波 波 源 是 一 双星 , 则 两 个 脉冲 达 
到 观察 者 的 周期 变化 (亏损 ) 为 
效应 111 


TaAt f bt — b?r 


AT = ô(t) = Ros 


sin 2wt + 2+ (x — y r? — p2)| dz. (6.3.1) 


CT C 


式 中 Q = Qa(m1, M2, T), Mı 和 m2 是 双星 的 两 个 质量 ， 
7 = 2r/w 是 双星 周期 . 当 图 10-12 中 的 d= Acv 时 ,此  ， z=0 
效应 明显 . 在 光学 近似 下 , 设 mi = m & 102Mo,r = 


x > 
10 K, 则 脉冲 周期 的 相对 亏损 是 


d 
AT 
Ar 10714. 
M; Mo 
2. 干涉 图 样 的 周期 性 移动 $ | > 
| 充满 引力 辐射 的 空间 可 以 看 作 折 射 率 为 n = 1 十 10-12 
—hoanen? 的 介质 . BFAR n= n=l, 


2 
WHEAT I n=n, =1+ ;p22cos2p 十 ;paasin2p(Zeldovich and Novikov,1971), 于 


是 就 产生 了 长 度 亏 损 , 如 果 在 引力 波 场 中 放置 一 个 干涉 仪 , 使 一 个 辟 沿 看 波 的 传播 
方向 , 则 应 产生 光 程 差 (ny — 1). 假设 引力 波 的 周期 远大 于 光线 通过 干涉 仪 的 时 
A), 我 们 得 到 干涉 图 样 的 移动 : 

效应 112 


1 


取 1 = 103cm, 观测 时 间 为 1s, 则 上 述 效 应 的 大 小 为 1077 ~ 107. 现在 , 许多 实验 
中 心 根据 上 述 效应 来 寻找 引力 辐射 . 
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6.4 质量 亏损 效应 


广义 相对 论 预言 , 当 粒 子 由 无 引力 区 域 结合 成 引力 质量 时 , 质量 的 一 部 分 要 人 锯 
辐射 出 去 . ASP, 我 们 将 计算 球 对 称 球 充 和 国体 球 的 质量 亏损 . 


1. Schwarzschild 场 中 的 质量 亏损 


由 等 效 原理 可 知 粒子 的 引力 质量 等 于 其 惯性 质量 .由 于 动能 和 势能 可 以 转化 
为 惯性 质量 , 所 以 也 就 可 以 转化 为 引力 质量 .Schwarzschild 场 中 的 源 质 量 mm RE 
含有 与 引力 场 本 身 质量 相应 的 自 能 . 把 这 一 质量 m 和 组 成 它 的 所 有 粒子 都 在 无 浪 
远 处 时 所 具有 的 质量 进行 比较 , 便 可 求 得 上 述 质 量 亏 损 . 为 此 , 先 求 出 引力 场 中 一 
个 试验 粒子 的 质量 和 它 在 无 限 远 处 质量 之 间 的 关系 式 . 取 c = G = 1 的 自然 单位 


AF M 为 场 源 质量 , AAR. 当 7 一 oo 时 度 规 应 是 闵可夫 斯 基 的 ，S — > A. 
在 狭义 相对 论 中 , 静止 质量 为 mo 的 粒子 , 相对 论 总 能 量 表示 为 


mo =m. (6.4.2) 


与 此 类 似 , 我 们 可 以 这 样 解释 (6.4.1) 中 的 常量 4 : mA 是 引力 场 中 目 由 粒子 的 总 
能 量 ， 其 中 包含 静 能 、 动 能 和 引力 势能 . 这 样 , 在 Schwarzschild 场 中 , 静止 质量 为 


粒子 沿 任 一 条 短程 线 运动 时 , 保持 总 能 量 不 变 . 当 这 个 粒子 由 无 限 远 处 移 至 Schwa- 
rzschild 场 内 时 , 在 有 心力 作用 下 获得 动能 . 当 粒 子 运动 到 场 内 某 一 点 静止 时 , 这 些 
动能 便 以 热能 和 其 他 形式 的 能 量 辐射 出 去 ， 这 一 能 量 损失 等 于 粒子 静止 质量 的 减 


少 . &r=6=9=0, 得 到 
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Am = mo(V1— 2M/r — 1). (6.4.4) 


式 中 mo 是 粒子 目 无 限 远 处 运动 至 场 中 > 处 静止 下 来 之 后 具有 的 静止 质量 , mo 是 
它 的 惯性 静 质 量 . 在 引力 场 中 , 静止 粒子 的 能 量 m 由 惯性 静止 质量 mo 和 引力 势 


能 两 部 分 组 成 
(3 _ am | a l (6.4.5) 


均匀 球 壳 的 质量 亏损 。 设 球 壳 半径 为 a, 厚度 可 忽略 , 质量 为 M, 在 它 目 己 
产生 的 引力 场 中 . 考虑 球 壳 表面 上 一 质量 元 dM. 设 它 在 无 限 远 处 时 质量 为 dM 


(6.4.6) 


(6.4.7) 


AF Mo 是 组 成 球 壳 的 物质 分 散在 无 限 远 处 时 的 惯性 静止 质量 , M 是 这 些 物 质 形 
成 球 壳 之 后 球 壳 的 质量 . 由 上 式 可 见 , Mo 一 定时 , 壳 半径 a 越 小 , 则 有 效 引 力 质 量 
M heh. 当 a = Mo 时 , M we BME 


1 


M min 一 z Mo. (6.4.8) 

另 一 方面 , M 作为 Mo 的 函数 M (Mo) 有 极 大 值 . 令 = 0 M= a, H 
时 有 

Mmax = <. (6.4.9) 


2 
这 时 这 半径 等 于 Schwarzschild 半径 . 所 以 , 能 够 辐射 出 去 的 最 大 质量 是 = Mo 
效应 115 ”均匀 固体 球 的 质量 亏损 设 固体 球 的 密度 为 po, 半径 为 a, 则 式 


(6.4.10) 


可 作为 po 的 定义 . 设 半径 为 r 的 球面 上 厚度 为 dr 的 一 层 质量 元 dm FARTA 
时 有 具有 质量 dMo, 则 由 (6.4.6) 得 


2 8rr po Me 
dMo = 4nr“po | 1 — 5 dr. (6.4.11) 
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积分 (| af) 得 到 


Q Q q2\'/? 
Mo = 2xpopp asin 一 To ( 一 =| | . (6.4.12) 
3 \1/2 
式 中 uo = 人 . 上 式 也 可 由 Schwarzschild 内 部 解 直 接 得 到 . 将 (6.4.10) Th 
AEX, 得 到 Mo 和 M 之 间 的 关系 : 
效应 116 
a aq \1 1/2 1/2 
m=i (585) iw (2 0) | oa 
由 函数 (6.4.13) 的 数值 曲线 可 以 得 到 均匀 固体 球 的 最 大 质量 亏损 (或 称 束缚 
能 ). 
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(AM) max = 0.5756 Mo. (6.4.14) 


2. R-N 场 中 的 质量 亏损 


荷 电 试验 粒子 的 质量 亏损 . 设 场 源 质量 为 M, 电荷 为 @, 试验 粒子 的 质量 为 mo， 
电荷 为 e. 这 一 试验 粒子 在 R-N 场 [第 一 篇 (1.3.9)] 中 的 运动 方程 为 


dr” dzx° dx? dr e 
dst + Tas ds ds ~ 4 ds mo (6-415) 
W u=08 l 
odz% e | Op = 2M Q? dz“ 
Pads m, = C (-55) € p + r2 ) ds (6.4.16) 
式 中 9 为 静电 势 . 由 上 式 可 得 
odz? e | 2M Q2\° do 
faa. m 一 一 人 ( 一 p + Z) ds 。 (6.4.17) 
将 此 式 代 入 (6.4.15), 得 到 第 一 积分 
dt 2M Q? 


类 似 于 由 (6.4.1) 到 (6.4.4) 的 讨论 , 可 知 4 的 含义 为 粒子 在 引力 场 中 的 总 能 量 mo, 
再 令 9 二 + 二 二 0, 求 出 从 而 得 到 试验 粒子 (me) 的 质量 亏损 


6.4 质量 亏损 效应 .7 了 11 . 


(6.4.19) 


对 R-N 场 中 的 中 性 试验 粒子 , 可 在 上 式 中 令 e = 0. 这 时 得 到 中 性 粒子 由 无 限 
远 处 移 到 引力 电荷 的 场 中 时 所 发 生 的 质量 亏损 (Ivanitzkaya, 1979): 
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(Am)mk = Mo (y ] 一 一 十 5 一 7 . (6.4.20) 


这 一 效应 可 用 来 估计 试验 粒子 落 问 引 力 源 时 引力 辐射 的 能 量 . 

下 面 计 算 荷 电 情 况 下 球 过 和 球体 的 质量 亏损 . 为 了 简化 计算 步骤 , RINE Q/M = 
a = const,e/m = const. 这 个 假设 的 含义 是 ， 在 质量 亏损 过 程 中 电荷 也 成 正比 地 气 
损 . 

均匀 入 电 球 壳 的 质量 亏损 “与 得 到 (6.4.6) 的 过 程 类 似 , 可 以 得 到 


2a72\ —1/2 
dMo = (1 一 Kat) ( _ 2M + a M ) dM. (6.4.21) 


均匀 荷 电 固体 球 的 质量 亏损 设 半径 为 + 的 球面 上 厚 dr 的 一 层 质量 元 在 无 
限 远 处 的 质量 为 dMo, 球体 质量 密度 为 po, 则 由 (6.4.21) 有 
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3. 宇宙 因子 对 质量 亏损 的 影响 


由 含 宇宙 项 的 度 规 [第 一 篇 (1.2.13) ] 出 发 , 与 获得 (6.4.20) BU, 可 得 到 短程 
线 方程 的 第 一 积分 


2M dr’ 
€ = Mo = Mo € 一 一 一 一 ， (6.4.24) 


与 (6.4.20) 对 应 , 得 到 试验 粒子 的 质量 亏损 
Why 122 


Am = mo | 1l — — —- — — 1) . (6.4.25) 


第 7 章 ”其 他 引力 效应 


本 章 讨论 几 种 类 光学 引力 效应 , 其 中 包括 引力 史 墙 元 效 应 , 引力 透镜 效应 和 于 
宙 空 间 的 光学 各 向 同性 效应 等 . 还 有 一 些 引 力 效 应 未 列 入 本 章 , 分 别 在 其 他 各 篇 中 
讨论 , 如 第 五 篇 讨论 引力 坊 缩 放 应 和 磁 抵 抗 3 引力 声 缩 效应 , BAN. to. Jad T 
宇宙 学 效应 . 


7.1 类 光学 引力 效应 


有 些 广 义 相 对 论 效应 和 物理 学 其 他 部 分 的 一 些 效应 很 相似 , 特别 是 与 一 些 光 学 
效应 相似 . 有 时 引力 场 代 替 电 磁场 , 可 以 产生 类 似 的 光学 效应 ; 有 时 由 于 引力 波 对 
电磁 波 的 作用 , 在 几何 光学 近似 下 产生 一 些 引 力 光 学 效应 . 特别 是 随 者 技术 的 发 展 ， 
用 现代 技术 可 能 研究 引力 场 中 的 电磁 辐射 , 这 更 加 激发 人 们 研究 广义 相对 论 中 波动 
过 程 和 光学 现象 的 兴趣 . 为 一 方面 , 解决 广义 相对 论 中 一 些 理论 问题 (如 能 量 问 题 ) 
时 , 也 经 常 采 用 与 电动 力学 类 比 的 办 法 , 注意 二 者 之 间 的 各 种 相似 性 . 本 节 将 讨论 
一 系列 类 光学 引力 效应 , 与 前 儿 章 中 的 许多 部 分 一 样 , 一 般 只 简略 地 给 出 主要 结果 . 


1. Schwarzschild 场 中 的 引力 史 塔 元 (Stark) 效应 


在 电场 的 作用 下 光谱 线 会 发 生 分 裂 (WME), 这 一 效应 称 为 史 塔 克 效 应 . 对 于 线 
TE SE EE Se SUM, 谱 线 的 频 移 和 电场 强度 成 正比 . 人 们 曾经 假设 用 引力 场 代 蔡 电场 也 
能 发 生 类 似 的 效应 , 并 给 出 了 Schwarzschild 场 中 这 一 效应 的 表达 式 
效应 123 


(Av)m = fm ( 一 = | (7.1.1) 
AP 4 是 比例 系数 . Polozov (1978) 用 量子 力学 方法 ( 狄 拉克 方程 ) 研究 了 这 一 问 
pl, 也 得 到 了 引力 史 塔 克 效 应 . 

将 (7.1.1) 展开 , 第 一 项 在 太阳 的 引力 场 中 产生 的 效应 为 ~ 1074, 比 同样 条 件 
下 的 爱 因 斯 坦 引 力 红 移 要 小 得 多 . 当天 体 的 质量 M ~ Mo, 半径 R x 1.2 x 10°m 
时 , 引力 斯 塔 元 效应 可 增 大 到 10-15, 这 时 才 可 能 用 现代 技术 测 出 来 . 由 (7.1.1) 可 
以 发 现 , 当 一 2m 时 , 此 效应 增 大 . 


2. Schwarzschild 场 中 的 引力 切 连 科 夫 (Cherenkov) 辐射 
真 容 中 匀速 运动 的 何 电 粒子 不 会 发 生 辐 射 . 但 是 在 介质 中 , tap FAB 
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速 运动 , 只 要 其 速度 大 于 介质 中 论 的 相 速度 一 人 为 折射 率 ), 就 会 产生 一 种 特殊 的 


辐射 这 种 “ 超 光 速 ” 荷 电 粒 子 产生 的 辐射 称 为 切 连 科 夫 辐射 这 一 辐射 的 频率 依 
赖 于 介质 的 折射 率 n. 由 Schwarzschild 场 中 的 麦克 斯 韦 协 变 方程 可 以 得 到 


D = É ) B= H ， 
V Joo V900 
BO Schwarzschild JH Wy 4T AT 
n= (goo)? x1 +Z > 1. (7.1.2) 


T 


按照 相似 性 可 以 假设 , 如 果 一 个 荷 电 粒 子 在 Schwarzschild 场 中 运动 的 速度 大 于 7 
应 该 有 辐射 . 这 种 引力 切 连 科 夫 辐射 的 频率 上 限 可 以 表示 为 
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DC 2M Tr c | 2m 


太阳 表面 n < 1.001, 所 以 这 一 效应 只 可 能 在 大 质量 恒星 和 星系 核 一 类 天 体 的 
引力 场 中 显示 出 来 . 


3. 5|77 RZ (Seeman) 效应 


在 一 定 意义 上 , 旋转 质量 外 部 的 引力 场 类 似 于 磁场 . 因此 可 以 期 望 , Kerr BP 
的 一 系列 引力 效应 与 磁场 中 的 效应 类 似 ，Zeldovich(1965) 指出 ,Kerr 场 中 的 电磁 
辐射 存在 引力 塞 曼 效应 . 如 果 在 旋转 场 源 的 两 极 附近 放置 一 个 振荡 器 , 发 出 一 束 线 
IRIG, 则 这 一 线 偏 振 光 将 分 解 为 两 束 加 偏振 光 的 组 合 ， 其 频率 分 别 为 wo 十 8 和 
wo RN, 1 ~ 一 一 ,w 是 场 源 旋转 角速度 . 因此 远 处 观察 者 将 发 现 光谱 线 的 分 高 : 


T 
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(Awa = 20 =4—w. (7.1.4) 


4. 引力 萨 亚 元 (Saniak) 效应 
当 试 验 粒 子 在 Schwarzschild 场 中 沿 圆 轨道 运动 时 , 延迟 效应 由 (4.1.13) 给 出 . 
可 以 证 明 , 当 试 验 粒 子 在 克 尔 场 中 运动 时 , 延迟 效应 表示 为 
am m amm 
ata -n(A t) an (248) 


r r 


式 中 正 号 对 应 于 顺 行 粒子 , 负 号 对 应 于 逆行 粒子 (相对 于 a). 于 是 在 元 尔 场 中 和 存在 
延迟 时 间 的 相对 亏损 效应 : 
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此 式 与 粒子 速度 无 关 , 因此 可 推广 到 光子 的 运动 . 这 样 , 当 两 束 光 疲 沿 静止 回路 相 
问 传 播 时 , 效应 (7.1.5) 使 两 束 光 波 产 生 相 位 差 , 因此 应 该 有 干涉 图 样 的 移动 . 这 一 
现象 可 由 萨 亚 元 实验 观测 . 在 Schwarzschild 场 中 不 存在 这 一 效应 . 


5. 引力 法拉第 效应 


根据 克 尔 场 中 广义 协 变 麦 死 斯 韦 方 程 的 解 可 以 证 明 电磁 议 的 侦 振 面 要 发 生 族 
转 ， 因此 ， 将 有 关 似 于 法 拉 第 效应 的 引力 效应 (Pineault, 1977). 计算 结果 是 , Ara Hire (ED 
绕 a WAR TALE: 
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(6), = -2 (7.1.6) 


AP B SFE SUE ES E. 


6. 两 束 偏振 光 在 克 尔 场 中 的 分 离 


Volkov(1970) 曾 断 言 ， 在 引力 场 中 光线 的 偏振 不 影 啊 它 的 偏转 ， 接着，Har- 
witt(1974) 提出 了 检验 这 一 断言 的 实验 . 实验 结果 表明 , 在 太阳 的 引力 场 中 , 不 同 偏 
振 的 光线 有 不 同 的 偏转 . 

Mashhoon(1974) 重新 研究 这 一 问题 , 提出 一 个 新 的 广义 相对 论 效应 . 他 由 Kerr 
场 中 的 广义 协 变 麦 元 斯 韦 方程 得 到 , 右 偏振 和 左 侦 振 的 光线 沿 场 源 转 轴 方 问 传 播 时 
会 及 生 分 离 , FAME ALAA 
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(Ab = 04 — 0- = Aad. (7.1.7) 


AF 4 为 常数 (BRA 1), 入 是 波长 . FEDORA, 频率 为 x 103Hz 的 辐射 
线 , 此 效应 可 达 1 左右 . 
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考虑 一 束 平 行 光 线 目 无 限 远 处 射 到 引力 体 上 , 由 于 光线 经 过 引力 场 时 要 发 生 
偏转 , 所 以 具有 相同 瞄准 距离 的 光线 将 被 引力 场 会 涌 于 一 点 .这 一 效应 前 先是 由 
Zwicky(1937) 提出 来 的 . 在 球 对 称 引 力 场 中 , 引力 透镜 的 焦点 与 场 源 的 距离 为 
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-= 一 (7.1.8) 


式 中 R 是 源 半径 , 光线 与 源 的 表面 相 切 . 太阳 引力 场 的 这 一 “焦距 ” 比 太 阳 系 的 线 
度 还 大 . 由 于 引力 透镜 的 焦距 太 大 , 所 以 只 有 以 遥远 的 恒星 作为 透镜 时 才 有 可 能 观 
测 到 这 一 效应 . 
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对 类 星体 (Quasar) 的 观测 为 人 们 提供 了 检验 效应 (7.1.8) 的 新 的 可 能 性 . 根据 
对 208 颗 类 星体 的 分 析 , 认为 类 星体 3C268.4 和 3C286 是 检验 引力 透镜 效应 的 最 
好 的 候选 者 . 


8. 引力 的 和 学 度 增 大 效应 


由 于 聚焦 使 光 通 量 重 新 分 布 而 造成 的 , 附加 的 引力 效应 也 增强 了 辐 出 有 党 度 . FT OC 
相对 论 计 算 , 增强 系数 为 
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(7.1.9) 


AP b 是 入 射 波 的 强度 , r。 和 7。 分 别 为 光源 和 观察 者 到 引力 中 心 的 距离 .在 
Schwarzschild 场 中 , 由 于 场 的 球 对 称 性 , 这 一 效应 达 最 大 值 . 以 入 表示 入 射线 的 波 
长 , 此 时 效应 可 达到 10> 
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首先 考虑 引力 质量 就 是 光源 这 种 “本 征 引 力 透镜 ”. 引力 质量 使 它 本 身 发 出 的 
光线 弯曲 , 由 于 发 射 体 的 引力 场 使 这 些 光 线 聚 焦 , 所 以 恒星 的 一 部 分 表面 发 出 的 光 
能 到 达 位 于 透镜 外 阴影 中 的 观察 者 (图 10-13). 由 于 这 一 原因 , 观察 者 看 到 的 发 射 
体 的 像 比 没有 光线 引力 偏转 时 要 大 一 些 . 如 果 恒 星 半 径 接近 它 的 引力 半径 , 由 于 本 
征 引 力 透 镜 效 应 , 它 的 圆 盘 将 增 大 2.59 售 . 


图 10-13 


另 一 种 情况 是 观察 者 和 源 的 连 线 通 过 引力 质量 中 心 . 这 时 , 由 于 Schwarzschild 
场 的 引力 透镜 作用 , 观察 者 将 看 到 围绕 引力 质量 的 一 个 亮 环 , 其 角 半 径 为 
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5 = 24/— , ~ (7.1.10) 


式 中 , R 是 透镜 半径 , r 是 观察 者 到 透镜 的 距离 
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10. He Fe 4| 77 ER 
hn PAE AW SERA. w5 Schwarzschild 场 引 力 亮 度 增 
KRALEN: 
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A Amp = — tak . (7.1.11) 


b(1 — E?) 

这 一 效应 中 存在 非 对 称 性 , 当 光 线 传播 方向 和 引力 源 转 动 方 问 一 致 时 , 其 亮度 增 大 
系数 要 大 一 些 , 方 问 不 一 致 通过 引力 源 另 一 侧 时 的 亮度 增 大 系数 要 小 一 些 , 这 样 的 
两 条 光线 的 偏转 角 也 不 相同 . 所 以 当 辐 射 源 、 引 力 van 
透 错 和 观察 者 位 于 同一 直线 上 时 ， 像 位 于 这 条 下 a 
see fi 

现在 我 们 讨论 光源 移动 位 置 时 聚焦 光束 截面 
的 变化 . 在 Schwarzschild 引力 透镜 的 情况 下 , 406 m 
源 移动 位 置 时 (图 10-14), 聚焦 光束 的 截面 变 为 梢 。、 A 


A, 其 长 轴 垂 直 于 透镜 中 心 和 像 的 连 线 . 在 克 尔 场 Q SZ 
中 ,由 于 光子 轨道 的 扭转 效应 (3.4.12), ERRE 
截面 相对 于 它 原来 的 位 置 要 有 一 个 转动 转动 广 
向 取决 于 焦点 相对 于 克 尔 场 源 转 动 轴 的 位 置 ， 转 图 10-14 


动 角 的 最 大 值 为 
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Pmax = z (7.1.12) 


“4 b= 200m, a = 0.2m 时 , ERA H YATRA 0.06°. 
这 一 效应 可 以 将 旋转 引力 透镜 和 Schwarzschild 引力 透镜 或 外 尔 (Will) 引力 透 
镜 区 别 开 . 


11. 电磁 波 在 引力 波 场 中 的 聚焦 


如 果 平 面 引力 流通 过 一 粒子 组 或 者 一 电磁 波 场 , 则 不 同 的 粒子 或 电磁 波 波 面 的 
不 同 部 分 将 获得 不 同 的 相对 加 速度 . 所 以 这 些 粒 子 或 电磁 波 波 面 的 不 同 部 分 , EA 
开 引 力 波 场 时 将 具有 相对 速度 . 波 面 之 外 的 观察 者 将 发 现 波 面 变 成 凹凸 不 平 的 了 ， 
且 在 茶 一 时 刻 “ 聚 成 一 条 线 ”. 对 于 试验 电磁 波 , 我 们 可 以 说 它 被 聚焦 了 . 对 于 6 型 
引力 波 和 0 型 电磁 波 , 推导 给 出 在 波 面 上 有 
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cos*Av = Bu’. (7.1.13) 


AP u 和 w 表示 落后 (或 超前 ) 的 位 相 , 参量 4 和 B 取决 于 引力 波 和 电磁 波 的 特 
TE. 
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12. 引力 ~ 电磁 共振 


当 引 力 波 和 电磁 波 相 遇 , 且 频 率 和 位 相 满足 茶 些 特定 关系 时 , 这 两 种 流 的 相互 
作用 可 能 具有 共振 性 质 ， 设 一 平面 单 色 圆 偏 振 引 力 波 沿 法 同 入 射 到 环形 振荡 器 上， 
推 寻 给 出 : 
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Aw = —2wt re cos(n + M2 )sin(ae2 一 a). (7.1.14) 
式 中 了 是 引力 流 能 流 . Aw 的 最 大 值 是 
Awmax = nut (7.1.15) 


由 于 振幅 随时 间 增 大 , 所 以 出 现 引 力 - 电 磁 共 振 . 
13. 引力 波 场 中 的 闪烁 现象 


当 光 线 通过 引力 波 场 时 , 它 的 强度 将 发 生变 化 . 计算 给 出 , 光 强 度 的 相对 变化 
量 为 
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L 
Ao 21, | ul(l u) f (aa4t 十 éu)|*du. (7.1.16) 


式 中 工 为 自 光源 至 观察 者 的 距离 ,& = a,v4 = ad4(1 — cosh), 0 是 光线 方向 和 引力 波 
传播 方向 的 夹 角 . 由 于 这 一 效应 的 局 部 性 质 , 实验 观测 办 烁 现象 是 非常 困难 的 . 


14. 电荷 的 附加 制 动 


不 均匀 的 引力 场 可 以 看 成 是 折射 率 随 位 置 变化 的 介质 , 因此 , AS AAP 
也 应 有 电磁 辐射 “ 尾 ”. 这 种 “ 尾 ” 是 由 “曲率 反射 ”产生 的 , 变换 到 平 卫 空 - 时 便 消 
失 .“ 尾 ”可 能 显示 各 种 不 同 的 效应 , 其 中 之 一 是 引力 场 中 电荷 的 制 动 效 应 . FESS HB 
空 -时 中 , 点 电荷 运动 的 非 短程 线 方 程 (De Witt, 1960) 可 以 与 为 


dêrt .入 a . oo oft >.) r T 0/ F 
a( +r tt ) = fi(F e) + falt, £ )+qa | fiot dx. = (7.1.17) 


式 中 右 端 第 一 项 取决 于 外 部 电磁 场 , Fj 是 电磁 场 双 矢量 ; 第 二 项 是 经 典 制 动 ; 第 三 
项 是 辐射 尾 引 起 的 附加 制 动 , ft ,由 背景 度 规 确定 . 对 于 蓓 电 粒 子 在 Schwarzschild 
场 中 沿 椭圆 轨道 运动 的 情况 , De Witt 计算 了 (7.1.17) 右 端 第 三 项 , 其 中 一 部 分 产 
EAEL H ARB): 


这 一 效应 减弱 了 效应 (2.6.1). 
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15. Schwarzschild 场 中 的 引力 镜 效 应 


光线 在 引力 场 中 不 仅 能 发 生 偏转 , 而 且 还 可 能 绕 引 力 源 转 若干 圈 后 偏转 任意 的 
角度 . 由 光源 发 出 的 光线 在 围绕 场 源 转 整 数 圈 之 后 可 能 转 回来 , 形成 一 个 光源 的 像 
(图 10-15). ERM RT ERA OO’ 附近 应 该 可 以 观察 到 一 个 光环 . 这 样 的 论 环 古 由 
远 处 恒星 发 出 的 光线 经 “引力 镜 ”"“ 反 射 ” 形 成 的 .“ 引 为 反射 ”的 强度 T RPM 
察 点 与 黑洞 的 距离 r 和 与 对 称 轴 的 距离 d, 其 具体 形式 可 近似 表 不 为 


AH p 是 入 射 光 ( 远 处 恒星 的 光 ) 的 强度 , n 是 光线 绕 质 量 源 的 圈 数 , bo = 3V37, A < 
15.6. 由 于 衍射 , (7.1.18) 要 损失 d < do = Mrb-! 区 域 的 强度 I, 这 一 区 域内 的 强度 
为 


a N 
I =2A— (i — L /Ae-" + Ac?) eo enn (7.1.19) 


当 bo, 入 和 7 取 某 一 确定 值 时 , 光环 的 亮度 可 能 超过 入 射 到 引力 源 的 光 强 Io. 这 一 
现象 在 大 质量 致密 天 体 附 近 可 能 发 生 . 如 果 太 阳光 射 癌 一 远 处 的 黑洞 , 假设 黑洞 质 
量 m = 3 x 10-83Mo, 与 太阳 距离 = 104pc, 波长 入 = 10-4*cem, 则 地 球 上 观测 到 的 
HAIGH I ~ 1010. 


16. Schwarzschild 场 中 光环 的 时 间 分 离 效 应 


IN (7.1.18) 和 (7.1.19) 描述 入 射 光线 环绕 引力 源 ” 圈 之 后 登 加 的 结果 , 不 同 
的 图 数 n 对 应 于 光 信号 不 同 的 绕 行 时 间 ， 如 果 光 信号 是 一 短 脉冲 , 到 达 点 N 时 
应 有 一 定量 的 延迟 ， 于 是 将 观测 到 光环 的 时 间 分 离 现象 . 由 3.3 节 中 (2) 可 知 , 当 
b — bo = 3V3m BY, 光 信号 沿 一 半径 为 3m 的 圆 绕 行 , 角速度 w= SP = 2 / Var, 


dz? 3 
由 此 可 以 得 到 光 信 号 每 绕 一 圈 的 分 离 时 间 表 示 为 
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(T)m = = = 3V3ar,. (7.1.20) 
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根据 (7.1.20), 测量 光环 的 分 离 时 间 便 可 确定 黑洞 的 引力 半径 . 这 一 效应 原则 上 可 
以 测量 , 因为 即使 对 于 可 声 缩 的 最 小 恒星 (rs œ 6km), 效应 (7.1.20) 的 大 小 也 达到 
约 3 x 1074s. 可 以 用 强 脉 冲 发 生 器 或 脉冲 星 作 为 光 信 与 源 ， 以 AT 表示 脉冲 延续 
时 间 , T 表示 信和 与 源 周期 , 须 满足 条 件 


AT <(T)m < T. 


7.2 宇宙 空间 的 光学 各 同 同 性 效应 


人 们 通过 观测 反射 星云 的 偏振 光 现 象 , 能 够 以 极 高 的 精确 度 (10-”) 证 明 衬 宙 
空间 的 光学 各 向 同性 , 这 相当 于 以 同样 高 的 精确 度 证 明了 等 效 原理 应 用 于 电磁 现象 
的 正确 性 ( 强 等 效 原 理 ). 本 节 将 从 广义 相对 论 的 电磁 场 方程 出 用, 证 细 讨论 这 一 效 
DA 


1. 宇宙 空间 的 光学 各 向 同性 现象 


观测 反射 星云 反射 到 地 球 上 的 光 的 偶 振 情况 , 表明 宇宙 空间 是 光学 各 同 同 性 
的 , 反射 星云 和 地 球 相 距 宇 宙 距 离 (1 ~ 1021cm), 只 要 有 极 微 小 的 双 折 射 效 应 , 在 地 
球 上 便 可 观察 到 , 精确 度 为 . 


An ~ 1077. (7.2.1) 


实际 观测 的 零 结 果 表 明 等 效 原 理 是 适用 于 电磁 现象 的 . 在 (2) 中 将 证 明 , 虽然 10-2 
量 级 对 于 检验 量子 电动 力学 中 的 磁场 使 真空 产生 双 折 射 的 现象 是 远 远 不 够 的 (要 达 
到 10-42), 但 是 对 于 检验 等 效 原理 是 足够 精确 的 . 

如 果 等 效 原理 不 成 立 , 由 于 引力 场 的 张 量 性 质 , 会 使 得 在 引力 场 中 传播 的 光线 
发 生 双 折射 现象 (与 在 晶体 中 一 样 ). 相对 于 引力 场 张 量 不 同 的 主 方 同 , 不 同 偏振 的 
光 的 传播 速度 是 不 同 的 . 如 果 等 效 原理 成 立 , 这 一 现象 就 不 会 发 生 . 根据 强 等 效 原 
H, 在 目 由 下 落 的 参考 系 中 引力 场 不 存在 , 不 能 产生 引力 双 折 射 现象 ; 而 双 折 射 现 
象 的 存在 与 否 是 不 依赖 于 参考 系 的 选择 的 , 所 以 在 一 般 情 况 下 引力 双 扩 射 现象 应 该 
不 存在 . 显然 , 要 证 明 这 个 结论 必须 用 到 广义 协 变 的 麦克 斯 韦 方程 . 

把 引力 场 作 为 介质 , 经 典 电动 力学 中 的 塔 姆 (Tamm) 张 量 Ssa 在 引力 场 中 
可 以 写 为 


vyTA T VL 
SGR = /-99 g A, (7.2.2) 


这 时 可 以 证 明 , 广义 相对 论 麦 克 斯 韦 方程 可 以 写成 运动 介质 电动 力学 方程 (无 引力 
场 ) 的 形式 
Ca 一 Q, ehYTAR yy = 0. (7.2.3) 
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在 时 轴 正 交 系 中 (go; = 0), 方程 (7.2.3) 可 以 改写 成 “e-y 形式 ”, 并 且 由 (7.2.2) 得 
到 张 量 e Alu 的 关系 


EGR = HGR- (7.2.4) 
从 而 证 明了 不 应 该 存在 双 折 射 现象 . 当 go AO 时 , 同样 可 以 得 出 这 一 结论 , 只 是 更 
加 麻烦 一 些 . | 


2. 引力 双 折 射 的 计算 


现在 我 们 研究 An 应 该 小 到 什么 程度 才 算 验证 了 强 等 效 原 理 . 我 们 假定 强 等 
效 原理 不 成 立 , 它 和 某 一 个 真实 的 原理 有 一 偏离 ; 这 一 偏离 引起 引力 势 的 偏离 为 一 
阶 小 量 , 引起 原子 质量 亏损 的 偏离 为 一 阶 小 量 ( 即 核子 动能 的 偶 离 为 一 阶 小 理 ). 这 
时 , 物体 引力 质量 和 惯性 质量 之 比 ms/nrz 对 于 不 同 物体 的 差 值 应 具有 量 级 


A (=) ~ (7.2.5) 


AF v 是 内 部 特征 速度 , U 为 引力 势 . 在 地 球 周围 , 太阳 引力 势 UV ~ 107°, 而 
v*/c ~ 107°, 从 而 有 


A (=) ~ 1071. (7.2.6) 
mI 
假设 有 引力 双 折 射 效应 , 则 An 应 该 和 VU 同 量 级 , 或 者 
An ~ U*. (7.2.7) 


在 地 球 附近 (U ~ 1078), An ~ 10716, 比 (7.2.1) 大 很 多 . 按照 地 球 轨 道 直 径 的 量 级 
(3 x 1013cm), 相应 的 光 程 差 ~ 3 x 10-3cm, 比 光波 的 波长 大 很 多 . 因此, 如 果 强 等 
效 原 理 不 成 立 , 是 一 定 会 观察 到 双 折 射 现象 的 . 

现在 我 们 进行 仔细 的 计算 . 假定 强 等 效 原理 不 成 立 , 存在 引力 双 折 射 , 广义 相 
对 论 麦 克 斯 韦 方 程 只 对 U 精确 到 一 阶 小 量 成 立 . > 


Guu = hw + Mw, Nw = diag(1, —1, —1, —1) (7.2.8) 


精确 到 hu 的 二 阶 项 , 简化 广义 协 变 麦克 斯 韦 方程 . 这 时 (7.2.3) 的 形式 不 变 , (7.2.2) 
变 为 
1 


SPYTA = hth € + zh) - hn 一 hÀ. (7.2.9) 


这 里 和 下 边 的 指标 的 升降 均 由 ne» BEAT, 当 hoi = 0 时 , 将 张 量 SH 按 hu 展开 . 
由 于 张 量 cer 和 Lo o 的 分 量 可 以 表示 为 SEYA 的 线性 组 合 , 所 以 张 量 cer 和 lor 
也 可 以 按 hu 展开 . 这 时 应 有 下 面 形式 ( 张 量 形式 ) 的 关系 式 


e = u + O(hi,). (7.2.10) 
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因此 , 如 果 hoi = 0, 而 hi; 是 空间 各 回 异 性 的 , WRA ANERE e 和 j ZEA 
hv 的 二 阶 小 量 , 因而 引力 双 折 射 的 量 级 也 为 二 阶 小 量 . 当 ho #0 时 , 目 然 也 可 以 
有 同样 结论 . 

由 于 方程 组 (7.2.3) 和 (7.2.9) 不 是 广义 协 变 的 , 它们 和 坐标 系 有 头 . 为 了 完整 
起 见 , 还 应 假定 某 些 坐标 条 件 . 但 是 我 们 的 目的 只 是 研究 引力 双 折 射 的 大 小 , 所 以 
只 需 选 择 这 样 的 坐标 系 , 使 (7.2.3) 和 (7.2.9) 导致 双 折 射 的 最 小 值 . 

在 (7.2.3) 中 作 代 换 


Fu (x) = fur (x)expli€(z)), 


然后 按 惯用 的 几何 光学 方法 计算 . 与 晶体 光学 一 样 , 波 F(x) DERAN i te 
波 FI,(z) 和 FU (c), 各 自 具有 自己 的 位 相 (Cet) 和 振幅 (SL, SL. 忽略 hu 的 高 
阶 项 , 使 zs 轴 平 行 于 波 天 量 , 得 到 两 个 波 的 折射 率 之 差 An 


ji 
(An)* =7 (P22 — hy1)(hoo + h33 + 2ho3) + (hio + hi3)” — (h20 一 ja) 个- 


+ [hi2(hoo + h33 + 2ho3) — (hoi + hi3)(h2zo + h23)]”. (7.2.11) 
将 上 式 对 波 矢 量 的 所 有 方 同 取 平均 , 得 到 
效应 141 i 
式 中 
1 1 1 
Amn = X00Xmn 一 hom hon 十 3 mn(hophop) 一 3 XmpXpn _ g -mpg°nijXpiXaj: 
Bmn = hop (Epgm Xan 十 Epagn Xam), (7.2.13) 
= hoo + =hmm = goo + = 
X00 = hoo 3 mm 一 Joo 3 Imm) 
1 1 
Xij = hij — z Ôijhhmm = Jij 一 3 ijJmm- (7.2.14) 


Xij 古 张 量 势 的 空间 (Fate) 分 量 . 


(7.2.15) 


此 式 与 我 们 估计 的 量 级 (7.2.7) 相符 合 . 

综 上 所 述 , 如 果 强 等 效 原理 不 成 立 , 就 会 存在 引力 双 折 射 , 其 量 级 为 (7.2.15) 或 
(7.2.7 ), 在 地 球 表面 An ~ 10716. 可 是 精确 至 10-7 的 测量 绪 果 断定 没有 双 折 射 
现象 , 因此 证 明了 强 等 效 原 理 成 立 . 


MRK | RSL KSA 


F.1 坐标 变换 


在 Minkowski 空 -时 中 , 一 组 坐标 确定 一 个 四 维和 天 量 . 两 个 坐标 系 之 间 的 变换 为 
Lorentz 变换 . 在 一 般 的 Riemann 23 _ EY Fp 任何 四 个 独立 的 变量 ZLA(1 = 0,1,2,3) 
都 可 取 作 这 一 四 维 空 - 时 中 的 坐标 . 与 Minkowski 空 - 时 不 同 , 歼 曼 空 - 时 中 的 一 组 
坐标 不 能 确定 一 个 四 维 天 量 , 只 能 确定 Riemann 衬 - 时 中 的 一 个 氮 . 

设 坐标 系 z 和 坐标 系 z% 之 间 存 在 着 下 面 的 变换 式 


zit = g'(x”), (F.1.1) 
只 要 Jacobian 

J(z4% /x”) £0, (F.1.2) 
四 个 函数 rH = z+(z*) 就 是 独立 的 , 且 存 在 逆 变 换 

ct = g” (x). (F.1.3) 


在 Riemann F-H FEA, 引入 坐标 系 (z+) 和 (xH), 在 坐标 系 (z+*) 中 可 以 确定 
一 个 和 天 量 dr”. 设 同一 矢量 在 另 一 坐标 系 (z%) 中 表示 为 de, 而 两 坐标 系 之 间 的 
变换 为 (F.1.1)~(F.1.3). 此 时 有 


/ 
dz’! = ať dz’, at = cx , 
PA Y Orv 
Act 
dr” = af, dr”, a = a (F.1.4) 


BREIE, A,B" = J- A,B", BRAG 2 如 无 特殊 声明 ,希腊 字母 了 


值 0, 1,2,3; 拉丁 字母 取 值 1， 2,3. 
由 (F.1.4) 可 得 


a al = ôg; (F.1.5) 
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同样 可 得 


at a% = ôl. (F.1.6) 


Q&Q VV V 


式 中 58 是 Kronecker 符号 . 如 果 at 看 作 和 矩阵 , 则 a4, 就 是 它 的 逆 和 矩阵 . 因此 , 变换 
的 Jacobian $Æ 


la| - |a’| = 1. (F.1.7) 
1. XEKE 
如 果 有 4 个 函数 AY 的 集合 , 在 坐标 变换 下 AY 和 dre 一 样 变换 

A = at AY, (F.1.8) 


WEE A 称 为 逆 变 矢量 , A+ 和 Ar 分 别称 为 逆 变 矢量 在 两 个 坐标 系 中 的 分 量 . 
2. 标量 
如 果 量 or) 在 坐标 变换 下 按 下 式 变 换 . 


p(x") = g(x), (F.1.9) 
则 量 ot) 称 为 标量 , 或 不 变量 . 由 上 式 可 得 


2e (F.1.10) 


3. WEKRE 
由 (F.1.10) 可 知 , 算 符 - 的 变换 规律 为 


Ort 


? Q (F.1.11) 


Dz E Dr， 


如 果 有 四 个 函数 A, 的 集合 , 在 坐标 变换 下 A, 按 (F.1.11) 式 变换 


A,, -一 a Ay, (下 .1.12 ) 


则 集合 A, 称 为 协 变 矢量 . 4, 和 A, 分 别称 为 在 两 个 坐标 系 中 协 变 矢 量 的 分 量 . 显 
然 , 标量 函数 的 梯度 “2 是 协 变 矢 量 


Ort 


F.2 4k 量 
如 果 有 16 个 函数 的 集合 Tu 和 TH 在 坐标 变换 下 按 下 式 变换 : 


F.2 % Ë 725 . 


Tas = 4 ah Tyv, TVap ~ aa af THY, (F.2.1) 


则 称 集合 Tu 为 二 阶 协 变 张 量 , T” 为 二 阶 逆 变 张 量 . 
类 似 地 , 如 果 有 16 个 函数 TY 组 成 的 集合 , TY 在 坐标 变换 下 按 下 式 变换 : 


Tg = ay ag Ty (F.2.2) 


WARE TY 为 二 阶 混合 张 量 . 混合 张 量 T 是 一 阶 协 变 一 阶 道 变 的 . 高 阶 张 量 的 
定义 可 由 上 面 的 定义 推广 得 到 . 如 果 有 一 组 函数 TA: 组 成 的 集合 , TA: 按 下 式 
变换 : 


Toy = a OA «al ag TA (F.2.3) 

则 称 集合 TA. 为 (m+n) 阶 张 量 , 其 中 mm 阶 逆 变 和 n 阶 协 变 . 这 一 张 量具 有 et 
个 分 量 . 

1. 张 量 代数 


对 张 量 所 施加 的 运算 分 为 代数 运算 和 微分 运算 , 相应 的 两 部 分 数学 内 容 分 别称 
为 张 量 代数 和 张 量 分 析 . 这 里 先 讨论 张 量 代数 . 

(1) 同类 张 量 的 线性 组 合 , 在 同一 上 确定 一 个 新 的 同类 张 量 . 例如 , WR Aap 
和 Bop 是 两 个 二 阶 协 变 张 量 , 则 它们 的 线性 组 合 确定 一 个 新 的 二 阶 协 变 张 量 


Tag = aAgs + bBaz. (F.2.4) 


式 中 a 和 ?是 两 个 标量 . 很 容易 证 明 Tap 为 二 阶 协 变 张 量 


对 于 任意 阶 张 量 均 可 类 似 地 证 明 . 
(2) 一 个 m 阶 张 量 和 一 个 n 阶 张 量 的 并 积 , 在 同一 扣 产 生 一 个 新 的 (m+n) 阶 
张 量 . 例如 , 一 个 二 阶 协 变 张 量 和 一 个 逆 变 天 量 的 并 积 产 生 一 个 新 的 张 量 


TY = Aap B, (F.2.5) 
在 坐标 变换 下 有 


T% =A gB" = a”,a%, ivay BP 


— pt nY nY TP 
= 44/48/45 Liv 
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因此 , Too 为 3 阶 混合 张 量 . 

(3) 一 个 n 阶 混合 张 量 进行 缩 并 (contraction), 可 以 产生 一 个 新 的 (n — 2) 阶 张 
E. 所 谓 缩 并 , 即 一 个 协 变 指 标 和 一 个 逆 变 指标 按 四 个 值 取 和 .例如 , 一 个 四 阶 混 
合 张 量 缩 并 后 产生 一 个 新 的 张 量 : 


(F.2.6) 
由 于 在 坐标 变换 下 有 


因此 , Tog 是 二 阶 协 变 张 量 . 

二 阶 混合 张 量 T3 缩 并 后 得 到 的 标量 Te RAKE T3 HME (trace). 一 个 逆 变 
矢量 A 和 一 个 协 变 矢量 Be WIR, 缩 并 后 得 到 的 标量 ACB, 称 为 二 天 量 的 标量 
积 . A* B。 是 标量 , 这 一 点 可 直接 证 明 : 


4'eB = a% a¥, A" B, = 6) A" B, = A" By. (F.2.7) 


RZ, MRA AB, 是 标量 , 且 知 道 其 中 一 个 (A+) BRE, WA HEA 
个 (B,) ARE. 
Kronecker 符号 6% 在 弯曲 空 - 时 中 和 在 平 直 空 -时 中 一 样 定义 : 


2. 张 量 的 对 称 性 


张 量 的 对 称 性 和 反对 称 性 是 张 量 的 重要 性 质 . 如 果 交 换 张 量 的 两 个 协 变 指标 
(或 两 个 逆 变 指标 ) 时 张 量 的 数值 不 变 , 则 称 这 个 张 量 对 这 两 个 指标 是 对 称 的 . 如 采 交 
换 上 述 两 个 指标 时 张 量 的 值 改变 正 负 号 , 则 称 这 个 张 量 对 这 两 个 指标 是 反对 称 的 . 

张 量 的 对 称 性 在 坐标 变换 下 是 不 变 的 . 设 坐标 系 z+ 中 有 


Tag... 一 Lag. (F.2.10) 
Ay g...= -A3 a- (F.2.11) 
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则 在 坐标 系 re 中 有 


Alea. = AG oe (F.2.12) 


对 于 两 个 逆 变 指标 的 对 称 性 , 与 此 类 似 
任何 一 个 二 阶 协 变 张 量 均 可 写成 一 个 对 称 部 分 和 一 个 反对 称 部 分 之 和 : 


式 中 
Lap) = 5 (Top + Tha), (F.2.13) 
l 
Tiap] = 5 Lap — Tha). (F.2.14) 


二 阶 逆 变 张 量 的 情况 与 此 类 似 . 对 二 阶 张 量 的 对 称 性 和 反对 称 性 的 讨论 可 以 推广 到 
高 阶 张 量 . 例如 , HENKE Tug, 可 以 构成 一 个 全 对 称 张 量 


1 (apy) = ai Taby + Lpya + Lyap + Ibay + faye + Ty Ba). (上 .2.15 
这 一 张 量 Tagy 对 于 任意 两 个 指标 都 是 对 称 的 . 同时 , 还 可 构成 一 个 全 反对 称 张 量 


1 
Tap” = zi Tapy + Toya + Tyap — Thay — Tayp — Typa). (F.2.16) 


这 一 张 量 Topy 对 于 任意 两 个 指标 都 是 反对 称 的 . ERT LAO HES ERA. 
如 果 张 量 Sas, 是 全 对 称 的 , 则 有 


D(aBy) = Safy» (F.2.17) 
Alay] = Ags. (上 上 .2.18 ) 


上 面 由 已 知 3 阶 张 量 构成 全 对 称 张 量 和 全 反对 称 张 量 的 方法 可 以 推广 到 高 阶 
张 量 . 对 于 高 于 4 阶 的 张 量 , 按 上 述 方法 构成 的 全 反对 称 张 量 等 于 零 . 因此 , SR 
对 称 张 量 的 最 高 阶 数 是 4. 以 Asis 表示 4 阶 全 反对 称 张 量 , 它 的 不 等 于 零 的 分 量 
都 是 由 Aoz 将 其 脚 标 重 新 排列 构成 的 , 这 就 是 说 , 4upys 的 所 有 不 等 于 等 的 分 量 
只 能 等 于 4ol2s 或 者 Aoz. 4 阶 全 反对 称 张 量 只 有 一 个 独立 分 量 , 好 像 一 个 标量 . 
JOE AY) Te E Pe BR AY FR a E. 

3 阶 全 反对 称 张 量 Aaby 只 有 4 个 独立 分 量 : Aoz3~ Ao31> Ao12> A123, 好 像 一 
个 天 量 , ON Ke RA RAE. 


`. 728 - 附录 。 和 歼 曼 几何 和 张 量 分 析 


3. EMRE 


微分 几何 中 一 个 基本 概念 是 流 形 , 一 群 元 素 组 成 的 集合 , 如 果 集合 中 每 一 元 素 
可 以 和 n 个 连续 可 微 函 数 一 一 对 应 , 则 此 集合 构成 一 个 n 维 微分 流 形 ， 如 果 流 形 
中 定义 一 个 不 变量 (长度 或 度 规 ) 


ds* = g,,dr"dz’, (F.2.19) 


则 流 形 便 成 为 度量 空间 , 此 空间 称 为 Riemann 空间 . guo 称 为 度 规 张 星 . 我 们 可 以 
把 gu 写成 对 称 部 分 和 反对 称 部 分 之 和 : 


Juv 一 gts) + g, 
其 中 
s) _ _(s8 A) _ A 
gts) (3), gy — — gii) 
THA 


ds? = 9,,dr"dz” = gi) datda”. 


其 中 g 对 ds? 无 贡献 . 因此 , 对 于 Riemann 几何 , 总 可 以 认为 Juv 年 对 称 的 
不 难 证 明 go 是 一 个 二 阶 协 变 张 量 . 由 (F.2.19) 有 


gydr* dr” = gy,dx"dz”. 


向 
dz” =aldr’, da” = agd”, 
于 是 得 到 
gvdr*dz™ = Juva a’, dx?dx'? 
= gps 0 apdr” dr”. 
所 以 
Guy 一 a'au Ipo» 


BY gu 为 二 阶 协 变 张 量 . 
由 于 g £0, 所 以 矩阵 g” 的 逆 一 定 存在 . 我 们 定义 gt” 为 gu We: 


g" Gur = 了 一 Gr f (F.2.20) 
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或 者 
AM 


gh’ = =g”. 


式 中 AMY ENR Quy WRTA. 容易 证 明 ， gt’ 为 二 阶 逆 变 张 量 . Q Ap = Juda”, 
则 有 


Aug = gug*da” = 5).dx” = da’, 


类 似 地 有 
4rg = da" 
又 因为 
Ai =at,A,, dz = a) dz” = a) gt” Ay, 
于 是 有 
at,g"™ A =a) gt” Ay, 

由 A, 的 任意 性 得 

a” g'T> — a? gh”. 
即 

g’ 一 a’, OA gh , 


所 以 gt” ENEEK. 
根据 (F.2.20), 可 以 用 度 规 张 量 来 升 (ME) 任 一 张 量 的 指标 : 


TY gE = TUE. pap Jou = TË 
因此 , 两 个 矢量 的 标量 积 可 表示 为 


Ag B® = gag A% BP. 


在 Minkowski 空间 中 , 两 事件 间 的 空间 距离 (KE) 通常 表示 为 


dl? = dX! +dX? +dX3 = dXidX’, (F.2.21) 
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X* 为 一 二 角 坐 标的 空间 分 量 . 在 弯曲 空间 中 , BERR rt, 度 规 为 gu, 二 事件 的 
纯 空间 距离 (KE) 也 只 能 用 同样 方法 定义 , RAT RAH. MERE 
建立 一 个 局 部 洛 伦 效 系 XH, 使 X? 平行 于 2°, 于 是 有 


由 度 规 张 量 的 变换 式 gt’ = 


OX" Ə XV ðX? OX" 


将 上 式 代 入 (F.2.22), 得 到 


dl? = Yjk dz’ de", (F.2.23) 
式 中 
Yjk = Ok _ Qik» (F.2.24) 
goo 
称 为 纯 空间 度 规 


5. 空 - 时 坐标 分 离 定 理 


HEER XY = (cT, X’) 变换 至 任意 坐标 系 ct = z+*(X*), BW Jacobian 不 为 
零 . 欲 使 坐标 z+ 中 的 z? 表示 时 间 坐 标 , " 表示 空间 坐标 , 其 充分 且 必 要 条 件 是 


goo > 0. goo goi < 0, 
gio 911 
goo 901 002 
gio g11 giz |>9, g <0. (F.2.25) 


证 明 ”由 (F.2.23) 根据 高 等 数学 中 二 次 型 d? = 和 jkdzidzr* 正定 的 充 要 条 件 ， 
直接 得 到 


Yl 72 V13 
Yo. Yoo 7?23 | > U. (F.2.26) 


Y31 ‘Y32 ‘Y33 


将 此 式 代 入 (F.2.24), 便 得 到 (F.2.25) 中 的 后 三 个 不 等 式 . 为 了 证 明 goo > 0, 我 们 
考虑 z+ = zA(X2) 系 中 一 个 空间 固定 点 P(c = const) 对 惯性 系 X" 的 速度 vt, 注 
意 到 dri = 0, 有 


一 (F.2.27) 


而 


C2 Or Ox? 


DZ0 O2® Ox TL 
式 中 nog = diag(1, 一 1, 一 1, 一 1), 是 闵可夫 斯 基 空 间 的 度 规 张 量 . 
当 gio = 0( 时 间 轴 与 空间 轴 正 交 ) 时 , 由 (F.2.26) 可 得 


至 此 , 定理 已 证 毕 . 


1 0 0 0 
na) = 0 -1 0 0 
may 0 0 -1 0 
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此 时 我 们 说 度 规 的 符号 为 (+, 一 , 一 , 一 ) 或 者 说 号 差 为 (-2). 黎 曼 空间 度 规 是 闵可夫 
斯 基 空 间 度 规 的 推广 , 仍 可 类 似 地 选取 度 规 张 量 的 符号 , 即 (+,-,-,-), 或 者 号 差 
为 (—2). 按照 d? 的 符号 , 可 把 同 隅 分 为 三 头 

ds? > 0 (类 时 间隔 ) 

ds?=0 (BRB) 

ds2 <0 (类 空间 隔 ) 


F.3 张 量 密度 
如 果 一 个 集合 ott: 在 坐标 变换 (F.1.1) 下 按 下 式 变换 : 


A'E 一 (F.3.1) 


yV C¥ ees 


则 集合 ooh 叫做 张 量 密度 , 式 中 a 为 坐标 变换 的 雅克 比 行列 式 : 
a=J (=) — deta”, 


w 是 一 个 正 的 或 负 的 整数 , 叫做 张 量 密度 的 权 . 可 见 张 量 密度 的 变换 规律 和 张 量 的 
只 差 一 个 因子 a, 前 面 讲 的 张 量 是 张 量 密度 的 特殊 情况 (MAS). 

一 阶 张 量 密度 叫做 矢量 密度 , 零 阶 张 量 密度 叫做 标量 密度 . 

标量 密度 的 一 个 例子 是 二 阶 张 量 Tog 的 行列 式 , 由 Tu 的 变换 式 


Ty = ac ab, Top (F.3.2) 
可 以 得 到 
detT wy = à detTag, (F.3.3) 


因此 , 二 阶 协 变 张 量 的 行列 式 是 权 为 2 的 标量 密度 . 
将 (F.3.3) 用 于 度 规 张 量 gu, 在 坐标 变换 下 有 


g = Qg. (F.3.4) 
另 一 方面 , 对 于 四 维 体 元 ddz, 在 坐标 变换 下 按 雅 可 比 的 定义 有 
d4z' = ad*z, (F.3.5) 
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所 以 , dX = ./—gd*2 是 四 维 标量 体 元 . 
由 (F.3.4) 可 得 


(=g) st = (=g) Ë a ab of 2, (F.3.7) 


由 此 可 见 , 张 量 密度 乘 以 (-9)-2/2 即 量 (9 aA, 具有 和 普通 张 量 yi 相 
同 的 变换 规律 . 这 就 是 说 , MA w 的 张 量 密度 乘 以 因子 (-g)-“/? 就 变 为 权 是 零 的 
张 量 密度 , 换言之 , 一 个 张 量 , RA (9 ”就 成 为 权 为 w 的 张 量 密度 . 特殊 地 ， 
WERA V=9, RENN 1 的 张 量 密度 . 

可 以 证 明 , 用 度 规 张 量 升降 张 量 密度 的 指标 时 不 改变 它 的 权 . 

Levi-Civita 张 量 密度 Euvrr 在 计算 中 是 经 常用 到 的 , 它 的 定义 是 : e0123 = 1, Æ 
四 个 指标 中 有 两 个 相同 则 等 于 0, 交换 任意 两 个 指标 时 则 改变 符号 ， 下面 我 们 证 明 
Emn 是 张 量 密度 . 任 一 张 量 Tu BITIR T 按 定 义 可 写 为 


LE pvrd 一 EaBoolapl pvlérton, (F.3.8) 


由 (F.3.8), (F.3.2) 和 (F.3.3) 得 到 


Curr -一 ă) la%, a% a, aS, empBso) (F.3.9) 
BY eura 是 权 为 —1 的 张 量 密度 . 
EHVTA 定义 为 
eHvTA 一 (—g) gh gr g?g Easo, (F.3.10) 


同样 可 以 证 明 ex*"^ 是 权 为 +1 的 张 量 密度 . 它 的 分 量 1 = 一 1. 

张 量 密度 cura 和 e+*"^ 有 一 个 很 有 用 的 性 质 , 它们 的 分 量 在 坐标 变换 下 保持 
不 变 : g'0123 — E E0103 = £0123, °°" ; 根据 (上 .3.8 ) 很 容易 证 明 这 一 氮 . 

我 们 还 可 以 用 Levi-Civita 张 量 密度 定义 两 个 张 量 


CHZTA 入 一 (—g) T1 2ehuTA 


) 


Euvr\ = (—9)!/ ?eyvra. (F.3.11) 


根据 9 的 变换 式 可 直接 证 明 它 们 是 张 量 . 通常 用 这 两 个 张 量 定义 对 侦 张 量 . 设 Fe 
和 Fu 是 反对 称 张 量 , 则 张 量 
1 


prey = PP Fap (F.3.12) 
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叫做 Fos 的 对 偶 张 量 . 同样 有 


] 
Fv = 5 Emap F” (F.3.13) 


F.4 联络 和 死 里 斯 托 缆 尔 人 符号 
由 度 规 张 量 gu 和 gt” 可 以 构成 两 个 函数 


1 
luvr = 5 Iur, r 十 Jur, v — Ivr, u)» (F.4.1) 


1 
Dor 一 gT yvr — 5 (Gav, rt grr, v — Gur, A), (F.4.2) 


式 中 符号 “,， ”表示 普通 微 商 : 4 a = 0A/Or*. 函数 wr 叫做 第 一 类 元 里斯 托 费 
尔 符 号 , FA 叫做 第 二 类 克 里 斯 托 费 尔 符号 , 由 定义 可 知 , 它们 对 指标 vr 是 对 称 的 . 
由 上 二 式 还 可 得 到 : 


Jap, p =L app +T Bap = Garl Bp + goal ap: (上 .4.3) 


在 黎 曼 几何 中 , 克 里 斯 托 费 尔 符 号 TH, 就 是 仿 射 联络 . 通 第 把 死 里 斯 托 费 尔 符 所 
WHE {uvr} 和 {4}. 在 非 黎 曼 几 何 中 , [4 表示 仿 射 联络 , 它 对 于 指标 vr 是 非 
对 称 的 , 因此 在 非 黎 曼 几 何 中 , Tw 不 等 于 死 里 斯 托 费 尔 符号 (03,0, ATH, E 
re) £0, 称 为 空 -时 挠 率 . 在 黎 曼 几何 中 , 空 - 时 是 无 挠 的 . 下 面 我 们 限于 黎 曼 几何 


[vT] 


的 情况 , 因此 认为 仿 射 联络 TL. 就 是 克 里 斯 托 费 尔 符号 {4}. | 

E n 维 空间 中 , Tt 有 n(n 十 1)/2 个 独立 分 量 , 在 我 们 所 研究 的 四 维 空 -时 中 
有 40 个 独立 分 量 . 

由 定义 (F.4.1) 和 (F.4.2), 可 以 得 到 克 里 斯 托 费 尔 符 号 的 变换 式 


» 130 > 


yl a’, ) GBo- (上 上 .4.6 ) 


最 后 这 个 表达 式 经 过 交换 指标 , 可 写 为 


1 O Agop Ogo 
zap Ay A ( Iob | “Sep _ wd 3 = aP, ab aZ T ppo. (F.4.7) 


式 (F.4.6) AWAAWA 


将 (F.4.7) 和 (F.4.8) 代入 (F.4.6), 便 得 到 (F.4.4). 
对 于 第 二 类 克 里 斯 托 费 尔 付 号 , HELA 


ri = OV ovr 
= att a3 gf (0 aT Sap + Q9， oe gaa) 
=at of gta 0% T paa + of OR 0 Ga 
=a af, a$ T35 + a3 a (F.4.9) 
由 (F.4.4) 和 (F.4.5) 可 见 , WERNHER S AER. 
F.5 协 变 做 分 


本 节 中 我 们 研究 如 何 将 微分 运算 推广 到 黎 受 宅 间 
1. 矢量 的 协 变 微 分 
设 坐 标 z+ 系 中 有 一 个 逆 变 矢量 A , CE rt RPA A” ， 我 们 有 变换 式 


u 
AF =at, A”, at, = or (F.5.1) 
将 上 式 对 zf? 微分 , 得 到 
OA OA” , Org? , 
B76 一 Qy'ap BrP 十 ap EPEITI, A’ 。 (F.5.2) 
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由 (F.1.9) 式 可 知 , 标量 的 导数 是 一 个 黎 曼 空间 中 的 协 变 天 量 . 由 上 式 可 以 发 
现 , 一 个 天 量 的 普通 导数 在 黎 曼 空间 中 不 是 一 个 二 阶 张 量 . 我 们 设法 构成 一 种 微分 
运算 , 使 得 一 个 天 量 的 导数 为 一 个 二 阶 张 量 , 从 而 将 普通 微分 运算 推广 到 歼 曼 空间 . 
AR, 这 种 新 的 微分 运算 中 的 导数 , 当空 间 趋 于 平 直 时 , 应 该 等 于 普通 导数 . 

由 克 里 斯 托 费 尔 符号 的 变换 法 则 可 以 得 到 


= I" ak, — a%,a8,0"%,, (F.5.3) 
代入 (F.5.2) 得 
aa = ata ee +r oA” ) — alho A” | (F.5.4) 
此 式 最 后 一 项 可 用 (F.5.1) 简化 为 
ag TH, AY = TE, A. (F.5.5) 
由 (F.5.2)~(F.5.5) 得 到 
E + [多 4 二 oo E + rsa" | (F.5.6) 


我 们 构成 了 一 个 二 阶 张 量 (A" +T A), RARE AM 的 协 变 导数 , 记 作 


4.6 三 V684 久 三 4 6 十 15 A”. (F.5.7) 
这 样 ，(F.5.6) 表示 为 
AY = oab Ale, (F.5.8) 


当空 间 趋 于 平 直 时 , E = 0, AM, = A", 协 变 导数 由 两 项 组 成 , 第 一 项 为 普通 导 
数 ; 第 二 项 纯粹 是 由 于 空间 的 弯曲 引起 的 , 对 应 于 矢量 A 由 za 上 扩 平 移 全 zc + dr? 
点 所 产生 的 变化 (在 平 直 空间 中 这 一 变化 等 于 零 ). 

用 o&ox R (F.5.8) R, 我 们 得 到 


A™ 


) T 


由 (F.5.8) 和 (F.5.9) 可 知 , 逆 变 矢量 的 协 变 导 数 为 二 阶 混 合 张 量 . 类 似 地 可 以 定义 
HERE A, 的 协 变 导数 


=a?,a¥ A" g. (F.5.9) 


A,. 8 一 VeA, = An, B— Pay Ao. (F.5.10) 
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同样 可 以 导出 A s 的 变换 式 


A,. 8 = a, ag Ag; a, (F.5.11) 
Au; 8 =a ar Al. y, (F.5.12) 
即 协 变 天 量 的 协 变 导 数 为 二 阶 协 变 张 量 . 


2. 张 量 的 协 变 微分 
上 述 协 变 微分 的 概念 可 以 推广 到 任意 阶 张 量 


FT 一 TO 十 TAO 十 :一 BETA — (F.5.13) 

协 变 微分 法 则 与 普通 微分 法 则 相同 . 例如 
(Ap B"); o = Aw; oB” + Ay Big, (F.5.14) 
(A pB"); o = Ay; oB” + A, BY, = (A, B”), o. (F.5.15) 


3. 张 量 密度 的 协 变 微分 
设 AS" BRA w 的 道 变 矢量 密度 


A” = (一 9)2 2 AY, (F.5.16) 
则 (-g) P Ar = AX BURKE, 于 是 有 变换 关系 
(—g) OPA" = ah (—g’) Vg”. (F.5.17) 


取 上 式 的 偏 导数 , 与 前 面 导 出 44% 的 协 变 导 数 的 过 程 类 似 , 我 们 得 到 天 量 密度 cz 
的 协 变 导数 的 表达 式 


Al = A HTE AA wl, A". (E.5.18) 


用 同样 的 方法 可 以 得 到 张 量 密度 的 协 变 导数 . 例如 , 权 为 w 的 二 阶 逆 变 张 量 密 
度 THY 的 协 变 导数 为 


THY = TX LTH GW +Y J W T™. (F.5.19) 
由 此 可 得 权 为 +1 的 二 阶 逆 变 张 量 密度 的 协 变 散 度 


THY = TILT IY. (F.5.20) 
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4. 一 些 有 用 的 公式 和 推导 方法 
(1) 度 规 张 量 的 协 变 导数 等 于 零 


g'7=0, Qu;7=90, 9,7 =9. (上 .5.21 ) 


由 协 变 导数 和 元 里 斯 托 费 尔 和 从 号 的 定义 式 可 以 直接 证 明 上 式 . 
(2) Kronecker 符号 (6 WE) 的 协 变 寻 数 等 于 零 


fe = 6k 4TH 0 一 To ge = TH, — TY, = 0. (F.5.22) 
(3) Aye EA AY Pe SPAS FE a FP 
由 一 四， (F.5.23) 


(4) 协 变 导数 指标 和 其 他 张 量 指标 同样 用 g 必 和 gu 升降 : 


gh Ap; y— 人 y, 9” Ay. a 一 Ay", 
GOTH a STP A, garlT = 人 Th. (F.5.24) 
py l w l w olw 
(5) lou =g lvan = 99 quv,a + 59 (gva,p — Jua v) 一 gI Juv,a (F 9 25) 
下 面 我 们 将 re, 用 另 一 个 形式 给 出 . 由 行列 式 的 展开 规则 可 得 
a = AM, (F.5.26) 


AP ALY 是 行列 式 9 中 元 素 gu 的 余子 式 . 根据 求 行列 式 的 逆 的 规则 和 逆 变 度 规 
WE gt” 的 定义 , (F.5.26) 可 与 为 


Og 


Dor = gg’”, (上 .5.27) 


从 而 有 
dg = gg” dgyv = —99uvdg" . 


后 一 等 式 由 d(gwg 必 ) = 0 得 到 . 由 上 式 可 得 


g, a = 99” Gu, a = —99p9" a (F.5.28) 
将 (F.5.28) 代入 (F.5.25) 得 
1 1 
lap 三 一 7guvg, a = 209 “一 (In /—9), a (F.5.29) 
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(6) 由 (F.5.29) 可 将 天 量 的 协 变 散 度 44 ， 写 为 
1 


At, = A” 4+Th AY = FAV). n (F.5.30) 
(7) 由 (F.5.29) 可 将 二 阶 张 量 的 协 变 艇 度 号 为 
Y 1 uV H Cr 
Ty 一 J V 一 9)， v 十 Pape P, (F.5.31) 
TY ,= S(T; v=9) y -T% TS. (F.5.32) 
如 果 张 量 F 是 反对 称 的 , 由 (F.5.31) 得 到 
Fis = (PM =), v (F.5.33) 
如 果 是 Se’ 对称 的 , 则 由 (F.5.32) 得 到 
V 1 YV 1 CY 
Su: yp Jag uv 9). yo 5° P gap, H' (F.5.34) 
(8) Kt A, 的 旋 度 . 由 协 变 导数 的 定义 可 得 : 
An: v — Av; u = Ap, v — Av, p (F.5.35) 


此 式 表 明 , Ay.» = Av. , 的 充分 且 必 要 条 件 是 A, = 9, p AP OAc’ 的 一 个 标量 
函数 . 
(9) WR Fu 是 反对 称 的 , 则 有 


Fav; r + For; p + Frp; v = Fuv, r + For, p + Frp, v- (F.5.36) 
如 果 Fu 是 茶 一 天 量 A, 的 旋 度 
Fy = Ap; v — Av; ps (F.5.37) 
则 有 
Fav: r + For: u + Fru; v = 9. (F.5.38) 


以 上 诸 式 均 可 由 协 变 导数 的 定义 和 元 里 斯 托 费 尔 符 号 的 对 称 性 予以 证 明 . 
(10) 式 (F.5.28) 可 以 用 Fu 的 对 偶 张 量 (F.3.12) 表示 


~ l 


F = 5 Fap， Fey =0. (F.5.39) 


(11) 由 定义 可 直接 证 明 


EaB6o; u = 0, ep =Q. (F.5.40) 
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F.6 短程 线 坐 标 系 


根据 克 里 斯 托 费 尔 符号 的 变换 性 质 (F.4.5), 可 以 证 明 一 个 定理 : 在 空间 中 一 点 
p 总 可 以 选择 一 个 坐标 系 , 使 得 克 里 斯 托 费 尔 符号 的 所 有 分 量 在 p 点 都 等 于 零 .这 
一 坐标 系 叫 做 短程 线 坐 标 系 - | 

下 面 我 们 证 明 这 一 定理 . 假设 在 某 一 坐标 系 z+ 中 , 在 给 定点 p 克 里 斯 托 费 尔 
符号 不 等 于 零 , 引入 坐标 变换 


TH = g” — gh 4 PH (p) (0° — 2%) (z? — 28), (F.6.1) 
式 中 标记 p 表示 在 给 定点 p 的 值 , 此 式 给 出 zy = 0. 对 于 一 般 的 变换 系数 有 
ac Ay =O), (ac ay), r = 0 
即 
at at, = 一 0 a’ 
FA 
ab, ayaz = KA or ag, = ah pag = ag, ab (F.6.2) 
be BITTE RR ATS SERRA (F.4.5): 
rt = ak aah TÀ, — at paga. (F.6.3) 
把 (F.6.2) 代入 (F.6.3), 得 到 
Dh = ah (ar + apah ,Toy) (F.6.4) 
(F.6.1) 对 zx” 求 偏 微 商 , 得 到 
a, + TE (p)ag, (2° — xb) = dt. (F.6.5) 
此 式 再 对 z” 求 偏 微 商 , AARAA p 的 值 , 得 到 
ay + Ts,(p)avar, = 0. (F.6.6) 


将 (F.6.6) 代入 (F.6.4), 得 到 4 (p) = 0. 定理 证 毕 . 

根据 广义 相对 论 中 的 等 效 原理 , 引力 场 的 局 部 动力 学 效应 与 惯性 力 场 等 效 , 而 
引力 场 就 是 度 规 张 量 场 . 因此 , 在 引力 场 中 一 点 p 可 以 和 惯性 力 场 中 一 样 引 入 一 坐 
标 变换 , 变 至 “自由 落下 ”参考 系 co’. Ec’ AP, 引力 场 不 存在 , 空 -时 是 平和 直 的 . 
这 一 参考 系 叫 做 局 部 惯性 系 . 这 就 是 上 述 短 程 线 坐 标 系 的 物理 意义 . 
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F.7 曲率 张 量 


1. RRB PRE A SL 


在 平 直 空间 中 有 AY, = AM), 在 黎 曼 空间 的 一 般 情况 下 AY, A AY, 式 中 
At, 三 4- , . 我 们 计算 上 述 两 个 张 量 的 差 , 这 个 差 表 明 空 间 的 弯曲 性 质 . 
由 (F.5.7) 可 得 


At, =(At,); r + Tk, At, — TO, 40。 
=A’, +8, AX + Th, At, +18, (A, HTSA) — TAY , (F.7.1) 


QV, T 


At, = AF, HIE, „AF + TH A”, +74, (Am, IS, A`) -T3 Aa. (F.7.2) 


AT, V 


At, — At, = RE, Ae. (F.7.3) 
式 中 
Reve = Thr, v ~The, +D ar — hPa (F.7.4) 
RA RS ASKS, 可 以 直接 证 明 它 符合 张 量 的 变换 法 则 . 同样 , 对 于 协 变 天 量 有 
Avr — Apjrv = Re Aa (F.7.5) 


可 以 证 明 , R 是 仅 依赖 于 联络 及 其 一 阶 导数 且 对 一 阶 寻 数 为 线性 的 唯一 一 
个 四 阶 张 量 . - 

对 于 一 平 直 空间 区 域 , 因为 度 规 张 量 gw 为 常数 , 所 以 曲率 张 量 等 于 零 . 如 有 
在 这 一 区 域 进行 坐标 变换 , 由 于 RL, KEE, 变换 后 , 它 的 所 有 分 量 仍 等 于 
=. 由 此 得 出 结论 : 空间 为 平 直 的 必要 条 件 是 曲率 张 量 的 所 有 分 量 Re, STS. 肥 
Z, 如 果 Re, 处 处 为 零 , 则 由 (F.7.3) 可 知 AY, = AL,, 所 有 的 克 里 斯 托 费 尔 符号 
Te, 处 处 为 零 , 度 规 张 量 gw 的 所 有 一 阶 导数 也 处 处 为 零 . 因此 , 空间 为 平 直 的 充分 
且 必 要 条 件 是 曲率 张 量 的 所 有 分 量 Re 处 处 等 于 零 . 

将 (F.4.1)、(F.4.2) 代入 (F.7.4)、(F.7.5), 得 到 Runa 的 另 一 表达 式 


Ryvra = ganltyr 


1 
7 z Iu, vr t Gur, pà — Gur, và — IvA, ur) 
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2. 曲率 张 量 的 性 质 


(1) 对称 性 质 . 由 定义 式 (F.7.4) 和 (F.7.5) 可 以 直接 得 到 曲率 张 量 的 下 列 对 称 
性 质 : 对 于 前 后 两 对 指标 对 称 , 即 


Ruvrr 一 Re apw, Rey 一 民 (F.7.7) 


对 于 前 两 个 指标 反对 称 , 即 


Ryuvrr -~ 一 —Ruprr, Rey — —R >. (F.7.8) 
对 于 后 两 个 指标 反对 称 , 即 
Ripvra = — pvar, Rpr 一 一 有 Er (F.7.9) 


(2) HAF (Ricci) 恒等式 . 由 (F.7.6)~(F.7.9) 可 以 证 明 , 对 于 曲率 张 量 的 后 三 个 
指标 轮换 取 和 , BRST F, 即 


Rn + Rhu + Ry, = 0. (F.7.10) 
(3) 比 安 基 (Bianchi) 恒等式 ， 由 下 .6 节 可 以 证 明 一 个 重要 的 微分 恒等式 
Ror: Ox + Roar; 入 十 Roya: T 一 0. (F.7.11) 


这 一 等 式 的 证 明 很 简单 , 在 空间 中 某 一 点 p 引入 短程 线 坐 标 系 , 则 在 p 反 殉 里 斯 托 
MRS STS, 于 是 由 (F.7.4) 得 到 
~ ph 


UTA; a 


由 此 得 到 (F.7.11). 此 式 左 端 为 张 量 , 只 要 它 在 某 一 坐标 系 中 所 有 分 量 都 为 零 , 则 在 
任意 坐标 系 中 它 的 所 有 分 量 自然 也 为 零 ; 即 (F.7.11) 对 任意 坐标 系 均 成 立 . 此 式 称 
为 比 安 基 恒等式 . 


一 下 4 


VT; \a° 


—|" 


VA; TQ 


(F.7.12) 


3. PIKË 
对 曲率 张 量 降 阶 而 构成 的 二 阶 张 量 
Ruy = Rey, 一 To a — To; y HTT — TAT a (F.7.13) 
称 为 里 奇 张 量 . 由 定义 式 可 知 , 里 奇 张 量 是 对 称 的 : 
Rw = Rup. (F.7.14) 


对 里 奇 张 量 降 阶 , 构成 的 标量 


» 143 . 


R = g” Rw 


+ Roar a+ Royo, + =O, (F.7.15) 


BH 


R,, — R2., — Rĝ. =0, 
BA 
(a: _ 7R) =0, 
或 者 与 为 
Guy = (a — T 一 (F.7.16) 
式 中 
Gh = RM — = gH” R (F.7.17) 
称 为 爱 因 斯 坦 张 量 
张 量 
Suv = Rw — “Row (F.7.18) 
称 为 零 迹 里 奇 张 量 . 容易 证 明 它 的 迹 等 于 零 : 
S = g” Su =0. (F.7.19) 


式 (F.7.16) 是 由 比 安 基 恒等式 导出 的 唯一 的 协 变 微 分 守恒 定律 . 由 于 G” = 
GY’, 加 上 (F.7.16) 的 限制 , 实际 上 Ger 只 有 6 个 独立 分 量 . 


F.8 fi Fe 线 
在 黎 曼 空间 中 , 连接 空间 两 个 给 定点 的 曲线 长 度 表示 为 
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1=|as = | (GudeHde)’ 


=| Giri ) dX (F.8.1) 
ÒI = ô (guitar’)idA — 0 (F.8.2) 
的 曲线 称 为 短程 线 , 即 黎 曼 空间 中 连接 两 个 给 定点 的 最 短 的 线 ， 式 中 aH =, A 
为 沿 着 曲线 的 某 一 参量 .(F.8.2) 对 应 的 拉 格 朗 日 函数 为 
L = (gitj’)?, (F.8.3) 
RM 和 = s(ds 4 0), 则 沿 短程 线 有 三 = 1. 此 时 由 (F.8.2) 导致 的 拉 格 明日 方程 
d ðL OL 
给 出 
Č lour”) — = Gur pt i. (F.8.5) 
此 即 短程 线 方 程 . 
短程 线 方程 还 可 以 写成 较为 对 称 的 形式 . 把 (F.8.5) 改 与 为 
gurT” 十 Our, vt t = = ur pcr x’, 
d7xz7 
式 中 ï = T7 上 式 即 
Juv + = (29yr, v — Jur, pt x" = 0. (上 .8.6 ) 
注意 到 
29 ur, vt T = (Juv, r tgIur, vt” x", 
(F.8.6) 可 改写 为 
Jur? 十 LpvrZ Z = 0, (F.8.7) 
WL gte, 得 到 
d ze + [T° dz ar" = 0 (F.8.8) 
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这 就 是 常见 的 较为 对 称 的 短程 线 方 程 . 引入 切 和 拓 量 u, 还 可 以 将 短程 线 方程 写 为 
为 外 的 形式 . WARE ub 定义 为 


(F.8.9) 


(F.8.10) 


(F.8.11) 


在 惯性 系 X H, H 粒子 的 运动 方程 为 欧 几 里 得 直线 , 即 闵可夫 斯 基 空 间 中 
的 短程 线 


ô | ds = 8 | (Mu X4X")"/2dd = 0, 


按 广义 相对 性 原理 , 变换 到 加 速 系 zw 中 , 目 由 粒子 运动 方程 应 该 是 广义 协 变 的 , 即 
为 (F.8.5) sh. 根据 等 效 原理 , 加 速 场 即 引力 场 , 因此 引力 场 中 的 目 由 粒子 的 运动 
方程 也 应 具有 形式 (F.8.5). 这 就 是 说 , 引力 场 中 的 自由 粒子 沿 短 程 线 运动 .在 黎 曼 
空间 中 , 满足 条 件 


ô | ds =0, ds*=0 (F.8.12) 


的 曲线 称 为 零 短程 线 . 由 于 ds=0, 所 以 在 (F.8.1)~(F.8.2) 中 不 能 取 A = s, 入 应 为 
HPE, d 40. 此 时 方程 (F.8.12) 可 与 为 


guvrdzZ dz = 0. (上 上 .8.13 ) 


在 引力 场 中 静止 质量 为 零 的 粒子 子 ( 如 光子 ) 沿 零 短程 线 运动 . 
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1. 共 形 变换 
设 在 同一 个 流 形 上 由 度 规 


ds* = g,,da"dx” 
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ds* = Ju dz”dr” (F.9.1) 
确定 两 个 黎 曼 空 间 OV, 和 Vn, ds? 和 ds? 之 间 存 在 变换 关系 
d3? = e2ctz)ds2 或 Juv = e207) Juv- (F.9.2) 


变换 (9.2) 称 为 共 形变 换 , 空间 亿 AV, 称 为 共 形 空间 . 
在 流 形 中 任意 一 点 p, 两 个 方向 do” 和 z+ 之 间 的 夹 角 在 空间 Va 中 表示 为 


doer òx” 
ds Os 


COS Q = gywv 


在 空间 Vn 中 表示 为 

dh ac 

ds 6s 

= Judr oz (Jaedzadzp) 一 3 (JurÒr 52" )~ 2, 


Mi 


COS Q = Juv 


将 (F.9.2) RA, 得 到 


COS Q = COS Q. 


所 以 共 形 变换 义 称 保 角 变换 . 
2. Weyl KÈ 


由 曲率 张 量 和 度 规 张 量 构成 一 个 具有 重要 性 质 的 张 量 Cuo, 称 为 共 形 张 量 ， 
或 外 尔 (Weyl) 张 量 ; 它 的 定义 为 


Cuvps 三 Ryvpo 一 5 (9up Rvo — guo Pvp — GupRyc + gvo Pup) 
1 
-g (Jue Fup — Jup9va)R (F.9.3) 


下 面 我 们 讨论 外 尔 张 量 的 一 系列 重要 性 质 
外 尔 张 量具 有 和 曲率 张 量 相同 的 对 称 性 


Cuvpo — 一 Cvppc 一 —Cuveps (F.9.4) 
C uvpo 一 Coop (上 .9.5 ) 
Cuvpe + Cuovp + Cupov = Q. (F.9.6) 
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外 尔 张 量 对 任意 二 指标 缩 并 都 等 于 零 , 所 以 是 无 迹 的 


Capp = 9 Copp = 0. (F.9.7) 


在 一 维 、 二 维和 三 维 空间 中 , 外 尔 张 量 恒 等 于 零 ; 在 四 维 空 间 中 , 它 有 10 个 独 
立 分 量 .下面 我 们 证 明 , 在 共 形变 换 下 外 尔 张 量 保持 不 变 : 


CH — CoA. (F.9.8) 
由 (F.9.2) 可 得 
gh’ — e720 lT) guy (F.9.9) 
于 是 得 到 元 里 斯 托 费 尔 和 从 号 的 变换 关系 为 
[vr = € (T uvr + 9uw0r + Gur ov — guro,)) (F.9.10) 
TE = GT. = TE 十 Op 7 十 Oo 一 grg oa). (上 上 .9.11 ) 
由 此 可 得 
~ l _ _ _ 
Ruvrr 一 5 Gna vr t+ vr uà — Jur, yA — Gur ur) 
+ Jap (To Th g ro Th,) 
一 e [RjvrA\ 十 (guyAOvr 十 gvrOHA — gurOvA 
—GurO ur) + (gpagvr — GurGvr)(Fja0"")I, (F.9.12) 
式 中 
Ow = Ovy = Oyu — 0;p0,w, (F.9.13) 
yO = g "0.0,. = 9" Opp. (F.9.14) 
里 奇 张 量 的 变换 式 可 由 上 式 得 到 : 
Ryv 一 9°? Raypy 
= Rjy — 2oyr — (Do + 20,,0° )gyw, (F.9.15) 
Do = = g0; pv. (F.9.16) 
从 而 得 到 曲率 标量 的 变换 式 


R = 9" Ruy = €” (R — 6D — 60H). (F.9.17) 
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om = —5(Ruv — Ruy) + 75 (PIu — Row) 
+5(0 op) dyn (F.9.18) 
把 (F.9.12) 中 指标 u 升 高 , 然后 将 (F.9.18) RA, 便 得 到 
CY. = CË. (F.9.19) 


即 在 共 形 变换 下 外 尔 张 量 保持 不 变 . 还 可 以 证 明 , 常 曲率 空间 的 外 尔 张 量 恒 等 于 零 ， 
这 表明 常 曲率 空间 和 欧 几 里 得 空间 是 共 形 的 . 
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